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[L*47a] SUR L'INTERSECTION DE DEUX QUADRIQUES (');
Par M. H. ANDOYER.

1. Soit

Sf=anx}+ aynxd-+ aypri+ a,,r}
= 2Q1e X ) Xy 1+ 20131 X3+ 2Q1, L1y,
+ 2A3 T2 X3+ 2Q9, Tr T+ 223, 3T, = O

Péquation ponctuelle d’une quadrique quelconque S
rapportée a un tétraédre de référence quelconque
AAAGA,

La quadrique S est une quadrigue proprement dite
si les quatre équations

—()I—::()

=1, ¢ 4
o (1=1,2,3,4)

n’ont pas de solutions communes non toutes nulles,
¢’est-a-dire encore si le discriminant I de f w’est pas
nul. Alors la quadrique S n’a aucun point singulier;
tout point de ’espace a un plan polaire ct un seul ; un
point est situé dans son plan polaire s’il est sur S, et
son plan polaire est alors le plan tangent 4 S en ce
point; ce plan tangent coupe la surface suivant deux
droites distinctes.

La quadrique S est un céne si les quatre équations

9 \ .
Iﬁ; = o0 ont un systéme de solutions non toutes nulles,
[3

(*) L’exposition suivante des résultats bien connus relatifs a I'in-
tersection de deux quadriques est celle que je donne dans mes con-
férences aux candidats a l'agrégation; elle me parait simple et
compléte. Il est d’ailleurs a peine ulile de dire qu’elle ne présente
rien d’essentiellement nouveau.
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¢’est-a-dire encore si le discriminant I est nul, sans
que tous ses mineurs du premier ordre le soient. Une
telle surface a un point singulier et un seul, le som-
met A du cone. Tout poiut de P'espace autre que A a
un plan polaire et un seul passant par A ; il est contenu
dans son plan polaire s’il est sur S, et son plan polaire
est alors le plan tangent 4 S en ce point; ce plan tan-
gent coupe la surface suivant deux droites confondues.
Le plan polaire de A est absolument indéterminé.

La quadrique S est un systéme de deux plans dis-
tincts, ou simplement un diédre, si les quatre équations
of o ‘ .
v, = O out une infinité simple de systémes de solutions
communes non toutes nulles, ¢’est-a-dire encore si le
discriminant I' et tous ses mineurs du premier ordre
sont nuls, sans que tous ses minenrs du second ordre le
soient. Une telle surface a une infinité simple de points
singulicrs remplissant la droite D, aréte du diédre. Tout
point de Pespace non situé sur D a un plan polaire et
un seul passant par D ; il est situé dans son plan polaire
s'il est sur S, et son plan polaire est alors un des plans
du diédre S. Le plan polaire d’un point de ) est abso-
lument indéterminé.

La quadrique S est un plan double si les quaure

of

¢quations oo = 0 ont unc infinité double de systémes
I3

de solutions communes non toutes nulles, c’est-a-dire
encore si le discriminant I ainsi que tous ses mineurs
du premier et du second ordre sont nuls. Une telle sur-
face a une infinité double de points singuliers, remplis-
sant le plan P qui, compté deux fois, constitue la sur-
face S. Tout point de 'espace non situé dans P a pour
plaun polaire le plan P; le plan polaire d’'un point de P

est absoldment indétermine.
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2. Soit

g=byx}+.. .+ 20zx, =0,

I'équation d’une seconde quadrique T, distincte de S
nous supposons, en outre, que les deux quadriques S
et T n’ont pas de points singuliers communs ; 'étude
du systéme de deux quadriques ayant un point singulier
commun ne difféere pas_en effet, de I'étude du systéme
de deux coniques.

Les deux quadriques S et T se coupent suivant une
courbe du quatriéme ordre C, ou quartique, car I'hypo-
these faite montre que les deux quadriques, si elles se
décomposent toutes deux en systémes de plans, n’ont
pas de plan commun.

Les denx quadriques S et T' déterminent un faisceau ®
de quadriques U, représentées par I'équation

A4+ ng=o,

A et p. étant deux parameétres toujours finis, non nuls en
méme temps.

Deux quadriques U sont distinctes si elles corres-
pondent a deux systémes distinets (hy, @), (A, o), de va-
leurs de X et w, c’est-a-dire tels que Von ait

)., o — )\211.1 #Z 0

deux telles quadriques peuvent évidemment remplacer
les quadriques S et T pour définir le faisceau @, et, par
suite, nous pourrons toujours choisir, a notre gré, les
quadriques fondamentales S et T parmi celles du fais-
ceau.

Toutes les quadriques U du faisceau, en nombre sim-
plement infini, contiennent la courbe C; par un point
de I'espace non situé sur C passe une quadrique U et
une seule.
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Enfin, remarquons que tout ce que nous avons déja
dit, comme tout ce qui suivra, ne dépend évidemment
en rien du choix des coordonnées, et que, par suite, le
tétraédre de référence pourra toujours étre pris a notre

3. Le faiscean ® contient des quadriques singulieres,
¢'est-a-dire douées de points singuliers. Ces quadriques
correspondent aux valeurs dek et w qui annulent le dis-
criminant A de la forme ) f + p. 2. Les points singuliers
d’une telle quadrigue sont donnés par la résolution des
quatre équations

af . ug
T

Une quadrique singuliére est un cone, si les valeurs
de % ety auxquelles elle correspond n’annulent pas tous
les mineurs du premier ordre de A elle est un diédre
si ces valeurs annulent tous les mineurs du premier
ordre de A, mais non tous les mineurs du second ordre;
clle est un plan double, si ces valeurs annulent tous les
mineurs du second ordre de A.

Appelons points singuliers du faisceau @ les points
singuliers des surfaces singuli¢res du faisceau. On voit
tout de suite que tout point singulier du faisceau jouit
de la propriété d’avoir méme plan polaire par rapport a
toutes les quadriques U du faisceau ; et réciproquement,
tout point jouissant de cctte propriété est un point sin-
gulicr du faisccau. En effet, les points Jouissant de cette
propriété sont fournis par les équations

o o A

Jdory Iz, or;  Jx,

' Jdg Jg 98 T g

Jdury 0x, oy ax,

b
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qui sont équivalentes a celles trouvées plus haut pour
dérerminer les points singuliers du faisceau.

Deux points singuliers appartenant & deux surfaces
singuliéres différentes, c’est-A-dire correspondant a deux
systémes distincts (A, wy) (hy, o) de valeurs de & et w
annulant A, sont conjugués par rapport a toutes les sur-
faces du faisceau.

En ellet, si (z;) et (y,) sont les coordonnées de ces
deux points, on a les relations

. of J . Jdf g
A= 4+ — =0 Ay —"— — Wy —— = 0
! o s o ’ : dy o2 uyy

d’ou 'on tire

i {

. of Jg
N ;= 3 xT; = 0,
"Z Ty T “’2 iy =

ct, puisque Pon a &y po — Ry iy 5% 0,

V,.:’i_z,ﬂ_ 2,.:)&_2,1{__
A‘)[U.T,- o o ay =9 “’I(),T,' - 7 Jy -

et enfin, %, w étant quelconques,

of 9g
Y g R i g =0,

ce qui démontre la proposition.

En résumé, nous voyons que, si un point A cst singn-
lier, il est singulier pour une seule surface singuliére;
par rapport a toutes les surfaces autres que celle-ci, il
a un méme plan polaire, qui contient tous les points
singuliers des autres surfaces singuliéres.

4. Le discriminant A n’est pas en général nul identi-
quement; alors I'équation A = o, on I'on peut considé-

A .
rer le rapport " comme 'inconnue, admet quatre ra-
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cines distinctes ou confondues, ct, par suite, lc faiscean
® contient au plus quatre surfaces singuliéres, ct au
moins unc. En outre, il est évident que si une racine
de A = o correspond a un plan double, ¢’est-a-dire an-
nule tous les mineurs du second ordre de A, cctte racine
est d’un ordre de multiplicité au moins égal a trois; de
méme, une racine qui correspond & un diédre, c’est-
a-dire qui annule tous les mineurs du premier ordre
de A, mais non tous les mincurs du second ordre, est
d’un ordre de multiplicité au moins égal a deux.

Mais le discriminant A peut aussi étre nul identique-
ment; étudions d’abord complétement ce cas excep-
tionnel.

Les quadriques U sout toutes singuliéres ; mais, parmi
clles, unc au plus peut éire un systéme de plans. En
effet, si deux d'entre elles étaient des systémes de plans,
on aurait, en les choisissant pour S et T,

7=X:\..  g=X,X,,

les X, élant des fonctionslinéaires et homogeénes des co-
ordonnées, et I'équation du faisceau serait

AX NG+ XX, = o.

Ovil estimpossible que les quatre fonctions X, soient
indépendantes, car, dans ce cas, en prenant pour nou-
veaux plans ‘de coordonnées les plans X, = o, on voit
tout de suite que A nc serait pas nul identiquement;
mais il est impossible aussi queles fonctions X; ne soient
pas indépendantes, car, dans ce cas, S et T auraient un
point singulier commun. L’hypothése faite est donc ab-
surde.

Supposons donc que S et T soient deux cones; en
choisissant convenablement les coordonndes, on peut
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écrire
S =anri+ apr}+ a,,x}
T+ 2Ae3 XT3+ 2 A2, XXy + 23, 73Ty
& =012} + by} + by 2}
“+ 2032173+ 20, 1, + 203, 037,
de sorte que les sommets de S et T sont respectivement
A, et A,.
On a alors
Oy 1 o bz by ‘
0 asnh sy h oy h
Digin aggh agzh + by az, h + by, 1 ’
Divp anh aph+ by a4+ by |
les discriminants des formes & trois variables [/ et g
n’étant pas nuls, 'évanouissement identique de A est
exprimé par les conditions

U3y = 0, by=o, byyas,— by a3=o0.

Ces conditions expriment que chacun des cones S et T
passe par le sommet de I'autre, et que ces deux cones
ont méme plan tangent le long de la génératrice com-
mune A,;A,. En prenant pour ce plan tangent le plan
Ay A A,y d’équation x;= o0, on a

A93= 0, biz=o,

ct puisque S et T sont de véritables cones, les coefli-
cients asy, b3y, ayy, b,, sont difiérents de zéro.

En égalant a zéro tous les mineurs de A, on voit que
le faisceau @ contient un systéme de plans ct un scul;
c¢’est un diédre qui correspond a

azgzh + by = 03

ce diédre se compose du plan A; A, A; et d’un autre plan
ne passant ni par A, ni par A,.
Donc, finalement, le faisceau ® se compose de cones
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tangents lelong d’une génératrice commune 4 un méme
plan, et d’'un di¢dre formé par ce plan et un autre qui
coupe la génératrice commune. Par suite, la courbe C
se compose de cette génératrice commune comptée deux
fois et d’'une conique qui la rencontre en un point.

5. Le cas cxceptionnel ou le discriminant A est iden-
tiquement nul étant laissé de coté, examinons mainte-
nant ce quc ’on peut dire sur chaque surface singuliére
du faisccau et ses points singuliers.

1° Supposons qu’une surface singuliére du faisceau
soit un cone; prenons ce cone pour la quadrique T, de
sorte que la racine correspondante de A = o sera

A =o.
En prenant pour A, le sommet du cone T, on a
& = b3+ b2+ by}

207,54+ 200,207, +— 203,732,
ct, par suite,

\ a h 1k ags A agh

| N
Apa A Agah = Dygp @y h A+ by Qg k4 bayn
Agzh  @ssh by agah =gy agh + by

ap h @y h 40y as A4+ by @y k40,

Si la racine x = o est simple pour I'équation A = o,
ona
@ # 0;

ceci veut dire que l¢ point A,, sommet du cone T, n'est
sur aucune autre surface du faisceau.
Si la racine ) = o est multiple pourl’équation A = o,
on a
ayy = 0,
puisque le discriminant de la forme g i trois variables
n'est pas nul. Done le point A est commun a loutes les
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les surfaces U du faisceau, et comme il a méme plan
polaire par rapport a toutes ces surfaces, celles-ci sont
toutes tangentes au méme plan en Aj si le faisceau aun
diédre comme autre surface singuli¢re, I'un des plans
de ce diédre est le plan tangent commun en A & toutes
les surfaces U.

Soit Ay Ay A ce plan tangent commun en A, & toutes
les surfaces U; on a alors

QA3 = A13= 0O,

et @y, n'est certainement pas nul.
On a aussi
| @k —+bagu ayh—+ byyp

Aszh + Doz azgsh + bz

La racine A= o n’est d’'un ordre de multiplicité su-
périeur & deux que si 'on a

bgzl)gg-—- b%3 == 0,

c’est-a-dire sile plan A, A; Ay est tangent au cone T
alors elle est au moins triple.
Laracine 4 = o est quadruple sil'on a en outre

A9 b33+ ag3b9:— 25393 = o,

¢’est-a-dire si les droites d’intersection deSavee le plan
A(AxA; sont conjuguées harmoniques par rapport
aux droites d’intersection de T avec le méme plan :
comme celles-ci sont supposées actuellement confondues
avec la génératrice de contact du cone T avec le plan
AyAs Ay, il faut que cette génératrice de contact appar-
tienne a toutes les surfaces U du faisceau.

2° Supposons qu’une surface singuliére soit undiédre
que nous prendrons pour la quadrique T, de sorte que
la racine correspondante de A = o sera

); = 0.
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En prenant Ay A, pour aréte du di¢dre T, on a

= bgp3xl+ 2z 237, + by 2},
et par suite

ayh aph agzh ay

A=

Ajah  Asyh sy sy A )
Ay h ko dzh bz a“)—i—buyi

Pk da e ag kg ag, h -+ by,

Si la racine A = o n’est que double pour I'é¢quation
A = o, et par suite simple pour tous les mineurs de A,

on a
Ay @y —al, # o;

ceci veut dire que Paréte Ay A, du diedre T coupe la
surface S en deux points distincts. Comme plus haut,
on voil que ces deux points sont communs a toutes les
surfaces U du faisceau, et qu’en chacun d’eux ces sur-
faces admettent toutes méme plan tangent, dislinct
de chacun des plans du diédre T. Sile faisccau a un
diédre comme autre surface singuliére, les deux plans
de ce diédre sont les plans tangenls communs aux sur-
faces U en ces deux points.

Si la racine %= o est pour 'équation A =0 d'un
ordre de multiplicité supéricur a deux, on a

A dyy—at, =o,

puisque le discriminant de la forme g a deux variables
n’est pas nul.

Alors, ou bien T ardle A, A, est langente a la surface
S, ou l)n n elle appartient & la surface S.

Dansle premier cas, soit A, le point ou A; A, touche
S, de sorte que

Ay = Q3= 0,
v

@y n'étant pas nul. et soit A, A, Az le plan tangent a S
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en A, de sorte que
ayz = O,
Y,
a,; n’étant pas nul.

On voit que toutes les quadriques du faiscean passent
en A, ety touchent le plan A A, A; et la droite A A,.
De plus

N
agg h Ayz A

A :—-a% )\2

1

gz azzh —+ by )

donc la racine A = o v’est quadruple que si 'on a
by =o,

c'est-a-dire si le plan A A, A, est I'un des plans du
diédre T.

Ajoutons que, dans ce cas, on vérifie aisément que
la racine A = o n’est pas double pour tous les mineurs
de A.

Dans le second cas, on a

A1p = A9 = A3 = 0,

ct en prenant pour Ay A, A, le plan tangent a Sen Ay,

on a en outre

ag3 =0,
avee

Ay, % 0.

Toutes les quadriques du faisceau contiennent Paréte
A, A; ctsont tangentes entre elles en chaque point de
cette aréte. De plus

de sorte que
33 7% 0,

et la racine A = o est quadruple pour A = o.

Ajoutons que, dans ce cas, on vérifie aisément que la
racine h = o est double, mais n’est pas triple pour tous
les mincurs de A.
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3° Supposons enfin qu'unc surface singuliére soit un
plan double que nous prendrons pour la quadrique T. de
sorte que la racine correspondante de 'équation A =o
est A =o0. Si nous supposons que le plan A, A,A;
compté deux fois constitue la surface T, on a

&=byx,
ct, par suite,
wp ko @k daggh a,
Ayah dAsah dlayh sy h
il izl agh  clyyh ty, I
Ay ko oy gk o= hy

Si la racine 2=0 n’est que triple pour I'équation
Ad=o0,0na
Ay dyy dygy
A1y Wy Az |¢0.

ayy iy ayy |

c'est-a-dire que le plan A; A, A;, non tangent a la qua-
drique S, la coupe suivant une conique proprement dite.
Toutes les quadriques U du faisceau passent par cette
conique et sont tangentes entre clles en tout point de
cette conique.

Si la racine % = o est quadruple pour A =o, le plan
Ay A;A; angent 4 S coupe S suivant deux droites
distinctes sur lesquelles on peut répéter ce qui précéde.

Eutin, ajoutons que 'on vérifie aisément que la ra-
cine = o n’est jamais double pour tous les mineurs du
sccond ordre de A, ni jamais triple pour tous les mi-
neurs du premier ovdre de A,

6. Il va dgvenir facile maintenant d'étudier la nature
des quadriques d'un faisceau, lears points de contact et
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leur courbe d'intersection suivant les propriétés des ra-
cines de I'équation A = o. Pour simplifier cette éwude,
commengcons par faire les remarques suivantes :

Si deux quadriques d’un faisceau se toucheut en un
point, toutes les quadriques du faisceau se touchent en
ce point, sauf une, qui admet ce point cemme point
singulier.

Si deux quadriques ont un point commun, qui n’est
singulier pour aucune d’elles, et n’ont pas méme plan
tangent en ce point, ce point est simple pour leur in-
tersection : car un plan quelconque passant par ce
point coupe les deux quadriques suivant deux coniques,
pour 'intersection desquelles ce point compte une seule
{ois.

De méme, on voit que si deux quadriques ont un
point commun singulier pour I'une d’elles, ce point es
multiple pour leur intersection; il en est de méme si,
le point n’étant singulicr pour aucune des deux surfaces,
celles-ci ont méme plan tangent en ce point.

Une quartique gauche proprement dite ne peut avoir
qu’un scul point singulier, qui est double; les tangentes
en ce point sont distinctes ou confondues ; dans tous les
cas, une tangente en un point double coupe la courbe
cu trois points confondus au point double, et pas davan-
tage. Pour vérifier ces propositions, il suffit de remar-
quer qu’unc quartique gauche est rencontrée par un
plan en quatre points seulement. Une cubique gauche
u’a pas de points singuliers.

Si l'intersection de deux quadriques contient une
courbe plane, cette courbe est une droite ou une co-
nique.

Si un plan coupe deux quadriques suivant une méme
courbe plane, le faisceau déierminé par ces deux qua-
driques contient une surface singuliére composée de

-
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deux plans : car si xy = o est le plan sécaut, on a

f =z, (xy, 2. 23, @,) + 22(2), T2, X3),
&= sz(zh Ty T3, 'T’a)"' p?(‘rh X, x3)7

¢ et 7 étant des formes linéaires, ¢ une forme qua-

dratique, « ct 2 des constantes; donc le faisceau
Af+ pg=o contient le systéme de plans 3f—ag=o-
Enfin, si I'intersection de deux quadriques n’est pas
9
une quartique gauche proprement dite, elle contient
au moins une droite ou une conique proprement dite.

7. Ces remarques faites, examinons successivement
tous les cas qui peuvent se présenter d’aprés les pro-
priétés des racines de Péquation A = o.

1 Léquation A = o a quatre racines simples.

Le faisceau @ contient comme surfaces singuliéres
quatre cones; les points singuliers sont les sommets de
ces cones, et chacun d’eux a pour plan polaire commun,
pav rapport & toutes les surfaces U, le plan des trois
antres. Comme ces points ne sont pas sur les surfaces U,
ils forment un tétracédre.

Les surfaces U ne se touchent en aucun point. .

La courbe C du faisceau ne contient pas de conique,
sans quoi le faisccau conliendrait un diédre; elle ne
contient pas non plus de droite, car c¢’est 'intersection
de deux cdnes n’ayant pas de génératrice commune :
c’est donc une (uartique gauche proprement dite, sans
point singulicr, puisque les surfaces U n’ont aucun point
de contact.

2° L'équation A = o0 a deux racines simples et une
racine double n'annulant pas les mineurs du premier
ordre de A.

Le faisceca @ contient comme surfaces singuliéres

-
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trois cénes; les points singuliers sont les sommets de
ces cones A, B, C.

Si A est le sommet du cone correspondant a la racine
double, toutes les surfaces U sont tangentes en A an
plan ABC. Les points B et C n’appartiennent pas aux
surfaces U; les plans polaires communs de B et C, par
rapport a toutes les surfaces U, passent respectivement
par AC et AB, et, par suite, les points A, B, C forment
un triangle. Les surfaces U ne se touchent qu’au
point A; leur plan tangent commun ne touche pas le
cone A.

La courbe C ne contient pas de conique; elle ne con-
tient pas non plus de droite, car c’est 'intersection de
deux cOnes n’ayant pas de génératrice commune : ¢’est
donc une quartique gauche proprement dite, ayant un
point double en A. En ce point les tangentes sont dis-
tinctes : ce sont les génératrices d'interseclion du cone A

avec le plan ABC.

3o L'équation A= o a une racine simple et une ra-
cine triple n’annulant pas les mineurs du premier ordre
de A.

Le faisceau ® contient comme surfaces singuliéres
deux cdnes; les points singuliers sont les sommets de
ces cones A, B. Si A est le sommet du cOne correspon-
dant a la racine triple, toutes les surfaces U sont tan-
gentes en A & un plan passant par AB et tangent au
cone A; clles n’ont pas d’autre contact. Le plan po-
laire commun de B par rapport a toutes les surfaces U
passe en A. Comme plus haut, on voit que la courbe C
est une quartique gauche proprement dite, ayant en A
un point de rebroussement ordinaire : la tangente en ce
point est la génératrice de contact du cone A avec le
plan tangent commun & toutes les surfaces U en A.
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4" L'équation A= o a deux racines doubles .dont
aucune n’annule les mineurs du premier ordre de A.

Le faisceau @ contient comme surfaces singuliéres
deux cones, dont les sommets A et B sont les points
singuliers du faisceau.

Les surfaces U sont toutes tangentes entre clles en A
et B, ¢t n”’ont pas d’autre contact; le plan tangent
commun e¢n chacun de ces points passe par I'autre, et,
par suite, AB est génératrice commune aux surfaces U.

La courbe C du faisceau ne contient pas de conique
ct contient la génératrice AB une seule fois, puisque
les cones A et B ne sont pas tangents le long de cette
droite : elle se compose done de cette droite et d'une
cubique gauche qui la rencontre en A et B.

5° L'équation A = o a une racine (/uad/'u/)le n'an-
nulant pas les mineurs du premier ordre de A.

Le faisceau @ contient une sceule surface singuliére,
un cone dont le sommet A est le scul point singulier du
faisceau. Les surfaces U sont tangentes entre clles en A
et n'ont pas d’autre contact; leur plan tangent com-
mun est tangent au céone A suivant une droite D qui
appartient i toutes les surfaces U.

La courbe C du faisceau nc contient pas de conique
et contient la droite D une seule fois, puisque les sur-
faces ne sont pas tangentes tout le long de Dj elle ne
peut d’ailleurs contenir une autre droite, puisque celle-
ci appartiendrait au cone A. Elle s¢ compose donc de
la droite D ¢t d’'unc cubique gauche qui lui est évidem-
ment tangente en A.

6° L'équation A= o a deux racines simples, et une
racine double annulant les mineurs du premier ordre
de A. )

Le faisceau @ coutient comme surfaces singuliéres
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deux cones de sommets A et B et un diédre d’aréte D.
Les points singuliers du faisceau sont les points de D et
en outre A et B. Les points A et B ne sont pas sur les
surfaces U; la droite D coupe les surfaces U en deux
points P et Q, et en chacun de ces points elles sont tan-
gentes aux plans PAB et QAB, distincts des plans du
diédre; elles n’ont d’ailleurs pas d’autre contact.

Les plans polaires communs de A et B par rapport
aux surfaces U sont les plans BPQ et APQ; les droites
AB et D ne se rencontrent pas.

La courbe C du faisceau s’obtient en coupant le cone
A par le diédre d’aréte D, dont les plans ne passent pas
par A : elle se compose de deux coniques proprement
dites se coupant en P et Q.

n® L'équation A = o a une racine simple, et une ra-
cine triple annulant les mineurs du premier ordre A,
mais n’annulant pas les mineurs du second ordre.

Le faisceau @ contient comme surfaces singuli¢res un
cone de sommet A et un diédre d’aréte D. Les points
singuliers du faisceau sont les points de D et le point A.

Le point A n’est pas sur les surfaces U; la droite D
touche les surfaces U en un point P, et en ce point
elles sont tangentes a4 un plan passant par A et par D,
distinct des plans du diédre. Le plan polaire com-
mun de A par rapport a toutes les surfaces U passe
par D.

Comme plus haut, on voit que la courbe C se com-
pose de deux coniques proprement dites situées dans les
plans du diédre et tangentes entre elles au point A.

8° L’équation A =o a une racine double n’annu-
lant pas les mineurs du premier ordre de A, et une
autre racine double annulant tous ces mineurs.

Le faisccau ® contient comme surfaces singuliéres
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un cone de sommet A et un diédre d’aréte D. Les points
singuliers du faisceau sont les points de D et le point A.
Le point A est situé sur les surfaces U, toutes tangentes
en ce point au plan qui passe par A et par ) La droite D
coupe la surface U en deux points P et Q, et en chacun
de ces points les surfaces ont un méme plan tangent
passant par A et distinct des plans du diédre. Les sur-
faces U ont donc un triple contact.

L’un des plans du diédre est le plan APQ, et, par
suite, la courbe C se compose d’une conique propre-
ment dite et de deux droites se coupant en A et rencon-
trant cette conique en P et Q.

9° L'équation A =0 a deux racines doubles dont
chacune annule les mineurs du premier ordre de A.

Le faisceau ® contient comme surfaces singuliéres
deux diédres d’arétes D et D’ qui ne se rencontrent pas.
Chacune d’elles coupe les surfaces U en deux points,
P et Q pour D, P' et Q' pour D'. En chacun de ces
points les surfaces U sont tangentes et, par suite, elles
ont un quadruple contact. Le plan tangent commun en
P st le plan PP'(), appartenant au diédre d’aréte D/,
et ainsi des autres.

La courbe C se compose évidemment des quatre
droites PP, PQY'. QP', QQ', qui forment un quadrila-

tére gauche.

10° L’'équation A = o a une racine quadruple an-
nulant les mineurs du premier ordre de A, mais n’an-
nulant pas les mineurs du second ordre; en outre, cette
racine n’est pas double pour tous les mineurs du pre-
mier ordre.

Le faisceau @ contient comme seule surface singu-
liere un diédre d'aréte D; les points singuliers sont
les points de D. La droite D touche les surfaces U en
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un point P; et, en ce point, toutes les surfaces U sont
tangentes entre elles, et n’ont d’ailleurs pas d’autre
contact. Leur plan tangent, commun en P, est I'un des
plans du diédre.

La courbe C se compose alors évidemment d’une co-
nique proprement dite et de deux droites se coupant
sur cette conique et situées dans un autre plan.

11° L’équation A = o a une racine quadruple annu-
lant les mineurs du premier ordre de A, mais n’annu-
lant pas les mineurs du second ordre ; en outre, cette
racine est double pour tous les mineurs du premier
ordre.

Le faisccau ® contient comme scule surface singu-
liere un diédre d’aréte D les points singuliers sont les
points de D. La droite D est située sur les surfaces U qui
se raccordent le long de cette droite.

La courbe C se compose évidemment de la droite D
comptéc deux fois et de deux droites rencontrant D en
des points différents et déterminant avec D deux plans
différents.

12° L’équation A = o a une racine simple, et une ra-
cine triple annulant les mineurs du second ordre de A.

Le faisceau ® contient comme surfaces singuliéres un
cone de sommet A et un plan double P. Les poinis singu-
liers sont le point A et Jes points de P. Les surfaces Une
passent pas en A; le plan polaire commun de A par rap-
port aux surfaces U est le plan P. Le plan P coupe les
surfaces U suivant une conique proprement dite, le long
de laquelle les surfaces se raccordent; les plans tan-
gents le long de cette conique passent tous par A.

La courbe C se compose de cette conique compiée
deux fois.
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13° L’équation A = o a une racine quadruple annu-
lant les mineurs du second ordre de A.

Le faisceau ® contient, comme surface singuliére, un
plan double P dont les points sont les points singuliers.
Ce plan est tangent aux quadriques U et les coupe sui-
vant deux droites le long desquelles ces surfaees se rac-
cordent.

La courbe C se compose de ces deux droites comptées
chacune deux fois.

8. Nous avons ainsi épuisé tous les cas possibles, et,
chaque fois, nous sommes arrivés a des conclusions dis-
tinctes. Donc nous avons caractérisé toutes les espéces
possibles de faisceaux de quadriques, et toutes les formes
possibles de l'intersection de deux quadriques.

11 serait facile, comme application, d’étudier la situa-
tion respective des deux coniques que I'on obtient en
coupant deux quadriques par un méme plan passant
par un point singulier de l'intersection.

Il est facile aussi de voir qu'un faisceau ® de qua-
driques est complétement déterminé par la courbe C de
ce faisceau toutes les fois que cette courbe ne contient
ni conique double ni droite double. Si cette eourbe con-
tient une seule droite double, il faut se donner en outre
le plan tangent aux quadriques du faisceau en un point
de cette droite autre que ses points d’intersection avec
les deux autres droites qui appartiennent a la courbe.
Si cette courbe est-une conique double, il faut se donner
en outre les plans tangents en trois points de cette co-
nique; si elle est formée par deux droites doubles, il
faut se donner les plans tangenis aux quadriques en
deux points de l'une de ces droites et en un point de
I'autre.

Enfin, ajoutons qu’il serait facile de transformer, par
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la méthode des polaires réciproques, tout ce que nous
avons dit et de faire une théorie toute pareille pour un
faisceau tangeuntiel de quadriques et la développable
circonscrite a deux quadriques : en faisant cette trans-
formation, on remarquera d’ailleurs que f'=o et
g' = o étant les équations tangentielles de deux qua-
driques dont les équations ponctuelles sont f=o
et g=o0, les racines du discriminant de la forme
Lf'+ ug' se déduisent par une transformation simple
de cclles du discriminant de la forme Af+ pg, et
par suite jouissent des mémes propriétés caractéris-
tigues.



