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EXERCICES.

QUESTIONS RESOLUES.

Question 1257

Etant donné dans un plan un pentagone convere quel-
conque ABCDE, chaque systéeme de trois cétés consécutifs
Sorme un triangle. Démontrer que les cing circonferences
circonscrites a ces triangles déterminent par leurs inter-
sections cing points situés sur une méme circonférence.

SOLUTION
Par M. PauL TERRIER. N

Cette question a été posée et résolue, il y a bien des années,
par M. Auguste Miquel (voir GATALAN, Théorémes et problé-
mes, 5° édition, p. 118, et SsLMoON, Géomélrie analytique,
p- 341). En voici une solution fort différente.

Soient ABd, BCe, CDa, DEb, EAc les triangles construits
dans les conditions énoncées (1); d,. ey, a4, by, ¢y les centres
des circonférences respectivement circonscrites a ces trian-
gles; by, co, do, €9, @y les points, autres que les sommets du
pentagone, ol se coupent respectivement les couples de cir-
conférences d; et ey, e, et a1, a; et by, etc.; soient enfin Ay,
By, G4, Dy, E, les centres des circonférences circonscrites aux
cinq triangles bAe, cBa, dCb, eDc, aEd, formés par deux
cOtés consécutifs du pentagone et par le cOté opposé au sommet
ot se coupent les deux premiers cotés.

Les cinq cotés du pentagone, pris quatre a quatre, détermi-
nent cing quadrilatéres complets, dans chacun desquels les
quatre cotés, pris trois & trois, déterminent a leur tour quatre
triangles. Le quadrilatére ¢BCD, par exemple, comprend les
triangles inscrits aux circonférences By, Dy, ey, a4, etP'on sait

(*) Le lecteur est prié¢ de faire la figure.
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que ces quatre circonférences se coupent au point ¢y, déja dé-
terminé par l'intersection de deux d’entre elles, e; et a;. De
méme, les circonférences By, Eq, ay, ¢; se coupent au point a,,
et ainsi de suite.
Cela posé, on a successivement, pour les quadrilatéres in-
scriptibles :

Coly€y= CoAyC — €y Ay C
= 2% — ¢gac — (297 — ¢y Ec)(circonférences A, et ¢,)
= 29" — ¢odyD — egd,D (circonférences a, et d;)
=0 — Codo €.

Les angles coageq, codyey étant supplémentaires, il en ré-
sulte que les points ay, ¢y. do, €, sont sur une circonférence O
qui, pour les mémes raisons, contient aussi le point b,. La
proposition est donc démontrée.

On voit de plus que la propriété énoncée appartient, non
seulement aux circonférences aj, by, ..., circonscrites aux
cinq triangles formés par trois c6tés consécutifs du pentagone
donné, mais encore aux cing circonférences Ay, By, ..., cir-
conscrites aux triangles formés par trois cétés consécutifs
du pentagone étoilé adbec.

On sait d’ailleurs que le point de commune intersection des
quatre circonférences circonscrites aux quatre triangles formés
par les cotés d’un quadrilatére, pris trois a trois, est le foyer
de la parabole inscrite au quadrilatére et que les centres de
ces quatre circonférences sont eux-mémes sur une cinquiéme
circonférence passant aussi par le foyer (1). Si nous désignons
par «, B, ..., ¢ les centres des cinq circonférences de cette
derniére espéce relatives aux cinq quadrilatéres By E;c;d;,
A,Cidyey, ..., AyDybycy, nous arrivons a voir que chacun
des points tels que @, est le point d’intersection, non seule-
ment des trois circonférences indiquées dans l’énoncé de la
question 1287 (¢4, dy et O), mais encore de trois autres cir-
conférences (By, Ey, a).

Le méme énoncé peut d’ailleurs, d’aprés ce qui précéde,
étre remplacé par cet autre plus général :

Les cing paraboles inscrites aux quadrilatéres formés

(') Voir Nouvelles Annales, t. XV, p. 111; 1876.
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par les cétés d’un pentagone, pris quatre & quatre, ont
leurs foyers distribués sur une circonférence.

En se fondant sur les propriétés que nous venons de rap-
peler, et par la seule considération d’une suite de quadrila-
téres inscrits dans les diverses circonférences de la figure, on
arrive & démontrer cette nouvelle et intéressante proposition :

Les centres des dix circonférences G circonscrites aux
diz triangles formés par les c6tés d’un pentagone, pris
trois a trois, sont distribués quatre & quatre sur cing cir-
conférences Cy, qui passent respectivement aux foyers des
cing paraboles inscrites aux quadrilatéres formés par les
cotés du pentagone pris quatre a quatre. Les circonfé-
rences Cy ont elles-mémes leurs centres sur une circonfé-
rence w et elles coupent toutes la circonférence O, qui
contient les foyers des cing paraboles, en un méme point M,
situé sur la ligne des centres w0,

Lorsque deux coOtés du pentagone sont paralléles entre eux,
on vérilie les particularités suivantes :

Trois des dix circonférences G ont leurs centres a l'infini et
se confondent respectivement avec les cotés non paralléles du
pentagone. Une quatriéme circonférence G (celle qui contient
le sommet du pentagone par lequel ne passe aucun des deux
cOtés paralléles) se confond avec la circonférence O des
foyers. Deux des circonférences G, ont leurs centres a distance
finie et se coupent au point M sur la circonférence O. Les trois
autres ont leurs centres a 'infini et se réduisent a trois droites
qui partent des sommets du triangle formé par les cotés non
paralléles du pentagone et qui concourent au point M. La cir-
conférence w a son centre a l'infini et se réduit a une droite
perpendiculaire sur OM en son milieu.

On déduit immédiatement cette proposition restreinte :

Les cétés d’un triangle T, pris deuxr & deux, forment
avec deux transversales paralléles quelconques deux
groupes de trois triangles inscrits dans des circonférences
dont les centres sont les sommets de deux nouveaux trian-
gles t. Les triangles t sont homologiques entre eux et ho-

mologiques & T, par rapport & un centre M, situé sur la
circonférence O circonscrite & T; ils sont, de plus, respec-
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tivement inscrits dans deux circonférences qui passent par
le centre d’homologie M et par le centre O.

Le point M est le foyer d'une parabole inscrite au triangle
donné et dont I'axe est perpendiculaire a la direction des trans-
versales.

Enfin, lorsque le pentagone a quatre cotés paralléles deux
a deux, c’est-a-dire lorsqu'il est formé d’un parallélogramme
écorné par une transversale quelconque, on a les résultats sui-
vants :

Quatre des dix circonférences C se confondent respective-
ment avec les quatre cotés paralléles deux a deux; deux autres
avec le cinquiéme coté isolé du pentagone. Les quatre der-
niéres ont leurs centres a distance finie, et chacune d’elles est
tangente a deux des trois autres.

Quatre foyers sur cing sont alignés sur le coté isolé du pen-
tagone, aux points de contact des quatre circonférences C, deux
a deux; le cinquiéme foyer, dépendant du sommet du penta-
gone, opposé au coOté isolé est a linfini, en sorte que le centre
de la circonférence O est aussi & infini.

La circonférence Cy, relative au dernier sommet considéré,
est tout entiére a U'infini. Il en est de méme du point de com-
mune intersection M et de la circonférence w tout entiére.

Les quatre autres circonférences C, ont leurs centres a I'in-
fini et se résolvent en quatre droites qui sont les cdtés d’un
nouveau parallélogramme ayant méme coté isolé que le paral-
lélogramme donné. En opérant sur ce parallélogramme comme
sur le précédent, et de méme sur les suivants, on obtiendrait
une série de pentagones ayant un cOté commun, et les quatre
autres cotés paralléles entre eux deux a deux. Dans chacun de
ces pentagones, l’angle opposé au coté isolé est double de ce
qu’il était dans le pentagone précédent et la limite de ces
figures pentagonales transformées est le coté isolé commun a
toutes. .

Quand le pentagone donné est inscrit dans une circonfé-
rence 7, 'axe radical AB des circonférences m et d; et I'axe
radical aob, des circonférences O et d; se coupent sur I'axe
radical RS des circonférences m et O; BG et bycy se coupent
pareillement sur RS et ainsi de suite. Donc :

Les cétés d’un pentagone A, inscrit dans une circonfé-
rence, sont coupés respectivement en cing points d’une
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méme droite par les cotés correspondants du pentagone a,,
qui a pour sommets les foyers des paraboles inscrites aux
cing quadrilatéres formés par les cétés du pentagone A,
Pris quatre & quatre.

Note. — MM. Lez et F. Pisani ont aussi résolu la question.

Question 1266.
Sti, par le péle de Uorthogénide

P=a Tsin(— o),

on méne une droite quelconque, les tangentes auzx points
d’intersection de cette droite avec ’orthogénide forment
un triangle équilatéral. Trouver le lieu du centre de ce
triangle et lenveloppe du cercle circonscrit, lorsque la
droite oscille autour du péle. (E. Lucas.)

SOLUTION.
Par M. E. FAUQUEMBERGUE.

La courbe, représentée par I'équation ci-dessus, est la caus-
tique par réflexion de la parabole, pour des rayons incidents
perpendiculaires a 'axe. MM. Barbier et Lucas en ont fait une
étude détaillée dans les Nouvelles Annales (2° série, t. V,
p- 27 et suiv.).

Elle rentre dans une famille de courbes remarquables dont
I'équation est

pr= Asinnw.

M. Haton de la Goupilliére, qui a proposé de leur donuner le
nom de spirales sinusoides, a résumé les nombreuses pro-
priétés de ces courbes dans un intéressant article, inséré dans
ee méme Recueil (2° série, t. XV, p. g7 et suiv.).

Nous rappellerons les deux suivantes :

1° L’angle de la tangente avec le rayon vecteur est égal a
n fois I'inclinaison de ce dernier sur 'axe polaire;

2 L’angle des tangentes menées aux extrémités de deux
rayons vecteurs quelconques est égal & (n —+ 1) fois celui de
ces rayons.

On déduit immédiatement de la que, dans 'orthogénide, les
tangentes aux trois intersections par un méme rayon focal
forment toujours un triangle équilatéral.
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La premiére de ces propriétés donne un moyen rapide d’écrire
les équations des trois tangentes. On peut aussi employer
I'équation générale de la tangente a la courbe dont I'équation

. 1 .
est mise sous la forme 5 = f(w), savoir :

Il’ = f(w)cos(Q— w)+ f'(w)sin(Q — w).

On observera que, pour une méme valeur de 'angle polaire,
. 1
les trois valeurs de - sont
P
1 sin? w 1 sins W - 27 1 sin? W -+ I
— R - — = Q1 — —_— 9, — — — — .
a 3 a 3 3 a 3 3

En prenant pour axe des X laxe polaire, on trouvera aisé-
ment, d’aprés les remarques précédentes, que les équations des
trois tangentes sont :

Lk= Xsin2(¢ + Ka)— Ycos2(o +Ka)—acoséc?(p +Ka)=o,

(K=o,1,2),
ou l'on a fait, pour abréger,
w L g
- =0 e 5 = %
3 3

Sil'on ne cherchait que le lieu du centre du triangle, Ie pro-
cédé le plus simple serait, peut-étre, d’éliminer ¢ entre les
¢quations de deux bissectrices

La-—'Iq:O et L3— L2=0.

Mais, comme nous aurons besoin de I’équation du cercle cir-
conscrit, nous allons la former.

Le triangle étant équilatéral, I'équation générale du cercle
circonscrit se simplifie et devient

U=L;Ly+LyLy+LsL; = o.
En vertu de I'identité
(SLy)2=2L}+22L,L,,
on peut remplacer I'équation précédente par celle-ci :

L%-—{—L%—*— L’;-—(Ll—'!'- L1+L3)2=0.
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Les calculs sont alors plus symétriques. Ils sont suffisamment
simples, parce que 'on a a opérer sur des lignes trigonomé-
triques d’angles en progression arithmétique.
Toutes réductions (1) faites, on trouve, pour I'équation du
cercle,
X2+ Y2—8aX cotw+ 4a¥Y(3 cot?w +1)— 32a? coséctw = o,

ou, en désignant cotw par A et ordonnant,
(1) 4a(3Y —8a)X2—8aX:A+ X2+4-(Y +8a)(Y —4a)=o.
Les équations du centre sont

X=4al et Y=—2a(3M+1).

L’élimination de A donne
X2 =— %E(Y “+2a).

Le lieu du centre est donc une parabole dont 'axe se confond
avec I'axe des Y.

Le paramétre variable X, entrant au second degré dans I’équa-
tion (1), on aura I’enveloppe du cercle en écrivant que 'équa-
tion a ses deux racines égales.

L’équation que I'on obtient ainsi peut se mettre sous la

forme
(Y—4a)(3X2+3Y2+16aY — 64 a?)=o.

Elle se décompose en deux autres,

Y =4a

(*) Les simplifications résultent des relations suivantes, qui sont
des conséquences de formules connues :

k=2 k=2

Z sin2 (9 +ka)=Z cos2(o + ka)=o;

k=0 k=0

k=2 k=2

Z sin’2(<p+ka)::2 cos'2(p + ka)= %;

k=0 k=0
k=2 k=2
Zcot(p-&-ka):?}cotb‘cp; Zcot’(cp+ka)=gcot’3<9+6;
k=0 k=0

fsingsin(e + a)sin(p + 2a) = sin3yp.
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3(X2+Y2)+16aY —6fat=o,
8a\? 16a\?
2 —_— = { —— .
X +<Y+ 3 > < 3 >
. Le cercle variable reste donc constamment tangent a la droite

¥ = 4a, paralléle a ’'axe des X et a un cercle ayant son centre
sur I'axe des Y.

et

ou

Nota. — M. Moret-Blanc a aussi résolu la question.

Question 1267.

On donne une circonférence dont le centre est O, et une
droite a. On a, sur cette droite, deuxr divisions homogra-
phiques, dont A et A’ sont deux points correspondants. Par
A et A' on méne des tangentes & la circonférence; elles se
coupent en quatre points dont on demande le licu géomé-
trique.

Construire la courbe dans le cas particulier ot le pied
de la perpendiculaire abaissée du point O sur la droite a
est le point milieu des deux point doubles imaginaires des
divisions homographiques. Cas particulier ou les divisions
sont en involution et ont leurs points doubles imaginaires.

(Ep. DeEwuLr.)

SOLUTION
Par M. MoRET-BLANC.

Soit D une droite quelconque. A chaque point A correspond
un point A’, deux tangentes issues de A, qui coupent la droite
D en deux points m;, my, et deux droites issues de A', quila
coupent aux points ny, n,.

En vertu du principe de correspondance, il y aura sur la
droite D quatre pdints de coincidence d’un point m avec un
point n, et, par conséquent, quatre points du licu; ce lieu est
donc une courbe du quatriéme ordre.

Si les divisions sont en involution, un point de coincidence
se reproduira quand on permutera A et A’ : les quatre points
de coincidence se réduiront a deux, et le lieu sera une conique.

Soit O€ la perpendiculaire abaissée du point O sur la droite a.
Si C est le point milieu des deux points doubles imaginaires
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des divisions homographiques, C' le point de la seconde divi-
sion qui correspond au point C de la premiére et I le point de
la premiére qui correspond a linfini de la seconde, on sait
qu’il existe sur OC, de part et d’autre du point C, un point P
tel que
cp = /CI.CC,

d’olt I'on voit chaque segment AA’ sous un angle constant.
Soit

CA.CA'+a(CA —CA')+c2=o0
la relation d’homographie, @ et ¢ étant des constantes don-

nées.
En faisant CA'= =, on a

CI = a,
et en faisant CA = o, on a
o2
CCI: —
a
d’oit
CP =ec.

Les divisions homographiques seront déterminées par I'angle
constant CGPC’ tournant autour du point P. On facilitera la
construction en décrivant une circonférence du point P comme
centre, sur laquelle il suffira de prendre un arc égal a celui
qui est intercepté par CPC' pour avoir les directions de PA
et PA'.

On voit que la ligne OC sera un axe de symétric du lieu
cherché, de sorte que chaque couple de points A, A’ donnera
huit points du lieu.

On obtiendra les points situés sur I’axe en placant 'angle
APA’, de maniére que PO soit sa bissectrice : on voit qu’il n’y
a sur 'axe que deux points réels.

Si, le point G étant le point milieu des deux points doubles
imaginaires, les divisions homographiques sont en involution,
les segments AA’ seront vus du point P sous un angle droit;
le lieu cherché sera une conique dont OC sera un axe de sy-
métrie.

Nota. — La méme question a été résolue par M, F. Pisani.
2'
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Question 1277.

Soient (C) et (Cy) deuxr courbes planes qu’une droite
mobile rencontre sous des angles constants u et py. Pour
que ces deux courbes soient semblables, il faut qu’elles
soient deux spirales logarithmiques semblables par rapport
au point asymptotique, et tournées autour de ce point,
Uune relativement a U’autre, d’un angle égal a la diffé-
rence des angles de rencontre p. et 1.

Remarguer le cas de deux courbes semblables, mais quel-
conques, tournées l'une relativement a l’autre d’un cer-
tain angle, autour du pile de similitude.

Pointde contact de la droite mobile avec son enveloppe,
dans les deuz cas. (Epovarp Ilapici.)

SOLUTION
Par M. MoRET-BLANC.

Deux courbes semblables peuvent étre considérées comme
résultant de deux courbes homothétiques, dont on a fait tour-
ner 'une d’elles d’un certain angle autour du pole de similitude.

Cela posé, je suppose que le mouvement de la droite soit
déterminé par la condition de joindre deux points homologues.
Soient m et m; deux de ces points et O le pole de similitude :
le triangle m O m,, ayant un angle constant compris entre deux
cdtés proportionnels, reste toujours semblable a lui-méme, et,
par conséquent, la droite mm, fait, avec les rayons vecteurs
O m, O my, des angles constants dont la différence est mO m,.
Si donc cette droite fait avec les tangentes en m et m; des
angles constants . et py, 'angle de la tangente avec le rayon
vecteur sera aussi constant; d’ailleurs ces angles sont égaux par
suite de la similitude des courbes : donc les courbes sont deuzx
spirales logarithmiques semblables, dont 'une a tourné au-
tour du pole asymptotique commun d’un angle égal a

& (e — m)-

Dans le cas de deux courbes semblables, mais quelconques,
les angles 1 et p; peuvent varier, mais leur différence reste
constante et égale a 'angle m Om, des rayons vecteurs homo-
logues :

1o Il résulte de ce qui précéde que 'enveloppe de la drotte
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mobile peut étre considérée comme celle d’unc droite passant
par les points m de la premiére courbe et faisant avec le rayon
vecteur Om un angle constant A. Soit

r=f)

T'équation de la courbe lieu du point m. Appelons p la lon-
gueur de la perpendiculaire abaissée du pole sur mm, et «
I'angle qu’elle fait avec I'axe polaire, p et w les coordonnées
polaires d’un point de mm;. On a

a:O—(%-)):O—,—)\—T—;,

p=rsink =pcos(w—a)=psin(0+h —w),
ou

(1) sind f(0)=psin(h + X — w) équat. de muny,

et, en différentiant par rapport a 0,

(2) sind f(0)=ocos(0 4+ % —w).

0 étant connu, ces deux équations déterminent les coordonnées
e et w du point de contact de la droite mm; avec son enve-

loppe.
Dans le cas ou les courbes semblables sont des spirales loga-

rithmiques, on a
r=aem,

sinA.aemd=psin (0 + 21 —w),

sinh.maem® = o cos(0 -+ X — w).
d’otr I'on tire
1 .
tang(d + X —w)= o, = tangy (v angle de la spirale),
w—0=A—v valeur constante
7
o = V1-+ m?* aem.

Ces deux formules montrent que Penveloppe est une spirale
logarithmique semblable aux proposces.

Question 1287.

Soient A et B les extrémités de deux rayons conjugués
variables d’une ellipse; trouver l’enveloppe des cercles dé-
crits sur AB comme diamétre. ( BARBARIN.)
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SOLUTION

Par M. Morer-BLANG.
Soient

léquation de lellipse, acosg et bsing les coordonnées du
point A, — asino et b coso celles du point B.

L’équation de la circonférence décrite sur AB comme dia-
mdétre sera

[ rz;(cose‘o—sinw)J2 [ b(cosco—l-dn*o)]?
r——t e 4y - — :

2 %

az(coso -+sinv)? b3 cosg —sing)?
4 B i ’
i i

ou, en développant et réduisant,

) ( 2+ ypy?—(ar + by)coso +(uxr — by)sing

1 . .
=(a*>— b?)sing cose = ¢? sinv coso.

On obtiendra Uéquation de I'enveloppe en éliminant angle o

entre cette équation ct sa dérivée par rapport a o,

(2) (axr—+by)sing +(azxr —by)cosy = c2(1— 2sin2g),
au moyen de la relation
(3) sin?¢ —+ cos2p =1.

Si I'on tire de I'équation (1) la valeur de cose pour la repor-
ter dans les équations (2) et (3), il vient, aprés une premicre

réduction,
W Szc‘ sin'p -3¢ (ax-+-by)sin*p+2 (@ x*+b*y*) | sing 4+ (z* +y*)(az+by)
=0
N —c —c(axby)|
5 Sc’(am—{—b_y)sin*:,o—f—a (@ 2202 y) [sin? @ -3 (@+y*) (ax—0y) | sinp4-2(x"=4-3%)?
5 =0.
( ( —ct —3clax+by)| —20ax--by)

Si, pour abréger I'écriture, on représente ces équations par

Asindo 4+ BsinZg 4 Csing + D =o,

\V'sindo 4+ B'sin2g + C'sine 4+ D' = o.
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I’équation résultante, mise sous forme de déterminant, sera

AB'— BA' AC'—CA’ AD'—DA' |=o,
AC'—CA’ (BG — CB')-~(AD'—DA’) BD'— DB’
AD'— DA’ BD'— DB’ CD’ — DC'

équation du douziéme degré.

Question 1309.

On donne deux coniques A, B et un point S dans un plan.
Par ce dernier on tire une droite quelconque et l’onprend
son pble a par rapport & la conique A. On joint Sa et
Uon prend son péle b par rapport a B; on tire Sb et
Uon prend son pdle a, par rapport a A, et ainsi de suite
indé finiment.

Démontrer que :

1° Quatre droites consécutives quelconques des faisceaux
S, a, ay, as, ... etS, b, by, by, ... ont des rapports anhar-
moniques canstants;

2° Donner l’expression d’un de ces rapports;

3° Si ce procéde est épuisé a lacinquieme ligne, en d’au-
tres termes, st Sby coincide avec la premiére ligne arbi-
traire issue de S, les quatre tangentes menées par S aur
deux coniques forment un faisceau harmonique.

C. pE PoLigNAC.

SOLUTION

Par M. CamiLLE DE PoLIGNAC.
Soient

e, €' les points de contact des tangentes a la conique A par le
point S;

f» S les points ou les tangentes a B par S rencontrent ee’;

B le point de rencontre de S5 avec la méme ligne. (b, pole de
Sa, d’aprés I'énoncé, a et a; sont situés sur ee'.)

Comptons toutes les distances a partir de O, point milieu
de e, et posons, pour abréger,

b—;:‘z‘, T)sz,, O—pzp, -6—;::8, —O7=f,

Désignant par des parenthéses le rapport anharmonique,
3
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on a
(1) (anf,)z"",
(2) (Bajee’)=—1.

On tire de (1)

2 1 1
p—x—f—x+f’—x’

ou réduisant
2Bz — (f+f' o+ B)-+2/f =o0.

Sf+f=p  ff=q
(22— p)B=pr—29?

Posant

on tire de (2)
xipztﬂ.

Eliminant B entre les deux derniéres équations, il vient

(22 —plet =(pr—29*)z
(3) ou
prry —22x — 29T+ pe? = o.

Cette derniére relation est une relation homographique entre
deux points consécutifs de la série a, a4, a,, .... Donc, le rap-
port anharmonique de quatre quelconques de ces points, soit
x, 1, Ty, Z3, est égal au rapport anharmonique des quatre
conjugués

X1y, Xay, X3y T
en d’autres termes, le rapport anharmonique de quatre points
consécutifs a, a1, as, a; est constant. Ce qui démontre la pre-
miére proposition de I'énoncé.

Passons a la troisiéme :

Ecrivons I'équation (3) plus généralement

4) prx' —2etxr — 292z’ + pe? = o.
Si la construction est épuisée a la cinquiéme ligne, le point

a, coincide avec a, c'est-a-dire que z, = z. Donc, si, dans (4),
on remplace z par z;, on en tirera ' = z. Autrement

P 1x—2e27ry —2q%x - pe2=o.

Comparant avec (3), on voit que I’équation (4) exprime I'invo-
lution, d’ou il résulte immédiatement

cer= q?, c’est-a-dire e = ff;
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en d’autres termes, les quatre tangentes issues de S forment un
faisceau harmonique.
Rapport anharmonique de quatre points consécutifs. —
L’équation (3) peut s’écrire plus généralement

br—d
axxy—bxr—cxi+d=o, = — Py
X —

ou, introduisant une variable symbolique y,
= bx—dy, zy=bzxy—dy, ceey
Yi=ax—cCy, Y2 =axy— cyy,

(4)

Le rapport anharmonique a exprimer sera

(zY1)(-T2.73),
(Zy2) (@1y3)

ou les parenthéses représentent des déterminants.
On tire des équations (4)

(zyy) = az?— (b + c)zy + dy?,

et 'on en tirerait
(2y2) = (211)(b —c),
attendu que (xy;) s’annule, soit dans le cas ou tous les points
coincident z = #y = x; = ..., soit si ; = z, auquel cas ’équa-
tion (3) doit étre une relation d’'involution comme il a été re-
marqué plus haut; en d’autres termes, & = c.
On a donc

~

(xy, _ I
(zy2) b—c

2

et 'on aurait de méme

Eﬁiﬁ;"; = bi =5 (@) =(b—c) (@)

D’autre part, les équations (4) donnent directement
(#1y2) = (ad — be)(zy1),
d’otlt

(z3y3) = (ad — be) (z1y2) = (ad — be)2 (zy1)-

Il s’ensuit
(z1y3) = (b—c)(ad —bc)(zyy),
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d’otu
(z2y3) ad — be
(z1y3) b—c

Par suite, le rapport anharmonique de quatre points consécu-
tifs est '
ad — bc
(b—rcp’
c’est-a-dire
e(pt—hg?)
2(e2—q*) ’
d’aprés Péquation (3).

Note. — La méme question a été résolue par M. Moret-Blanc.

Question 1319.

Soient A, B, C,D et a, b, ¢, d, e, f les aires des faces et
les longueurs des arétes d’un tétraédre donné; V son vo-
lume; M un point d’une surface du second ordre circon-
scrite & ce tétraédre, et telle que le plan tangent a cette
surface en chacun des sommets du tétraédre soit paralléle
a la face opposée; a, 3,y les demi-azes de la surface; ¢,
v, 0", 0" les volumes des tétraédres ayant respectivement
pour bases les faces du tétraédre donné et pour sommet le
point M : on a les relations

P2 02 "2 "2 = V2,
al+ B2+ y2 = E (a4 b2+ 2+ d2+e? - f?),
azpz_,_pz.{z_‘_ vial = % (A2+ B2+ C2-- D2),
a? 322 = 283 V2, (Ge~TY).
SOLUTION

Par M. A. LEINEKUGEL.

Prenons pour axes les arétes DA, DB, DG du tétraédre;
soient @, b, ¢ leurs longueurs et d, e, f les longueurs des trois
autres arétes BC, AC et AB.

L'équation générale des surfaces circonscrites au tétraédre
est

Ar?+ A'yr+ A"32+ 2Bys + 2B'wzs+ 2B zy
—Aax—Aby —A'cs=o.
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Les plans tangents en A, B, C ont pour équations
(z—a)Aa+y(2B"a— A'b)+ z(2B'a— A"c) = o,
z(2B"0 —Aa)+(y—b)A'b+35(2Bb—A"¢c)=o,
z(2B'c—Aa)+y(2Bc—A'"bD)+(3—c)Ac=o0;
d’ou, d’aprés I’énoncé, les six relations
2B'a—A'b =o0, 2Bb — A"c =o,

2B'a — \"¢c = o, 2B'c—Aa = o,
2B"6 — \a =o, 2Be —A'b =o.

On en déduit

B"a = Be, B'a = Bbé, B"6 =B'c

ou

ct, en reportant ces valeurs dans les équations précédentes,
on obtient

A=2200 A =2 A=
a [/ c

Le plan tangent a l'origine a pour équation
Aazx+Aby +A'cs=o,
ou, en remplacant Aa, A'6 et A”c par leurs valeurs précé-

dentes et divisant par abe,

x Yy oz
4+ 4+ =o.
a b c

Cette condition est donc une conséquence des autres et 'on
trouve comme surface répondant a la question

.
ac ab
2 9

—_— -+ — T

Y pal
+ays—bxs+cxy —bcr—acy —absz =o,

c 2
— x?+
a

ou, en divisant par abe,

AT S T G R U A A 4
m a'2+ '~+cl bc+ac+ab I3 b

", ¢" les volumes des tétraédres MABD.

rx
4

Dé<ignons par v, ¢', ¢
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MADC, MDBC, MABC et soient H le pied de la perpendiculaire
abaissée du point M sur le plan des zy, P et p les points oi
la paralléle menée par le point M & DC rencontre les plans
ABC et ABD.
On a
¢ =10A.0BsinAOB.MP sin MPH,

ou, en désignant par A le sinus du tri¢dre formé par les trois
arétes DA, DB ct DC du tétraédre.

=1 -
»_babﬂ.\.

De méme
o' =Llacy\],
o = -é- bex A,
V = labeA

0" = 1deMp.A,

en désignant par A’ le sinus du triédre formé par les trois
arétes du tétraédre qui aboutissent au sommet C; si Von re-

imarque que
de A = ab ),
il vient
v" =1ab.Mp.A.

C /‘T v -V )
(a e [) -t
—l)A.

Si ['on remplace ¢, ', 0", ¢, V par ces valeurs dans la relation
qu'il s’agit d’établir, et si 'on divise ensuite les*deux membres

On a

'
'

- 4
Mp=s3 ((I = l))

__,>.

Sl

par suite

S

+
Sl

/
1 xr
o= ab(‘( I
6 \a 3

a?b2c? A? bt
rat ——————» on obtient
F 56 ;
| T‘z_l_,,z';-z . :,;_‘_y_"; 2 o
(2 i el el Bl Bt = —1} =
a? b2 c a b c ’

et, en développant, on retrouve P'équation (1) de la surface.
Prenons I'équation de la surface sous cette seconde forme:
nous en déduisons, pour déterminer le centre, les trois équa-
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*
~

tions
227 3
_‘+‘Z -+ - =
a b ¢
x 2 z
,.__i__.y._‘_ - =
a b c
x 23
@ o e

d’out, pour les coordonnées du centre,

b
}’:Z’

S

c

4

Transportons Porigine des coordonnées au centre, I’équation

de la surface devient

=

o) (-3

a? b2 c?
reg) 2g) (D)9
- be N uc
(=) lg) _(=f) b)) (+9)
ub « b ¢

ou, en développant et aprés quelques simplifications,

xr? 32 xrs

'}/2

T

A
be

a? ¢ wac

+ ——
ab

xy 3
T8

L’équation d’une sphére concentrique est

23

ﬁ x? 1_32_L_‘)'y;
oy g 5
v

CoSA +
e? el

a4
v

on en déduit, comme on

27y

COS [t ~= —— COSY =13
gt

le sait, pour l'équation qui donne les

carrés des longueurs des demi-axes de la surface, en posant

3 1
822 R’
] 1 ] cosv 1
a* R sab R 2ac
1 cosv 1 1 1
2ab R 2 R be
1 cOoS 1. 1 cos/ 1
2ac R 2bc R cz

= o,
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ou, en multipliant tous les éléments par R.

R R
— —1 - —COSY  -——— — COS U
a? sab 2 ac
R X
—  — COSV — —1 —— — COS8 =o0
2ab b2 2bc ’
R
—cosp  —— —cosk — —1
2ac 2b6c c?

et, développant suivant les éléments de la premiére rangée,

(5=0) (=) (3=~ (=) (o)

>2— R —1>< R —co;v)‘2
\ c? 2ab )
R | R ' R
+2<2—[;& —cos)\) <;{; — cosp.) <m —cosv> =o0

ou

R3 VA 1 1 I 1 I
mm—f“<m+m+zm)+“<f+“+7)"

a: b2 ¢
R3 + R2 R cos2 ) - cos?) - R?2 ) R cos)
— — COSZA - ——— COSA — ———
fabzc? 4 b0%c2 a? " arb be
Rs R? R cos?p R R2 Rcospu
. — —+ cos2 .+ cosp— ————
4a2b2c? jac? b2 ! ab?c - ac
R3 - R2 R cos2v S cos?y 4 R2 R cosv
— — COS2Y + —— COSY — ————
4a?2b2c? 4a?b? c? abce? ab
R3 R2 /cosh  cosp | cosv)
Py cpciisey -+ -+
jarb2cz  oabc\ a b ¢ )
COSA COS[L ~ COS[LCOSY  COSACOsv
-+ R - ——-—- -] —2cos) cosp cosv = o,
ab be ac
ou, en simplifiant,
R3 R2[3/ 1 1 1
2a2bc? 2 |2 (a'—’b‘ﬁ ac? b'lc-’,)
<1 [fcosk | cosp | cosv)
—_ (=22 e
abe\ a b c )
‘sin2).  sin?p sin?vy  cosh  cosp  COSY
-+ R ——— e — —— —
a2 b2 c? be ac ab
coshcosy  COSLCOSY  COSA COSY R
— e 4 -+ A2 = o,
ab be ac

A ayant la méme signilication que précédemment.
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De cette équation on déduit, peur la somme des racines,

R1+ R2+ R3
=1[3(a?+ b2+ c2)—2bccosh —2ac cosp — 2ab cosv],

ou, comme
d? = b2+ c2— 2bc cos),

e? = ct+a?— 2ac cos s,
Sr=a*+b2—2ab cosv,
la relation précédente devient, en remarquant que -R; = 8 a2,
R, = § 6% Ry=177,
2 2 a2 — 3 2 2
a2+ B2 v =3 (a4 b2+ 2+ dP 4 o2+ f2),
On a, pour la somme des produits des racines deux a deux,
R; Rg—i— R2R3+ R; R3
= b2¢2sin2 )k + a?e?sin?y -+ a2 b2 sin?y
+ b2c%sin?h +2a2be(cospcosy — cos )

-+ a?c?sin?p + 2b2ac(cosy cosA — cos )
-+ a2b?sin?v + 2c2ab(cosAcosy — cosv).

Or on a (Dostor, Théorie des déterminants, p. 258)
4D2= 0D%c%sin?) + 2a%bc(cosp cosv — cosd)
+ a®c?sin?p + 2b%ac(cosv cosA — cos )
~+ a2b? sin2v + 2c2ab(cosAcosp— cosv),
et la relation précédente devient
RiRs + RyRy+ Ry Ry = 4 (A2+ B2+ G2+ D2),
c’est-a-dire
a2 B2 B2q2 - a2y? = ;L (A2 B2+ C2+ D2).
Le produit des racines est
RiRyR; = 2a2b2c? A2.
Si 'on remarque que
a?bzc? A2 = 36V2,
il vient, en remplacant,

2 2 — 243 V2
22 [2y? = 23 V2,

Note. — La méme question a été résolue par M. Moret-Blanc.
Ax
5
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Question 4354.

Deux circonférences et un point A étant donnés, mener
par ce point une sécante telle que la différence des cordes
interceptées soit égale a d.

Indiquer les cas d’impossibilité suivant la position du
point A, (LEz.)

SOLUTION
Par M. MoreT-BLANC.

Si, du point A, on méne les tangentes aux deux circonfé-
rences, deux de ces tangentes formeront I'angle ou doivent étre
situées les sécantes issues de A qui rencontrent a la fois les
deux circonférences. Si les angles formés par les tangentes
menées dc A a chaque circonférence sont extérieurs l'un a
Pautre; en d’autres termes, si le point A se trouve dans 'un
des angles formés parles tangentes intéricures communes ne
renfermant aucune des circonférences, et hors de I'angle des
tangentes extérieures communes, il est évident qu’aucune sé-
cante partant de A ne pourra rencontrer a la fois les deux cir-
conférences, et que, par suite, le probléme n’a pas de solu-
tion.

Ce cas écarté, déterminons V'angle limite, et menons dans
cet angle une sécante ABGB'C/, qui rencontre la premiére cir-
conférence aux points B et G, et la seconde aux points B’ et C';
prenons sur cette s¢cante CD = CD’ = d, et a partir du point
B, BM = B'C'.

En faisant varier la sécante, les suites des points D et D’ for-
meront deux branches de courbes, ou une conchoide du cercle;
la suite des points M formera une autre courbe dont les inter-
sections avec les branches de la premiére étant jointes au
point A donneront les sécantes satisfaisant & la question.

Ces deux courbes se construisent rapidement par points et
font connaitre le nombre des solutions.

Question 4372.

On donne & un plan P un mouvement infiniment petit sur
lui-méme; son centre instantané de rotation O et son cercle
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des centres C sont déterminés. Désignons par tla tangente
en O aC.

Considérons une figure ¥ dans le plan P; le liew géomé-
triqgue ¢ des centres de courbure des poin'ts de P', ainsi que
les figures F' et 9', symétriques respectivement, par rap-
port a t, des figures F et ¢.

La figure F' est le lieu géométrique des centres de cour-
bure des points de la figure ¢'. (DEWULF.)

SOLUTION
Par M. MoreT-BLaNC.

On sait que le mouvement d’une figure plane dans son plan
peut étre produit par le roclement d’une courbe liée ala figure
mobile sur une courbe du plan fixe, et, quand le mouvement
est infiniment petit, les deux courbes peuvent étre remplacées
par leurs cercles osculateurs au point de contact.

Soient R et R’ les rayons de ces deux cercles, qui se tou-
chent en O et y ont pour tangente commune la tangente ¢ au
cercle des centres.

Soient

A un point quelconque de la figure T,

« le centre de courbure de sa trajectoire,

a' le symétrique de « par rapport a ¢,

et A’ le centre de courbure de la trajectoire du point A’. Les
points A, O, = sont en ligne droite, ainsi que les points «,
0, A"

Les deux droites Oz, Oa' sont égales et font avec la tan-
gente ¢ un méme angle w.
Cela posé, on a, par le théoréme de Savary,

1 Lo (L 1yt
m+—(n__<R R')sinw’
1 L SLI 1
WTm'_(ﬁ R/ sinw’

d’'oit
! =t L '
0A T 0z "0« " OA”

et, puisque Oa’ = Og, il en reste OA'= OA.
Le< droites OA’, O\ étant égales et également inclinées
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sur ¢, le point A’ est le symétrique du point A par rapport & ¢;
et comme A est un point quelconque de la figure F, le théo-
réme est démontré.

Question 1382.

On donne un triangle et la circonférence qui lui est cir-
conscrite. Tangentiellement en m a cette circonférence, on
décrit une conigue tangente aux trois cétés du triangle
donné. Soit 1 le centre de courbure de cette conique cor-
respondant au point m : on demande le liew du point \
lorsque m décrit la circonférence donnée. (MANNHEIM.)

SOLUTION
Par M. MoreT-BLANc.

Je prends le centre de la circonférence pour origine des
coordonnées rectangulaires. Soient R le rayon de cette circon-
férence, 0 I'angle de O m avec 'axe OX, et

a =z cosx—+ ysina — RcosA = o,
B==xcosp+ysinf —RcosB = o,
v =xcosy—+ysiny-—RcosC=o
les équations des trois cdtés BC, CA, AB du triangle; ay, By, 1)
les résultats de la substitution des coordonnées du point m a
z et y dans les expressions de a, B8, v, de sorte que
ay = R[cos(0 — 2) —cosA],
Bi = R[cos(8 —B) — cosB],
v1 = R[cos(8 — ) — cosC].

Il

L’équation générale des coniques inscrites au triangle ABC
est
(1) \/7_;—6—‘/”1_3—%-\/;{?:0.

avece la condition

(2) \/l_xx-f—Vmﬁ,—r—;/n—y,zo,

qui exprimne que la conique passe par le point m.
Chaque radical doit avoir le méme signe dans les deux
équations.
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Le coefficient angulaire de la tangente en m est

\/Zc_o.saz_*_‘/ﬁg)sp_*_\/nc_osy
<d_}’~> - \/ai ‘/Bi \/"{l _ cosl
dz 7si  si nsiny  sin0’
1 x/lsma_‘_;/msm{i_’_\/nsm«(

doir Ve \/Bx \/Ya

Visin(h — a) x/ﬁsin(f)—ﬁ) Vnsin(6—v)
(3) = -+ — + —
‘/al \/ﬁl T1
Eliminant /7, y/m, y/7 entre ces trois équations, on a celle
de la conique satisfaisant aux conditions du probléme,

Va VB vy
Vi VE, Vi |
sin(0 —a) sin(f—B) sin(0—y)
Vau VB Vi
ou, en développant et multipliant par y/a; B;y1,
Vara[Bysin(h—y) — v, sin(0 — B))
(%) + VBiBly1 sin (0 — 2) — oy sin (0 — )]
-+ ‘/'Yi_y[a, sin(§ —B)— By sin(8 —a)]=o.

Je suppose, pour fixer les idées, que 'axe O soit dirigé de
telle sorte que l'on ait

a—B= 180°—C,
B—y= 180°—A,
vy —a =—180"—B,

= 0.

d’ou
sin(2 — 8) = sinC, cos(a —f) =— cosC,
sin(p—vy) =sinA, cos(B—y)=—cosA,
sin(y — a) = sinB, cos(y —a) =— cosB.
Posons, pour abréger,
L = B;sin(d—y)—y1sin(6—B8)
= R[sinA — cosBsin(0 — v) + cosCsin(6 — 8)),
M=rvy;sin(§ —a)— 2 sin(8—1vy)
= R[sinB — cosCsin(6 — 2) + cos Asin(b — )],
N = aysin(8 — B) — By sin(8 — a)
= R[sinC — cosAsin(f — B) + cosBsin(§ — a)].
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L’équation de la conique sera
LV vz +My8iVB+Nyivy =o.
On cn déduit
L ‘/Z_cosa . M ;/,3—,_('05_3 -+ N ‘/7_,-005-;
dy ___ Va VB vy
dr I \/a_,_sina N M \/B:_%inﬁ N V\/:(-[_sin*{
Va Ve vy

puis, pour l¢ point ;n en ayant égard a ce que, en ce point,

I

dy cosf . :
Az = T e AT A e, et faisant quelques autres réduc-
tions,

<di1:‘ _ LMN(a;sinA + B sinB + vy, sinG)
dx?),_ sinBa; By, (Lsina+ Msinf + Nsiny)?

Appelant £ et m les coordonnées du point ., on a

dy?
1+ ('ﬁz
~&y
dz* /
oy B1y1(Lsing + MsinB + Nsiny)?
LMN sin8 (a; sinA + ; sinB =, sinC) ’

66— R<an0

I

[+ dr:
dz? dy
| - ) — — — —
2 — Rcosh Ay (d.r),
dr? 1

o Biyicosf (Lsina + M <in8 + N siny)?
" LMNsin20(z;sinA + 34 sinB + v, sinC)

Remplagant # par psin6 ou £ par pcosf, 'une quelconque
des deux équations représentera le lieu en coordonnées po-
laires,

2 B1v1(Lsina — MsinB + Nsiny)?
LMN<inZ0 (a; sin A + 3; simB + y; sinG)’

p:R—E—

ou L, M, N, «;, 8y, v, sont des fonctions de 6 définies précé-
demment.
Lorsque § =~ 0, 0on a

Lsina -+ M sinB <+ Nsiny = o;

les valeurs de %, 7 ct 5 se présentent sous une forme indéter-
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minée; mais on peut réduire les valeurs de %, v, et p précédem-
ment trouvées, et alors I'indétermination disparait.
On a
Lsina + Msinf -+ Nsinvy
= R(sin'A cos A + sinB cosB <+ 5inC cos C)sin6
=2RsinA sinBsinCsin®,
aysinA + B3;sinB + y; sinC = — 2R sinA sin B sin C,
et les expressions trouvées se réduisent a

- == Rsin® —2RsinA sinB sinCsinf a]tr%;[:l{l’

~

=Rcosd — 2 Rsin A sin B si aBiyn
cos 2R sinA sinB sin C cos 9 AN

|

¢ =R —2RsinAsinBsinC i[‘,%}"

Cette derniére équation est celle de la courbe en coordon-
nées polaires.

Il est & remarquer que, lorsque 'un des facteurs du dénomi-
nateur s'annule, deux facteurs du numérateur s’annulent aussi.

Ainsi L s’annule pour 8 —y = G et § — § = — B, valeurs dont
P'une annule y; et Pautre B3, et qui donnent la direction OA.
De méme M et «;, y; s’annulent pour la direction OB; N et
oy, By s’annulent pour la direction OC.

Soient A’, B’, G’ les points oa OA, OB, OC rencontrent les
cotés opposés. Lorsque le point m "coincide avec A, par
exemple, la conique est Dellipse ou I'’hyperbole infiniment
aplatie dont les sommets sont A et A'; en A lerayon de cour-
bure est nul, et le point p. coincide avec le point A. De méme,
lorsque le point m esten B ou en G, le point p coincide aussi
avec B ou C. On voit d’ailleurs que, si le point m est trés voi-
sin de I'un des sommets, il en est de méme du point p.

La courbe lieu des points y passe donc par les trois sommets
du triangle ABC.

Méme question.

Extrait d’une lettre de M. MANNHEIM.

En parcourant V'utile Recueil de problémes de Géométric
analytique de M. Laisant, j’ai vu que la question 1382 que
j'ai proposée en 1882 dans les Nouvelles Annales n’avait pas
été résolue. J'en apporte alors la solution; elle est basée sur
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I'emploi de deux formules que j’ai données dans les Comptes
rendus en 1875. Ces formules conduisent a un théoréme dont
j’ai voulu provoquer la découverte en proposant la ques-
tion 1382; on n’a pas trouvé ce théoréme. Il était devenu facile
a obtenir puisqu’il suffit pour cela d’appliquer aux coniques
un intéressant théoréme que M. Jamet a fait connaitre en 1887
dans les Annales de I’Ecole Normale et qui concerne les
courbes triangulaires. M. Fouret, dans le Bulletin de la
Société Mathématique de France pour 1892, a également
démontré le théoréme de M. Jamet.

Voici ma solution, déja ancienne comme on voit :

Prenons un quadrilatére convexe a, b, ¢, e. Soient s le point
de rencontre des cotés ae, bc et m un point sur ab. Menons
les droites mc, me, on a (1)

1 I ] i !
L Lo L + )
ma mb  2p \tangbmc = tangame
en appelant p le rayon de courbure en m de la conique qui

passe par les points s, ¢, e et qui est tangente en m a ab.
On a aussi (2)

1 1 2 I 1
ma " mb ~ 29 <Laugbmc - tangame)’

en appelant p’ le rayon de courbure en m de la conique tan-
gente aux cotés du triangle sce et qui est tangente en m a ab.
11 résulte de ces deux relations que p’' = 4p, les coniques étant
en m tournées de la méme maniére; on peut donc dire : Deux
coniques sont tangentes en leur point m; l’une passe par
les sommets d’un triangle donné, l’autre touche les cétés
de ce triangle: le rayon de courbure de celle-ct pour le
point m est égal a quatre fois le rayon de courbure de
Uautre au méme point m (3).

Ce théoréme donne lieu a des cas particuliers. Par exemple,

(') Voir Principes et developpements de Geometrie cinematique,
p. 342 et 58.

(*) Ibid., p. 342.

(*) Réciproquement : Si en un point deux coniques C,, C,, tan-
gentes et tournées de la méme maniére, ont leurs rayons de cour-
bure dans le rapport de un a quatre, on peut inscrire a C, des
triangles qui soient circonscrits a C,.
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si 'on suppose que 'une des coniques soit le cercle circonscrit
au triangle donué, ses rayons de courbure sont égaux; donc
les rayons de courbure des coniques tangentes aux cotés de ce
triangle et a ce cercle, pour leurs points de contact avec ce
cercle, sont aussi égaux; par suite on conclut que :

Le lieu demandé est un cercle concentrique au cercle
circonscrit au triangle donné.

On peut ajouter, d’aprés ce qui précéde, que le rayon de ce
cercle est égal a trois fois le rayon du cercle circonscrit.

Question 1563.

En chacun des points d’un ellipsoide, on méne le plan
tangent. On projette sur ce plan le diamétre issu du point
de contact. Démontrer que ces projections, déja tangentes
a lellipsoide, sont tangentes, en outre, & une autre sur-
Sace. ( MANNHEIM.)

SOLUTION ET GENERALISATION

Par M. J. FRANEL.

Nous voulons montrer que cette propriété, loin d’étre par-
ticuliére a I'ellipsoide, est vraie pour une surface quelconque.
Soit O un point fixe arbitraire; en chaque point P de la sur-
face considérée on méne le plan tangent et I'on projette le
rayon veeteur OP sur ce plan. Je dis que ces projections, déja
tangentes a la surface donnée, sont tangentes, en outre, a une
autre surface. Prenons le point fixe O pour origine des coor-
données et soit, par rapport a un systéme d’axes rectangu-
laires, f(2, ¥, 3) = o, ’équation de la surface proposée.

Si L'on désigne par z, ¥, 5 les coordonnées du point P, la
projection /' du rayon vecteur OP surle plan tangent a la sur-
face au point P sera représentée par les équations

(1) (X——q;)%é—l—(Y——}’)%f—y—t—(Z—z)%.——_OST,

(2) LX+—MY-~NZ=o0=0,
6!’
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ou Von fait, pour abréger,

df——fzz I\l:"()f A N:x%— %
ay "’ 03

S5 — XS0

Jx

Un plan quelconque passant par la droite  aura une équa-
tion de la forme

(3) v+ 2T =o.

Si I'on prend pour ) une fonction déterminée de z, y, z, ce
plan, quand le point P se déplace sur la surface donnée, aura
une certaine enveloppe. Proposons-nous de déterminer A de
telle sorte que le point P’, ou ce plan touche son enveloppe,
soit situé sur la droite 7'.

Il est ¢évident que le lieu du point P’ sera une surface jouis-
sant de la propriété indiquéc dans notre énoncé.

Or les coordonnées X, Y, Z du point P’ s’obticnnent, comme
on sait, en résolvant le systéme d’¢quations

u-+ AT =o,
Ju oT ok of
oxr )\E'_T—;;'T Yoz’
Ju oT ok of
Ju oT oA of

-+ + =T =p=
3 03 93 ez’
ol p désigne une inconnue auxiliaire. Mais ces coordonnées
doivent, par hypoth¢se, satisfaire aux deux équations

uw=o, T =o.

On aura donc a déterminer 2, de telle sorte que les cing équa-
tions

ou oT of

I

on JT _ of ou oT of

" suzo :I’=o,

admettent unc solution communc en X, Y, Z et p. L’élimina-
tion de ces uatre quantités nous donne la condition cherchée



sous la forme suivante .

Em mean mlaw wlneofet) &
(%l:-‘:—)\df{y %‘\}—{+)\ %;sz' (g—h)\;}f‘—g‘; —l%(w%-&—y%—i—zi—é) %
ClEens wvegr mord aEefef) %
L M N o o

De T'identité
Lz 4+ My + Nz =o,

on tire
Jx Jr Jr ’
oL A _oN I
.z*(—)}+y7}-/—+—~-6,-—-1\,
x% +_y0—“ +;0—V =—N.
03 05 a5

Si donc on ajoute aux éléments de la quatriéme colonne les éléments correspondants des colonnes restantes,

(.1g)
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aprés les avoir multipliés respectivement par z, y, 2, A, il
viendra :

oL L 0tf oM L of  oN | oif

or )\_2 0—+)d.z'd_y T+)\dxdz L

oy f oM of  oN o f

5wy T rar o rye M

oL . otf oM L of N . orf

PRy E = T )\QVdJ priRro N
L M N o
of of of .
or 9y 93

équation du premier degré par rapport a A. A étant ainsi dé-
terminé, les cinq équations précédentes seront compatibles : on
pourra de quatre d’entre elles tirer les valeurs de X, Y, Z et p.
En particulier, si la surface donnée est algébrique, on voit que
les coordonnées X, Y, Z du point P’ seront des fonctions ra-
tionnelles des coordonnées du point P.

Si Pon introduit les deux quantités

neol sl s (L) (L) (L),

4 ay ox ay ds
il viendra
LY m¥ —n¥ s,
Yoy
i o _p
MTS—N@—/_Rﬁ—-xS,
o I _ g
}\ﬁ_ d—;—_RE‘; rS,
et si l'on fait, pour abréger,
9 2 0 N J 0 0
A--Ld—r-l-hl({ +N(-)—;1 ')—...‘L‘—-—-+}’@ +»d—z’

. do oY do 0y Jo B
5, ) = ( =L T 9z
(g, $)=(¥,9) e 0x+0y o)/+o.. 0z’

on pourra finalement mettre 'équation en X sous la forme
R (_ SAS+S3R)

5 i 5 (rS)— RS EBS +(f, R)] +$23R} = o.

———

of
oxr
of
9%y
of
03
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QUESTIONS PROPOSEES.

1686. Résoudre les 2n—1 équations & 2n —1 inconnues,

T
; = Xizj ...+ X,,_, -Tn—1+xlz,
1
3 =Xz} +. .+ Xpg ) + X,
............ e,
1 _ -
Py Xyz3t .+ X227+ X,

et montrer que les inconnues zy, ..., ,—1 sont les racines,
autres que zéro et un, de I'équation

on—tin(\ — 1)
T ot
(LuciEN LEvy.)

1687. On sait que I'équation

()”1‘”’(.1‘— l)”

oxrn
peut s’écrire
1 1 1
1 - = . —
2 3 n
I 1 1 i
2 3 4 Yon+41
=o:
1 1 1
n o n—41 e on
1 x xr ... xn

démontrer que I'équation

on+ign(x —)n
oxrn+1t

~
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peut de méme s'¢erire

1 i 1
2.3 3_.2 (n—+1)(n-+2)
1 I 1
3.1 i (A=) x3)
. . . .. .. . =o.
1 1 1
71(71;:—7[) (_;1_—!—7)(11. +2) T (2n—1)2n
1 x an—1

De méme Péguation

()"-’-"’/f‘l‘"(.’x‘ —_ I)"

ogr2n-k
peut s'écrire

i i
‘(7—7-‘,—1)(lz—l‘+2)—('),n—')/.'—1—l) T (R () (an—k1)

o=
1 I
n(n+1)—(2n—AK T (n+k)(n+k=1)...2n
I i K S xk

(Lucien Lgvy.)
1688. Etant données les équations simultanées

{ 2 COSA = y cOS L~ 5 COSY = 0,

(A) ‘ / / :
| 2 cosX + ycosp' + 5 cosv' = o.
S wcosh + ' cosk' = o,

(B) wecosw —+ u' cosp' = o.

( w cosy + u' cosy' = o,

. . ds ,ds’ , .
ot Vonaposé w=m —, w'=m —; ds et ds' sonl les aires

dt dt
des parallélogrammes construits sur r et ds, r' et ds'; ds et
ds' sont les différenticlles des arcs des trajectoires décrites
dans 'espace par les corps m et nm’ dans le temps dt; enfin,
A, g, v, N, @'s v sont les angles des normales aux plans de ces
parallélogrammes. On demande de déduire de ces équations
les proposilimn snivantes rencontrées successivement par La-
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place (1) et par Jacobi (2) : 1° L'intersection des deux plans
(A) est constamment située dans le plan des xy qu’elle décrit;
2° ce dernier plan est toujours compris entre les deux
plans (A). (Escary.)

1689. Conclure des mémes équations les résultals suivants :

mdssin(v +v') m' ds' sin(v +v'")
a siny' - wsiny

1° dt =

2° a? = w2+ u'2+ 2 uu’ cos(v +v').

3° Le plan des deux normales menées par l'origine aux plans
(A)contient axe des 3.

i° L’équation

m ds sinv = m' ds' sinv/,
ot mds et m'ds" sont des moments, exprime que le plan des
zy est un lieu géométrique d'axes instantanés de rotation, et
que, par suite, ce plan est un cone de Poincot, lequel est de
révolution et a pour cone supplémentaire 'axe des s.
(Escary.)

1690: En désignant par ia longitude du plan des deux nor-
males (X, @, v), (A, @', %), qui pivote autour de Paxe des 3, dé-
montrer que 'on a

cosh  cosd cosn cosy cosh  cosh
—_— = — 9 = — ’ = T
cos sind cos sind/ oS cos .

(Escanyy)

1691. Conclure de ces équations 4" =4 < = (Laplace), et les

deux intégrales <uivautes
tang26 cosad = D2, tang20)’ cosay = D'z,
ot 6 ct 0’ sont les angles que font les rayons veeteurs r et '

avec I'ane des 3, D et D', des constantes arbitraires,
(Escary )

. cosd [ o2
1692. En posant — -t = /_
cos2y

; démontrer les for-

(1) Mccanique celeste, Livre I1, n° b2,
(*)y Comptes rendus, t.\V. p. 236,
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mules suivantes
D ew
yDietor
1
yDrewo
ey
Ve 1
. D2etw (g2 D2) dw?
- db2+- sin?0 d? = (])le‘“'f—i— l)_:(e"‘*?—— 5 =
ds? = dr?+ r2 dg?,
ds? = r* d2.

sinf = cosv =

cos0 = sinv =

CcoOSA =

cosp =

(EscAry.)

cos A cosA L, .
= ——, déduite des
COSP  COSpL

deux premiéres équations (B), cntraine les suivantes

1693. Démontrer que la relation

w' = w,
—m@D+D)her , & = m (D=DHew &,
VAVEwE a JIVzere’ oy
v m D D'2e2w
ST W D Dlewe
jr D DRert e,
m D Dzew g 7
cos(v—+v')= DD e*—1 .
V(D2 et -1) (D2 e’ 1)
(Escary.)

1694. Démontrer que, dans le cas de D<<D’, on a I'inégalité
double

m'D’ r2 m'D
mb 2 mD'”’
et que si on a
'
D>D,

la méme inégalité alicu dans un sens opposc.
(EscaRy.)



1693. Sachant que I'on a

].'In')

=124 r'24arr'cos(v+v'),
et cn posant

D2e20 | = P, D2e [ = Q,

O A
VmD—ym D o

démontrer les relations suivantes

m,D P mb P’ ’
dr — ])_’2 _Pi e2w . D2 g5

N D2 Q2 e204 P2 "

52 D2 P’ e20' 4 D2

3

—_ >
=T o oG @62
D2 Q' e’ + D"

-
(Escary.)

1696. Le triangle Ay B;C; ¢tant inscrit homologiquement

dans ABG, si Pon méne par A une droite quelconque rencon-
trant A;Cyen By et AyBy en Gy

1° Les droites BGy et B,C se coupent en A, sur B, C;.

2 Les trois triangles ABGC, A; B, Ci. et A, B,C; sont homo-
logiques deux & deux, ou I'on a

(centre O) l A B 6y
[ Ay B, G
A B G

A
X 0,
Ay By Gy A

’ (axe X)),
B
(O

G
B, G

3° Les centres O, Oy, O, apparticnnent respectivement aux
axes X;. Xo, Xt

4° Il existe trois coniques :

La premicre tangente aux cotés de ABC en Ay, By, G, ot
l D Y ) 1
a Xy en O.

La deuxiéme tangente aux cotés de AyBpGy en \,, By, G,

et a X, en Oy,

La troisi¢mc tangente aux cotés de AyByCo en A, B, G et
aXen O,.

¢1™ Soxpir.)
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1697. Etant donnés, sur une conique, deux groupes de trois
points, a;, as, az et by, by, by, s'il existe une conique inscrite
au triangle ayasa; et circonscrite au triangle b; b, by, il exis-
tera une seconde conique inscrite au triangle &;6,6; et cir-
conscrite au triangle @y asas.

Etant donné un triangle, chaque point d’intersection du
cercle circonserit avec un des cercles inscrits est le foyer d’une
parabole circonscrite au triangle. (HumBERT.)

1698. On considére le triangle formé par un point M d’une
ellipse, le pole de la normale en M et le centre de lellipse.

On considére en outre le rectangle formé par le point M, le
cercle de I'ellipse et les projections de ce centre sur la tan-
gente et la normale en M.

Quel que soit le point M sur Dellipse, le produit des aires
du triangle et du rectangle est constant.  (E.-N. BARIsiex.)

1699. On considére le quadrilatére formé par les quatre
pieds des normales abaissées sur une ellipse d’un point du plan
de cette ellipse. Les centres des quatre cercles ciconscrits
(cercles de Joachimsthal) passant par trois des picds des nor-
males ont pour centredes moyennes distances le point d’émis-
<ion des normales, (E.-\. BARISIEN.)

1700. Dans la parabole, le produit des rayons de courbure
aux piceds des normales abaissées d’un point sur la parabole,
est ¢gal & huit fois le cube de la distance du point d’émission
des normales au foyer. (E.-N. BARISIEN.)

1701, Le licu glométrique des poiuts milieux des cordes
d’un fimacon de Pascal- qui sont vues du point double récl
sous un angle droit est une circonférence. (A. Droz.)

1702. Soient AB et A'B’ deux diamétres d’une hyperbole
équilatére et G un point quelconque de cette derniére, les
deux triangles AA'C et BB'C sont orthocentriques.

(A. Droz.)

1703. 1° Le lieu des centres des coniques osculatrices a une
circonférence donnée en un point donné de cette circonfé-
rence, ct passant par un autre point donné de la circonfé-
rence, c-t une hyperbole équilatére.

2° Le lieu des foyers des paraboles osculatrices a une cir-
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conférence donnée en un point donné de cette circonférence,
est un cercle;
3¢ Le lieu des centres des hyperboles ¢quilatéres oscula-
trices 4 une circonférence donnée en un point donné de cette
circonférence, est un cercle. (E.-N. BARISIEN.)

170%. 1° Dans tout triangle, ona

. A . B .G
Sin — sin — sin — _
2 2 2

Rl -

Quand Uégalité a licu, le triangle est équilatéral.
2° Trois nombres positifs quelecongues a, b, ¢ étant don-
nés, on a

(0 —~b—c)y(b+-c—u)ic+a—by—abe_o:
quand 'éaalité a lieu. on a
a=0=c.

Démontrer que, «i un triangle se déplace en restant inscrit
ct circonserit & deux coniques fixes, Ie centre du cercle cir-
conscrit a ce triangle déerit une conique. Examiner en parti-
culier les cas ol cetie conique est un cercle ou un systéme de
deux droites. (WEILL.)

1705. Considérons un systéme focal donné comme ’ensemble
de deux systémes réciproques, et faisons tourner 'un de ces
systémes d'une demi-révolution autour d’une droite, assujet-
tic a la seule condition de rencontrer & angle droit 'axe du
systéme focal.

Démontrer que, dans cette nouvelle position, les deux sys-
témes <ont polaires réciproques par rapport a un paraboloide
équilatére.

Si I'on désigne par ¢ le paramétre des paraboles des sections
principales de ce paraboloide, par r la distance d'un point
quelconque du systéme focal a I'axe et par 8 'angle que fait
le plan focal de ce point avec I'axe, on a

rtang ) = c.
(G. TARRy.)
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