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EXERCICES.

QUESTIONS RÉSOLUES.

Question 1257

Étant donné dans un plan un pentagone convexe quel-
conque ABGDE, chaque système de trois côtés consécutifs
forme un triangle. Démontrer que les cinq circonférences
circonscrites à ces triangles déterminent par leurs inter-
sections cinq points situés sur une même circonférence.

SOLUTION

Par iM. PAUL TERRIER. S

Cette question a été posée et résolue, il y a bien des années,
par M. Auguste Miquel (voir CATALAN, Théorèmes et problè-
mes, 5e édition, p. 118, et SALMON, Géométrie analytique,
p. 34i). En voici une solution fort différente.

Soient ABd, BCe, CDa, DE6, EAc les triangles construits
dans les conditions énoncées (*); di% ei, al9 blf ct les centres
des circonférences respectivement circonscrites à ces trian-
gles; b0, c0, d0, eQy a0 les points, autres que les sommets du
pentagone, où se coupent respectivement les couples de cir-
conférences di et ely e{ et a1} ax et bly etc.; soient enfin A|,
Bi,Gi, Dj, Ei les centres des circonférences circonscrites aux
cinq triangles 6Ae, cBa , dCb, e De, aEd> formés par deux
côtés consécutifs du pentagone et par le côté opposé au sommet
où se coupent les deux premiers côtés.

Les cinq côtés du pentagone, pris quatre à quatre, détermi-
nent cinq quadrilatères complets, dans chacun desquels les
quatre côtés, pris trois à trois, déterminent à leur tour quatre
triangles. Le quadrilatère cBGD, par exemple, comprend les
triangles inscrits aux circonférences B^ D t , eXi a1? et l'on sait

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.



que ces quatre circonférences se coupent au point c0, déjà dé-
terminé par l'intersection de deux d'entre elles, e\ et a\. De
même, les circonférences Bt, Ej, au ct se coupent au point ao>
et ainsi de suite.

Gela posé, on a successivement, pour les quadrilatères in-
scriptibles :

— eo ao c

= 2(h' — cQac — (?.dr — eo E c)(circonférences At et ct)
= adr — CoC?oD — eodoT) (circonférences a4 et dt)

Les angles coaroeo, coa?oeo étant supplémentaires, il en ré-
sulte que les points a0, c0, t/0, e0 sont sur une circonférence O
qui, pour les mêmes raisons, contient aussi le point b0. La
proposition est donc démontrée.

On voit de plus que la propriété énoncée appartient, non
seulement aux circonférences au 61? . . . , circonscrites aux
cinq triangles formés par trois côtés consécutifs du pentagone
donné, mais encore aux cinq circonférences A1? Bj, . . . , cir-
conscrites aux triangles formés par trois côtés consécutifs
du pentagone étoile adbec.

On sait d'ailleurs que le point de commune intersection des
quatre circonférences circonscrites aux quatre triangles formés
par les côtés d'un quadrilatère, pris trois à trois, est le foyer
de la parabole inscrite au quadrilatère et que les centres de
ces quatre circonférences sont eux-mêmes sur une cinquième
circonférence passant aussi par le foyer (*). Si nous désignons
par a, p, . . . , e les centres des cinq circonférences de cette
dernière espèce relatives aux cinq quadrilatères BiEtCj^i,
AiCi^i^, . . . , AtD^Ci, nous arrivons à voir que chacun
des points tels que a0 est le point d'intersection, non seule-
ment des trois circonférences indiquées dans l'énoncé de la
question 1257 (ci, d^ et O), mais encore de trois autres cir-
conférences (Bi, E], oc).

Le même énoncé peut d'ailleurs, d'après ce qui précède,
être remplacé par cet autre plus général :

Les cinq paraboles inscrites aux quadrilatères formés

(!) Voir Nouvelles Annales, t. XV, p. m ; 1876.
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par les côtés d'un pentagone, pris quatre à quatre, ont
leurs foyers distribués sur une circonférence.

En se fondant sur les propriétés que nous venons de rap-
peler, et par la seule considération d'une suite de quadrila-
tères inscrits dans les diverses circonférences de la figure, on
arrive à démontrer cette nouvelle et intéressante proposition :

Les centres des dix circonférences G circonscrites aux
dix triangles formés par les côtés d'un pentagone, pris
trois à trois, sont distribués quatre à quatre sur cinq cir-
conférences Ci, qui passent respectivement aux foyers des
cinq paraboles inscrites aux quadrilatères f ormes par les
côtés du pentagone pris quatre à quatre. Les circonfé-
rences Gj ont elles-mêmes leurs centres sur une circonfé-
rence a) et elles coupent toutes la circonférence 0, qui
contient les foyers des cinq paraboles, en un même point M,
situé sur la ligne des centres wO.

Lorsque deux côtés du pentagone sont parallèles entre eux,
on vérifie les particularités suivantes :

Trois des dix circonférences G ont leurs centres à l'infini et
se confondent respectivement avec les côtés non parallèles du
pentagone. Une quatrième circonférence G (celle qui contient
le sommet du pentagone par lequel ne passe aucun des deux
côtés parallèles) se confond avec la circonférence O des
foyers. Deux des circonférences Gt ont leurs centres à distance
finie et se coupent au point M sur la circonférence O. Les trois
autres ont leurs centres à l'infini et se réduisent à trois droites
qui partent des sommets du triangle formé par les côtés non
parallèles du pentagone et qui concourent au point M. La cir-
conférence to a son centre à l'infini et se réduit à une droite
perpendiculaire sur OM en son milieu.

On déduit immédiatement cette proposition restreinte :

Les côtés d'un triangle T, pris deux à deux, forment
avec deux transversales parallèles quelconques deux
groupes de trois triangles inscrits dans des circonférences
dont les centres sont les sommets de deux nouveaux trian-
gles t. Les triangles t sont homo logiques entre eux et ho-
mologiques à T, par rapport à un centre M, situé sur la
circonférence O circonscrite à T; ils sont, de plus, respec-
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tivement inscrits dans deux circonférences qui passent par
le centre d'homologie M et par le centre O.

Le point M est le foyer d'une parabole inscrite au triangle
donné et dont l'axe est perpendiculaire à la direction des trans-
versales.

Enfin, lorsque le pentagone a quatre côtés parallèles deux
à deux, c'est-à-dire lorsqu'il est formé d'un parallélogramme
écorné par une transversale quelconque, on a les résultats sui-
vants :

Quatre des dix circonférences G se confondent respective-
ment avec les quatre côtés parallèles deux à deux; deux autres
avec le cinquième côté isolé du pentagone. Les quatre der-
nières ont leurs centres à distance finie, et chacune d'elles est
tangente à deux des trois autres.

Quatre foyers sur cinq sont alignés sur le côté isolé du pen-
tagone, aux points de contact des quatre circonférences C, deux
à deux; le cinquième foyer, dépendant du sommet du penta-
gone, opposé au côté isolé est à l'infini, en sorte que le centre
de la circonférence O est aussi à l'infini.

La circonférence Ci, relative au dernier sommet considéré,
est tout entière à l'infini. Il en est de même du point de com-
mune intersection M et de la circonférence co tout entière.

Les quatre autres circonférences Ci ont leurs centres à l'in-
fini et se résolvent en quatre droites qui sont les côtés d'un
nouveau parallélogramme ayant même côté isolé que le paral-
lélogramme donné. En opérant sur ce parallélogramme comme
sur le précédent, et de même sur les suivants, on obtiendrait
une série de pentagones ayant un côté commun, et les quatre
autres côtés parallèles entre eux deux à deux. Dans chacun de
ces pentagones, l'angle opposé au côté isolé est double de ce
qu'il était dans le pentagone précédent et la limite de ces
figures pentagonales transformées est le côté isolé commun à
toutes.

Quand le pentagone donné est inscrit dans une circonfé-
rence 7T, l'axe radical AB des circonférences ir et d\ et l'axe
radical aobo des circonférences O et dt se coupent sur l'axe
radical RS des circonférences u et O ; BG et boco se coupent
pareillement sur RS et ainsi de suite. Donc :

Les côtés d'un pentagone A, inscrit dans une circonfé-
rence, sont coupés respectivement en cinq points d'une



même droite par les côtés correspondants du pentagone a0,
qui a pour sommets les foyers des paraboles inscrites aux
cinq quadrilatères formés par les côtés du pentagone A,
pris quatre à quatre.

Note. — MM. Lez et F. Pisani ont aussi résolu la question.

Question 1266.

Si, par le pôle de Vorthogénide

_I _1
p 3 = a 3 sin (— }w),

on mène une droite quelconque, les tangentes aux points
d'intersection de cette droite avec Vorthogénide forment
un triangle équilatéral. Trouver le lieu du centre de ce
triangle et l'enveloppe du cercle circonscrit, lorsque la
droite oscille autour du pôle. (E. LUCAS.)

SOLUTION.

Par M. E. FAUQUEMBERGUE.

La courbe, représentée par l'équation ci-dessus, est la caus-
tique par réflexion de la parabole, pour des rayons incidents
perpendiculaires à l'axe. MM. Barbier et Lucas en ont fait une
étude détaillée dans les Nouvelles Annales ('2e série, t. V,
p. 27 et suiv.).

Elle rentre dans une famille de courbes remarquables dont
l'équation est

pn= A sinTiw.

M. Haton de la Goupillière, qui a proposé de leur donner le
nom de spirales sinusoïdes, a résumé les nombreuses pro-
priétés de ces courbes dans un intéressant article, inséré dans
ee même Recueil (2e série, t. XV, p. 97 et suiv.).

Nous rappellerons les deux suivantes :
i° L'angle de la tangente avec le rayon vecteur est égal à

n fois l'inclinaison de ce dernier sur l'axe polaire;
a" L'angle des tangentes menées aux extrémités de deux

rayons vecteurs quelconques est égal à (/i-4-c) fois celui de
ces rayons.

On déduit immédiatement de là que, dans l'orthogénide, les
tangentes aux trois intersections par un même rayon focal
forment toujours un triangle équilaléral.
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La première de ces propriétés donne un moyen rapide d'écrire

les équations des trois tangentes. On peut aussi employer
l'équation générale de la tangente à la courbe dont l'équation

est mise sous la forme - = / ( w ) , savoir :

! = / (w)cos (Û — w ) 4 - / ' ( w ) s i n ( ü - w).

On observera que, pour une môme valeur de l'angle polaire,

les trois valeurs de - sont
P

En prenant pour axe des X l'axe polaire, on trouvera aisé-
ment, d'après les remarques précédentes, que les équations des
trois tangentes sont :

L K = X sin2(cp -h Ka)— Y cos 2(0-h K a)—acoséc2(cp-f- Ka) = o,

( K = 0 , 1 , 2 ) ,

où l'on a fait, pour abréger,

O) TU

3 = 0 et 3 = a .

Si Ton ne cherchait que le lieu du centre du triangle, le pro-
cédé le plus simple serait, peut-être, d'éliminer <p entre les
équations de deux bissectrices

L3—Lj = o et L 3 — L 2 = o .

Mais, comme nous aurons besoin de l'équation du cercle cir-
conscrit, nous allons la former.

Le triangle étant équilatéral, l'équation générale du cercle
circonscrit se simplifie et devient

U = \jX L2 -+- L2 L3 -+- L3 L! = o.

En vertu de l'identité

on peut remplacer l'équation précédente par celle-ci :

L\ -4- Lf -h L | - ( L , -f- L2 -f- L3)2 = o.
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Les calculs sont alors plus symétriques. Ils sont suffisamment
simples, parce que Ton a à opérer sur des lignes trigonomé-
triques d'angles en progression arithmétique.

Toutes réductions (J) faites, on trouve, pour l'équation du
cercle,

XM-Y2 — 8aXcotw-f-4aY(3cot2w -f-1)— 32a2 coséc*w = o,

ou, en désignant cotto par X et ordonnant,

(i) 4«(3Y —8a)X2—8«XX-f-X2-H(Y4-8a)(Y

Les équations du centre sont

X = 4aX et Y = —2a(3X»H-i).

L'élimination de X donne

Le lieu du centre est donc une parabole dont Taxe se confond
avec Taxe des Y.

Le paramètre variable X, entrant au second degré dans l'équa-
tion (i), on aura l'enveloppe du cercle en écrivant que l'équa-
tion a ses deux racines égales.

L'équation que l'on obtient ainsi peut se mettre sous la
forme

(Y—4a)(3X2+3Y2 + i6aY — 6 4 « 2 ) = o .

Elle se décompose en deux autres,

(') Les simplifications résultent des relations suivantes, qui sont
des conséquences de formules connues :

V sin2(cp -+- k<x)=£ cos2(0-h ka)= 0;

V cot(<p-*-£<*)= 3cot3cp; ^ c
k=o k=o

4 sincp sin(cp H- a) sin (9 + 2a) = sin3'f.
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et

— 64 a2 = o,
ou

Le cercle variable reste donc constamment tangent à la droite
y = 4«, parallèle à l'axe des X et à un cercle ayant son centre
sur l'axe des Y.

Nota. — M. Moret-Blanc a aussi résolu la question.

Question 1267.

On donne une circonférence dont le centre est O, et une
droite a. On a, sur cette droite, deux divisions homogra-
phiques, dont A et A' sont deux points correspondants. Par
A et A' on mène des tangentes à la circonférence; elles se
coupent en quatre points dont on demande le lieu géomé-
trique.

Construire la courbe dans le cas particulier où le pied
de la perpendiculaire abaissée du point O sur la droite a
est le point milieu des deux point doubles imaginaires des
divisions homo graphiques. Cas particulier où les divisions
sont en involution et ont leurs points doubles imaginaires.

(ED. DEWULF.)

SOLUTION

Par M. MORET-BLANC.

Soit D une droite quelconque. A chaque point A correspond
un point A', deux tangentes issues de A, qui coupent la droite
D en deux points mi, m2, et deux droites issues de A', qui la
coupent aux points /ij, n2.

En vertu du principe de correspondance, il y aura sur la
droite D quatre points de coïncidence d'un point m avec un
point /i, et, par conséquent, quatre points du lieu; ce lieu est
donc une courbe du quatrième ordre.

Si les divisions sont en involution, un point de coïncidence
se reproduira quand on permutera A et A' : les quatre points
de coïncidence se réduiront à deux, et le lieu sera une conique.

Soit OG la perpendiculaire abaissée du point O sur la droite a.
Si C est le point milieu des deux points doubles imaginaires
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des di\isions homographiques, G' le point de la seconde divi-
sion qui correspond au point C de la première et I le point de
la première qui correspond à l'infini de la seconde, on sait
qu'il existe sur OC, de part et d'autre du point G, un point P
tel que

CP = /CÏ7ÖG\

d'où l'on voit chaque segment AA' sous un angle constant.
Soit

CA.CA'-+-«(CA — CA')-4-c2 = o

la relation d'homographie, a el c étant des constantes don-
nées.

En faisant CA' = se, on a

Cl = a,

et en faisant CÀ = o, on a

CC' = - ,a
d'où

GP = c.

Lesdhisions homographiques seront déterminées par l'angle
constant GPG' tournant autour du point P. On facilitera la
constructionen décrivant une circonférence du point P comme
centre, sur laquelle il suffira de prendre un arc égal à celui
qui est intercepté par CPC' pour avoir les directions de PA
et PA'.

On voit que la ligne OG sera un axe de symétrie du lieu
cherché, de sorte que chaque couple de points A, A' donnera
huit points du lieu.

On obtiendra les points situés sur l'axe en plaçant l'angle
APA', de manière que PO sait sa bissectrice : on voit qu'il n'y
a sur l'axe que deux points réels.

Si, le point G étant le point milieu des deux points doubles
imaginaires, les divisions homographiques sont en involution,
les segments AA' seront vus du point P sous un angle droit;
le lieu cherché sera une conique dont OG sera un axe de sy-
métrie.

Nota. — La irtême question a été résolue par M, F. Pisani.



Question 1277.

Soient (G) et (Cj) deux courbes planes qu'une droite
mobile rencontre sous des angles constants \x et \L\. Pour
que ces deux courbes soient semblables, il faut qu'elles
soient deux spirales logarithmiques semblables par rapport
au point asymptotique, et tournées autour de ce point,
l'une relativement à l'autre, d'un angle égal à la diffé-
rence des angles de rencontre p. et \LX.

Remarquer le cas de deux courbes semblables, mais quel-
conques, tournées l'une relativement à l'autre d'un cer-
tain angle, autour du pôle de similitude.

Point de contact de la droite mobile avec son enveloppe,
dans les deux cas. (EDOUARD IIABICII.)

SOLUTION

Par M. MORET-BLANC.

Deu\ courbes semblables peuvent être considérées comme
résultant de deux courbes homothétiques, dont on a fait tour-
ner l'une d'elles d'un certain angle autour du pôle de similitude.

Gela posé, je suppose que le mouvement de la droite soit
déterminé par la condition de joindre deux points homologues.
Soient m et m\ deux de ces points et O le pôle de similitude :
le triangle /nOmi, ayant un angle constant compris entre deux
côtés proportionnels, reste toujours semblable à lui-même, et,
par conséquent, la droite mmx fait, avec les rayons vecteurs
O m, O m i, des angles constants dont la différence est mO/nj.
Si donc cette droite fait avec les tangentes en m et ni\ des
angles constants \JL et fii, l'angle de la tangente avec le rayon
vecteur sera aussi constant; d'ailleurs ces angles sont égaux par
suite de la similitude des courbes : donc les courbes sont deux
spirales logarithmiques semblables, dont Tune a tourné au-
tour du pôle asymptotique commun d'un angle égal à

Dans le cas de deux courbes semblables, mais quelconques,
les angles \L et ^ peuvent varier, mais leur différence reste
constante et égale à l'angle mOnii des rayons vecteurs homo-
logues :

i° II résulte de ce qui précède que l'enveloppe de la droite



mobile peut être considérée comme celle d'une droite passant
par les points m de la première courbe et faisant avec le rayon
vecteur O m un angle constant X. Soit

l'équation de la courbe lieu du point m. Appelons/) la lon-
gueur de la perpendiculaire abaissée du pôle sur mmt et a
l'angle qu'elle fait avec l'axe polaire, p et m les coordonnées
polaires d'un point de m/?it. On a

a = 0 — (- — l \ = 0 -+- X — - ,

p = /- sinX = p cos(a> — a ) = p sin(0 -j- X — w),
ou

(i) sinXƒ(())= p sin(0 -f- X — w) équat. de mm\,

et. en difterentiant par rapport à 0,

(•A) s inX/(0)= p cos(0 -+-X — o>).

0 étant connu, ces deux équations déterminent les coordonnées
p et a) du point de contact de la droite mm^ avec son enve-
loppe.

Dans le cas où les courbes semblables sont des spirales loga-
rithmiques, on a

r = aet:^,

sin X. aem^ = p sin ( 6 -f- X — w ),

sin X. maem^ = p cos( 0 -h X — w ),

d'où l'on tire

tang(ô H- X — iû)= — = tangv (v angle de la spirale),

a) — 0 = X — v (valeur constante),

p = v/i -H m* ae"&.

Ces deux formules montrent que l'enveloppe est une spirale
logarithmique semblable aux proposées.

Question 1287.

Soient À et B les extrémités de deux rayons conjugués
variables d'une ellipse ; trouver l'enveloppe des cercles dé-
crits sur -\B comme diamètre. ( BARBARIN.)



SOLUTION

Par M. MORET-BLANH.

Soient

«2 ^ &2 -

l'équation de l'ellipse, # cosep et 6 sincp les coordonnées du
point A, — a sincp et b cos o celles du point B.

L'équation de la circonférence décrite sur AB comme dia-
mètre sera

b(coso H- ̂ in

a2 (cosep -+- sincp)2 b2( cosep — <;inep)2

ou, en développant et réduisant,

j T- -+- y- — ( ax H- ^ / ) c o s o H- ( #a? — /> v ) sin c

(4)

(1) ,

( —(a2— b2) sincp cosep = c2 sincp cosep.

On obtiendra l'équation de l'enveloppe en éliminant l'angle ep
entre cette équation et sa dérivée par rapport à cp,

(2) (ax -h by) sincp -\-(ax — by) cosep == c"2(i — 2 sin2ep),

au moyen de la relation

(3) sin2ep -+- cos2cp = 1.

Si l'on tire de l'équation (1) la valeur de cosep pour la repor-
ter dans les équations (2) et (3), il vient, après une première
réduction,

) 2 c1 sin3 9 -f- 3 c2 (a x -h by) sin2 cp -t- 2 (a2 x2-{- b2 y2 ) sin 9-4-(57* -h y2) (ax-\-b y)
— c2(ax-\-by)

— 3 c2 (ax-hby) —2(ax-\-by)2

Si, pour abréger l 'écri ture, on représente ces équations par

A sin3cp -i- B sin2cp -h G sincp -4- D = <>,

V' sin3o -f- B' s in 2 s -f- G' ^in o ~\~ D' =•= o.
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l'équation résultante, mise sous forme de déterminant, sera

AB'—BA' AC' — CÀ' AD —DA' - o,

AC— CA' (BC— CB')-+-(AD'— DA') BD' — DB'

A D ' - D A ' BD—DB' CD'— DC'

équation du douzième degré.

Question 1309.

On donne deux coniques A, B et un point S dans un plan.
Par ce dernier on tire une droite quelconque et Vonprend
son pôle a par rapport à la conique A. On joint Sa et
Von prend son pôle b par rapport à B; on tire S b et
l'on prend son pôle ai par rapport à A, et ainsi de suite
indéfiniment.

Démontrer que :
i° Quatre droites consécutives quelconques des faisceaux

S, a, aly a2, . . . et S, 6, 61; b2, . . . ont des rapports anhar-
moniques constants ;

i° Donner Vexpression d'un de ces rapports;
3° Si ce procédé est épuisé à la cinquième ligne, en dyau-

tres termes, si S&i coïncide avec la première ligne arbi-
traire issue de S, les quatre tangentes menées par S aux
deux coniques forment un faisceau harmonique.

G, DE POLIGNAC.

SOLUTION

P a r M. CAMILLE DE POLIGNAC.

Soient

e, e' les points de contact des tangentes à la conique A par le
point S ;

ƒ, f' les points où les tangentes à B par S rencontrent ee'';
P le point de rencontre de S6 avec la même ligne, (b, pôle de

Sa, d'après l'énoncé, a et ai sont situés sur ee'.)

Comptons toutes les distances à partir de O, point milieu
de ee', et posons, pour abréger,

a = x, Oat=xu Op = p, Oe = e, O / - / , . . . .

Désignant par des parenthèses le rapport anharmonique,
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on a

(0
2) ($alee')= — i.

On tire de (i)

p— x f—x f'—xJ

ou réduisant

2 par—(ƒ-+-ƒ')(a?-+- P)-+-2/f '= o.
Posant

(ix — p) p = px — iq2
y

on tire de (2)

Éliminant p entre les deux dernières équations, il vient

(2 a? —p)e2 = (px — iq2)xi

(3) ou

p xXi — 2 e2 x — 2 q2 Xi -+- pe2 = 0 .

Cette dernière relation est une relation homographique entre
deux points consécutifs de la série a, a4, a2, . . . . Donc, le rap-
port anharmonique de quatre quelconques de ces points, soit
x, Xi, x2i a?3, est égal au rapport anharmonique des quatre
conjugués

en d'autres termes, le rapport anharmonique de quatre points
consécutifs a, au a2, az est constant. Ce qui démontre la pre-
mière proposition de l'énoncé.

Passons à la troisième :
Écrivons l'équation (3) plus généralement

(4) pxx'—ie2x—iq2x'-^r pe2 = o.

Si la construction est épuisée à la cinquième ligne, le point
a2 coïncide avec a, c'est-à-dire que x2 = x. Donc, si, dans (4),
on remplace x par xly on en tirera x' = x. Autrement

p \X — ie2x\ — 2q2x -+-pe2 = o.

Comparant avec (3 ) , on voit que l'équation (4 ) exprime l'invo-
lution, d'où il résulte immédiatement

e*=q2
y c'est-à-dire e*=ff\
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en d'autres termes, les quatre tangentes issues de S forment un
faisceau harmonique.

Rapport anharmonique de quatre points consécutifs. —
L'équation (3) peut s'écrire plus généralement

7 i bx — daxxx — b x — cx\ -+- d = o, xt = ,
ax — c

ou, introduisant une variable symbolique y,

t = bx— dy, x2 = bxi — dyi, . . . ,
(4)

y = ax — cy, y2 = axt— cyu

Le rapport anharmonique à exprimer sera

(xyx){x2yz)
y

où les parenthèses représentent des déterminants.
On tire des équations (4)

) = ax*— (b-Jrc)xy-\- dy*,

et Ton en tirerait
(xy2) = (xyx)(b —c),

attendu que (xy2) s'annule, soit dans le cas où tous les points
coïncident x = Xi = x2 = .. . , soit si x2 = x, auquel cas l'équa-
tion (3) doit être une relation d'involution comme il a été re-
marqué plus haut; en d'autres termes, b = c.

On a donc

(xy2) b —

et l'on aurait de même

D'autre part, les équations (4) donnent directement

= (ad—bc)(xyi),
d'où

= (ad— bc)(xty2) = (ad —

Il s'ensuit
= (b — c)(ad—bc)(xyi)y
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d'où

(xiy3) b — c

Par suite, le rapport anharmonique de quatre points consécu-
tifs est

ad— bc

c'est-à-dire

d'après l'équation (3).

Note. — La même question a été résolue par M. Moret-Blanc.

Question 1319.

Soient A, B, G, D et a, b, c, d, e, f les aires des faces et
les longueurs des arêtes d'un tétraèdre donné; V son vo-
lume; M un point d'une surface du second ordre circon-
scrite à ce tétraèdre, et telle que le plan tangent à cette
surface en chacun des sommets du tétraèdre soit parallèle
à la face opposée; a, (3, Y ^es demi-axes de la surface; v,
v', v"y v'" les volumes des tétraèdres ayant respectivement
pour bases les faces du tétraèdre donné et pour sommet le
point M : on a les relations

a» P2 -f-152y2 -+- v2 a2 _ _?_ ( A2 + B2 -+- G2 — D2 ),

a2P2Y2 = JLyiv*. ( G E N T Y ) .

SOLUTION

Par M. A. LEINEKUGEL.

Prenons pour axes les arêtes DA, DB, DG du tétraèdre;
soient a, b, c leurs longueurs et d, e, f les longueurs des trois
autres arêtes BG, AG et AB.

L'équation générale des surfaces circonscrites au tétraèdre
est

B"xy
— kax — K'by — A"cz = o.
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Les plans tangents en A, B, G ont pour équations

(x — a ) A a + / ( 2 B " a — k'b)-+- z(i"B'a — A"c) = o,

x(iWb — À a ) + ( / - b)k'b-±-z(iBb — X" c) = o,

x(iB' c — A a ) + / ( a B c — A' b)-+-(z — c)A"c = o;

d'où, d'après l'énoncé, les si\ relations

î B ' f l - V b == o, 2B& — A"c = o,

î B ' a — X" c — o, Î B ' C — Àc = o,

2B"6 — Va = 0 , 2Bc — k'b = 0 .

On en déduit

B " a ^ B c , B'a = B6, B"6 = B'c
ou

B B' B" .
— -= —- = — = A,
a o c

et, en reportant ces valeurs dans les équations précédentes,
on obtient

bc ,. . , «c , ... ab .
A = 2 — X, A' = 1 — X, A" = 2 — X.

Le plan tangent à l'origine a pour équation

kax -+- \' by 4- k"cz =0,

ou, en remplaçant A a, A'6 et A"c par leurs \aleurs précé-
dentes et divisant par abc,

x y z
h -f -+- - = o.

a b c

Cette condition est donc une conséquence des autres et l'on
trou\e comme surface répondant à la question

bc ac ab
— x1 4- — y- -\ z*
a b J c

H- ayz -r- bxz -+- c xy — bcx — &cy — abz = o,

ou, en dhisant par abc,
. x~ y2 z2 yz xz xy x y z

a 2 o2 c2 6c a c ab a b c
Désignons par c, v\ v'\ vm les \o lumes des tétraèdres MABD*

4



AJADG, MDBC,.MABC et soient H le pied de la perpendiculaire
abaissée du point M sur le plan des xy, P et p les points où
la parallèle menée par le point M à DG rencontre les plans
ABC et ABD.

On a
v = {OA.OBsinAOB.MPsinMPH,

ou, en désignant par A le sinus du triédre formé par les trois
arêtes DA, DB et DG du tétraèdre.

De incmo

v'^-.lacyl,

v" = I bcx A,

V ^ 1 abc A

cl
v" = J de.Np.M,

en désignant par A' le sinus du trièdre formé par les trois
arêtes du tétraèdre qui aboutissent au sommet G; si Ton re-
marque que

de S! = ab A,
il vient

On a

par suite

v" — J

O \a z e /

Si Ton remplace c, v', v"y v'", V par ces \aleurs dans la relation
qu'il s'agit d'établir, et si l'on divise ensuite les*deu\ membres

a2£2c2A2 m

par J on obtient
r j6

et, en développant, on retrouve l'équation (i) de la surface.
Prenons l'équation de la surface sous cette seconde forme:

non* en dédui^on*, pour déterminer le centre, les trois équa-



IX

a
x
a
x
a

hi -
iy

~~b '

y
b

_̂ _
c
z

4 - —
c

1Z
\

c

I

= I .

= i ;

d'où, pour les coordonnées du centre,

a b

Transportons l'origine des coordonnées au centre, l'équation
e la surface devient

('-5V
l h

bc

ab a b c

ou, en dé\eloppant et après quelques simplifications,

x2 y2 z- yz xz xy 3
a1 b1 c2 bc ac ab

L'équation d'une sphère concentrique est

x2 y2 z* 'y yz

?» p2 cosX

8

ixz ixy
cosu H — cosv =

P 2
2 P 2 P 2

on en déduit, comme on le sait, pour l'équation qui donne les
carrés des longueurs des demi-axes de la surface, en posant

3 _ i
8o2 ~" R '

I

al

lab

'iac

i

R
cosv

R
cos u.

R

i

lab

i

Abc

cosv
R

i

R
coO

R

t
iac

>bc

C 2

C O * [1

R

cosX
R

i

R



ou, en multipliant tous les éléments par R.

R

R
iab

R

-lac

— i

- cosv

- COS|JL

R
iab

R
è2

R
ibc

- cosv

— I

- cosX

R
•i ac

R
'ibc

R

c*

- C O S [JL

- COS À

— I

= o,

et, développant suivant les éléments de la première rangée,

R \ / R
___ — l

R

- cosX

R

lac

( —— — cos A
\'2 OC

Pi ~~ \ ~> ~~ * M T ~~ c o s v )
r / \c* ] \-iab /

R
'iab — cosv = o

— R2

R3

R3

R3

7 a ~ l ~ -. / ï

R2

R2

R2

Rcos2asi—
R cos2 v

— COS (JL

R

o R2 . RcosX
-i- cos2 A -! j— cos A — —-7a'2 bc bc

R2 RCOSUL
1 j— C O S UL -

ab2 c k ac
R2 Rcosv

- . a cosv — ab

R3
R2 /cos A cos a COSVN

— — ( — H -ir H •
'2 aoc \ a o c_ /cosXcoso. cos u. cosv cos X cosv \ .

R ( j—-—i ~r ! — —2 cos A cos ut cosv = o?

V ab bc ac J r- ?

plifiant,

R2 I" 3 / i i i \

R3

' * f /COSA

in 2 UL s in 2 v

COS

cF)]
cosX cos IJL cosv

a~b~\ a 2 62 c2 6c ac
COSXCOSJJL cos p. cosv cosX cosv

ab bc ac

A ayant la même signification que prrcrdeniment.

— A2 = o,



De cette équation on déduit, pour la somme des racines,

R1-4-R2+R3
= y[3(a-n- b2 H- c2)— 1 bc cos X —aac cos jx — %ab cosv],

ou, comme
d2 = b2-+- c2— ibc cosX,
e2 = c2-+-a2— lac cos fi.,

ƒ2 = a2_(_&2 — .2 a£ cosv,

la relation précédente devient, en remarquant que Rj = -* a2,

On a, pour la somme de= produits des racines deux à deux,

R1R3
= b-c2 sin2 X 4- a'1 c2 sin2 fi -+- a2 b2 sin2 v

-+- b2c2 sin2 X H- 1 a2bc(cos\x cosv — cos X)
-f- a2c2 sin2 p. + ib2ac(cosv cosX — cos{x)
-h a2&2 sin2v -h 2O2a6(cosXcos[i. — cosv).

Or on a (DOSTOR, Théorie des déterminants, p. 258)

4 D2 = 62e2 sin2 X -f- ia2bc(cos \L COSV — cosX)
H- <22c2 sin2[JL H- ib2ac(cosv cosX — cosfx)
-h a2&2 sin2v -+- 2c2aô(cosXcos[Ji— cosv),

et la relation précédente devient

R1R2-4-R2R2-t-R1R3=4(A2-4-B2-t-G2-f-D2),

c'est-à-dire

a2p2_!_ p*ys-+- «2Ya = Ii-( A2-t- B2-4- G2-f- D2).

Le produit des racines est

Si l'on remarque que

a 2#2 c 2 A2 = 36 V2,

il vient, en remplaçant,

Note. — La même question a été résolue par M. Moret-Blanc.
5*



Question 1351.

Deux circonférences et un point A étant donnés, mener
par ce point une sécante telle que la différence des cordes
interceptées soit égale à d.

Indiquer les cas d'impossibilité suivant la position du
point A. (LEZ. )

SOLUTION

Par M. MORET-BLANC.

Si, du point A, on mène les tangentes aux deux circonfé-
rences, deux de ces tangentes formeront l'angle où doivent être
situées les sécantes issues de A qui rencontrent à la fois les
deux circonférences. Si les angles formés par les tangentes
menées de A à chaque circonférence sont extérieurs l'un à
l'autre; en d'autres termes, si le point A se trouve dans l'un
des angles formés parles tangentes intérieures communes ne
renfermant aucune des circonférences, et hors de l'angle des
tangentes extérieures communes, il est évident qu'aucune sé-
cante partant de A ne pourra rencontrer à la fois les deux cir-
conférences, et que, par suite, le problème n'a pas de solu-
tion.

Ce cas écarté, déterminons l'angle limite, et menons dans
cet angle une sécante ABCB'C', qui rencontre la première cir-
conférence aux points B et G, et la seconde aux points B' et G';
prenons sur cette sécante CD = CD' = d, et à partir du point
B, BM = B'G'.

En faisant varier la sécante, les suites des points D et D'for-
meront deux branches de courbes, ou une conchoïde du cercle;
la suite des points M formera une autre courbe dont les inter-
sections avec les branches de la première étant jointes au
point A donneront les sécantes satisfaisant à la question.

Ges deux courbes se construisent rapidement par points et
font connaître le nombre des solutions.

Question 1372.

On donne à un plan P un mouvement infiniment petit sur
lui-même ; son centre instantané de rotation O et son cercle



des centres G sont déterminés. Désignons par t la tangente
en O à G.

Considérons une figure F dans le plan P; le lieu géomé-
trique cp des centres de courbure des points de P', ainsi que
les figures F' et cp', symétriques respectivement, par rap-
port à t, des figures Fef cp.

La figure F' est le lieu géométrique des centres de cour-
bure des points de la figure o'. ( DEWULF. )

SOLUTION

Par M. MORET-BLANC.

On sait que le mouvement d'une figure plane dans son plan
peut être produit par le roulement d'une courbe liée à la figure
mobile sur une courbe du plan fixe, et, quand le mouvement
est infiniment petit, les deux courbes peuvent être remplacées
par leurs cercles osculateurs au point de contact.

Soient R et R' les rayons de ces deux cercles, qui se tou-
chent en O et y ont pour tangente commune la tangente t au
cercle des centres.

Soient

A un point quelconque de la figure F,
a le centre de courbure de sa trajectoire,
a' le symétrique de a par rapport à t,
et A' le centre de courbure de la trajectoire du point A'. Les

points A, O, a sont en ligne droite, ainsi que les points oc',
O, A'.

Les deu\ droites Oa, Oa' sont égales et font avec la tan-
gente t un même angle w.

Gela posé, on a, par le théorème de Savary,

1 l — ( l ! \ '
SA + Ôa ~ \R + R7/ sTnV

O a ' ^ O A ' l̂ R R 7 sino>'
d'où

i i _ i i

ÖA^ Ui ~Ö7+ÖX''

et, puisque Oa' — Oa, il en reste OA'= OA.
Le* droite* OA', OA étant égale* ft également inclinées



sur t, le point A' est le symétrique du point A par rapport à t ;
et comme A est un point quelconque de la figure F, le théo-
rème est démontré.

Question 1382.

On donne un triangle et la circonférence qui lui est cir-
conscrite. Tangentiellement en m à cette circonférence, on
décrit une conique tangente aux trois côtés du triangle
donné. Soit \x le centre de courbure de cette conique cor-
respondant au point m : on demande le lieu du point [x
lorsque m décrit la circonférence donnée. (MANNHEIM.)

SOLUTION

Par M. MORET-BLANC.

Je prends le centre de la circonférence pour origine des
coordonnées rectangulaires. Soient R le rayon de cette circon-
férence, 0 bangle de O m avec l'axe OX, et

a = x cosa -+- y sina — R cosA — o,

P — x cos p -H y sïn p — R cos B — a,
Y = x cosy-T-y siny — R cos C = o

les équations des trois côtés BC, CA, AB du triangle; alt pi,Yi
les résultats de la substitution des coordonnées du point m à
x et y dans les expressions de a, p, y, de sorte que

aj = R [cos ( 0 — a ) — cos A ],

p, = R[cos(0 — p) — cosBl,

Yi = Rfcos(8 — Y; - cosC].

L'équation générale des coniques inscrites au triangle ABC
est

(i) \JiT. H- s/m§ -

avec la condition

qui exprime que la conique passe par le point m.
Chaque .radical doit avoir le même signe dans les deux

équations.
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Le coefficient angulaire de la tangente en m est

y/7 cos a y/m cos p yAicosY

dy\ _ fat v^Pï v/yï _ co.sO

Ûl sj Uni'

d'où

L sin(0 — p) \/nsin(ü — •

Éliminant \/7, y/m, / w entre ces trois équations, on a celle
de la conique satisfaisant aux conditions du problème,

sin(e — q) sin(8 — P) sin(6

fa
ou, en développant et multipliant par y/a7

(4) -t- /pip[Yi sin(6— a) — OLX sin(0 — Y)]
s in (ô— p ) — P! sin(8 — a)] = o.

Je suppose, pour fixer les idées, que l'axe Ox soit dirigé de
telle sorte que l'on ait

a— p = i8o°— C,

P — Y— i8o°—A,

Y — a = — i8o°— B,

sin(a—P) = sinC, cos(a — p ) = — cosC,

sin(P — Y) = s*n^^ cos(P — Y) = — c o s A ,

sin (Y — a) = sinB, cos (Y — a) = — cosB.

Posons, pour abréger,

L = Pi sin(0 — Y) — Yisin(Ô — P)
= R[sinA — cosBsin(6 —Y) + cosGsin(0 — p)],

M = Yi sin(6 — a)— at sin(6 — Y)
= R[sinB — cos G sin(0 — a) -H cos A sin (6 — Y)J?

N = a1sin(6 —P) — Pi sin(B — a)
= RfsinC — cosAsin([B — P)-h cosB sin(B — a)].

d'où



L'équation de la conique sera

L / i j y/o" -f- M v/pT /P •+- N / ï î / T = °-
On on déduit

L / a , cos a M / ^ cos 3 ]\ / y , c o s Y

dy v^ v/f /y
My/j^sinS \ /yi s '

puis, pour Je point //i en ayant égard à ce que, en ce point,
dy cos 8
-7— = :—r> a = ai . . . , et iaisant Quelques autres reduc-
dx sinO ' 1 1tions,

/ d 2 y \ _ LMN(a, sinA-4-(Bj s inB-}-y! s inC)
\dx2/1 ~~ sinÔ <*! ̂ l^l(L s i n a n - iVl sin (3 -h N sin y

Appelant \ et rj les coordonnées du point p., on a

a i Pi Yi( ' J s * n a -^ ^ s ' n P ~̂ " N sin y) 2

~~ LMN sin 8 (ai sin A H- Pi sinB — Yi sin G) '

cos 8 ( L sin a -h M sin p -h j \ sin Y )2

~~ LM1N sin2 8 ( a} sin A -f- pi sin B -+- yi sin G )

Remplaçant rt par ps in8 ou Ç par pcosS, l'une quelconque
des deux équations représentera le lieu en coordonnées po-
laires,

o a t Pi Yi(L sina-T-M sinp-4-N s iny) 2

|J ~ ~r~ LMM sin2 8 (ai sin A H- pi sinB -+- yi sin G)

où L, M, ?N, a b p!, Yi s o n t <^es fonctions de 8 définies précé-
demment.

Lorsque 8 — o; on a

L sin a -+- M sin p s - N sin y = o ;

les valeurs de ;, r, et p se présentent sous une forme indéter-



minée; mais on peut réduire les valeurs de £, rt et p précédem-
ment trouvées, et alors l'indétermination disparaît.

On a

L sin a -4- M sin (3 -H N sin y
= R(sin]A cos À -+- sinB cosB -4- sin G cos G) sin 6
= 2R sin A sinB sin G sin 6,

ai sin A -+- j3t sinB -f- yi sinC = — 2R sinA sin B sin G,

et les expressions trouvées se réduisent à

7, = RsinO —sRsinAsinB sinCsinö ^~~ y
LMN

$ = RcosO —sRsinAsinBsinCcosÔ *' jT1^1 ,

p = R — 9. R sin A sin B sin C " / f o j 1

Gette dernière équation est celle de la courbe en coordon-
nées polaires.

Il est à remarquer que, lorsque l'un des facteurs du dénomi-
nateur s'annule, deux facteurs du numérateur s'annulent aussi.

Ainsi L s'annule pour 6 — y = C et 6 — fi = — B, valeurs dont
Tune annule -^ et l'autre p1} et qui donnent la direction OA.
De même M et aI? yt s'annulent pour la direction OB; N et
al5 Pi s'annulent pour la direction OC.

Soient A', B', G' les points où OA, OB, OG rencontrent les
côtés opposés. Lorsque le point m ' coïncide avec A, par
exemple, la conique est l'ellipse ou l'hyperbole infiniment
aplatie dont les sommets sont A et A'; en A Je rayon de cour-
bure est nul, et le point p. coïncide avec le point A. De même,
lorsque le point m est en B ou en G, le point (x coïncide aussi
avec B ou G. On voit d'ailleurs que, si le point m est très voi-
sin de l'un des sommets, il en est de même du point JJL.

La courbe lieu des points [JL passe donc par les trois sommets
du triangle ABC.

Même question.

Extrait d'une lettre de M. MANNIIEIM.

En parcourant l'utile Recueil de problèmes de Géométrie
analytique de M. Laisant, j'ai vu que la question 1382 que
j'ai proposée en 1882 dans les Nouvelles Annales n'avait pas
été résolue. J'en apporte alors la solution; elle est basée sur



l'emploi de deux formules que j 'ai données dans les Comptes
rendus en 1875. Ces formules conduisent à un théorème dont
j'ai voulu provoquer la découverte en proposant la ques-
tion 1382; on n'a pas trouvé ce théorème. Il était devenu facile
à obtenir puisqu'il suffit pour cela d'appliquer aux coniques
un intéressant théorème que M. Jamet a fait connaître en 1887
dans les Annales de l'École Normale et qui concerne les
courbes triangulaires. M. Fouret, dans le Bulletin de la
Société Mathématique de France pour 1892, a également
démontré le théorème de M. Jamet.

Voici ma solution, déjà ancienne comme on voit :

Prenons un quadrilatère convexe a, b, c, e. Soient s le point
de rencontre des côtés ae, bc et m un point sur ab. Menons
les droites me, me, o n a f 1 )

1 1 __ 1 / r 1

ma mb 2p \ t ang6mc tangamey

en appelant p le rayon de courbure en m de la conique qui
passe par les points s, c, e et qui est tangente en m à ab.

On a aussi (2)

T 1 1 f 1 1 \
_ 1 . _____ / I \

ma mb *2p'\ tangô/nc tangame/
en appelant p' le rayon de courbure en m de la conique tan-
gente aux côtés du triangle sce et qui est tangente en m à ab.
Il résulte de ces deux relations que p' = 4p, les coniques étant
en m tournées de la même manière; on peut donc dire : Deux
coniques sont tangentes en leur point m; l'une passe par
les sommets d'un triangle donné, l'autre touche les côtés
de ce triangle : le rayon de courbure de celle-ci pour le
point m est égal à quatre fois le rayon de courbure de
Vautre au même point m (3).

Ce théorème donne lieu à des cas particuliers. Par exemple,

(• ) Voir Principes et développements de Géométrie cinématique,
p. 342 et 578.

(*) Jbid., p. 342.
(*) Réciproquement : Si en un point deux coniques Cif Ca, tan-

gentes et tournées de la même manière, ont leurs rayons de cour-
bure dans le rapport de un à quatre, on peut inscrire à Ct des
triangles qui soient circonscrits à Ga.



si l'on suppose que Tune des coniques soit le cercle circonscrit
au triangle donné, ses rayons de courbure sont égaux ; donc
les rayons de courbure des coniques tangentes aux côtés de ce
triangle et à ce cercle, pour leurs points de contact avec ce
cercle, sont aussi égaux; par suite on conclut que :

Le lieu demandé est un cercle concentrique au cercle
circonscrit au triangle donné.

On peut ajouter, d'après ce qui précède, que le rayon de ce
cercle est égal à trois fois le rayon du cercle circonscrit.

Question 1563.

En chacun des points d'un ellipsoïde, on mène le plan
tangent. On projette sur ce plan le diamètre issu du point
de contact. Démontrer que ces projections, déjà tangentes
à Vellipsoïde, sont tangentes, en outre, à une autre sur-
face. (MANNHEIM.)

SOLUTION ET GENERALISATION

Par M. J. FRANEL.

Nous voulons montrer que cette propriété, loin d'être par-
ticulière à l'ellipsoïde, est vraie pour une surface quelconque.
Soit O un point fixe arbitraire; en chaque point P de la sur-
face considérée on mène le plan tangent et Ton projette le
rayon vecteur OP sur ce plan. Je dis que ces projections, déjà
tangentes à la surface donnée, sont tangentes, en outre, aune
autre surface. Prenons le point fixe O pour origine des coor-
données et soit, par rapport à un système d'axes rectangu-
laires, ƒ (x ,y , z) = o, l'équation de la surface proposée.

Si l'on désigne par x, y, z les coordonnées du point P, la
projection /' du rayon vecteur OP sur le plan tangent à la sur-
face au point P sera représentée par les équations

('2) LX-rMY-rNZ =O = U,
6*



où l'on fait, pour abréger,

df àf .. df df _. df df
J àz Oy ' dx dz dy J dx

Un plan quelconque passant par la droite V aura une équa-
tion de la forme

( 3 ) u -+• XT = o.

Si Ton prend pour X une fonction déterminée de x, y, z, ce
plan, quand le point P se déplace sur la surface donnée, aura
une certaine enveloppe. Proposons-nous de déterminer X de
telle sorte que le point P', où ce plan touche son enveloppe,
soit situé sur la droite /'.

Il est évident que le lieu du point P' sera une surface jouis-
sant de la propriété indiquée dans notre énoncé.

Or les coordonnées X, Y, Z du point P' s'obtiennent, comme
on sait, en résolvant le système d'équations

du
dx ~

du

ày "
du
dz

f-X

*~ v

. \
T~ A

U -+-

dT
d;r "

dT

~ ^ H

A l — 0 ,

T- —— 1 =

àl
ày

-d±T-
dz

df
9dx

oÔf?ày

9 dz

où p désigne une inconnue auxiliaire. Mais ces coordonnées
doivent, par hypothèse, satisfaire aux deux équations

u = o, T = o.

On aura donc à déterminer X, de telle sorte que les cinq équa-
tions

* au . dT df
u — o T — o, ( -A— = p - f - ,

dx dx r dx
du . dT df du dT df
y dy dy dz dz dz

admettent une solution commune en X, Y, Z et p. L'élimina-
tion de ces quatre quantités nous donne la condition cherchée



sous la forme

o =

àL
âx '

àL

ày
àL

àz

De l'identité

on tiie

suivante .

-H X

4— \
T~ A

1 , ^

L

àf
àr

ù*f
àx*

à2f
âx ày

à\f
àr âz

àM
~âx

àM

ày
àM
àz

. )
—r̂  A

-f- À

. )
"T" A

M

àf
ày

à2f
àx ây

à2 f
ày-
à\f

ây àz

àr

ày

àz

Lx -H

àL

àx

àL

+-y

^"^ A

—H A

N

àf
àz

My

àM
àx "*
àM

à2f
àx àz

à2f
ày àz

à2f
dz*

4- N z = o,

_d\ __
~Z àv ~~

à^

->é('
ày

—
àz

SA
àx

àf

ày

àfx^~ +rf- •
àx J ày

âx ày

àf

ày
àL àM à\ AT

X hK-r h ^ - r - = — N.
àz J àz àz

àz

àz

àx

ày
dA
àz

Si donc on ajoute au\ éléments de la quatrième colonne les éléments correspondants des colonnes restantes,
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après les avoir multipliés respectivement par x, y, s, À, il
viendra :

dL
dx

dL
dy

dL
dz

\ à1 f
~irk dx*

\ à<lf
l ' A * " -

dx dy
à1 f

dx dz

L

àf
dx

dM
dx

dM
dy
dM
dz

-h X

-J- \

M
df
dv

d*f
dx dy
à*f
ày1

à2/
dy dz

dx

dN

ày
dN
dz

^ à* f
dx dz

"dyd*

. à* f

N

àf
ai

M

N

o

àf
dx

àf
ày
àf
dz

équation du premier degré par rapport à X. X étant ainsi dé-
terminé, les cinq équations précédentes seront compatibles : on
pourra de quatre d'entre elles tirer les valeurs de X, Y, Z et p.
En particulier, si la surface donnée est algébrique, on voit que
les coordonnées X, Y, Z du point P' seront des fonctions ra-
tionnelles des coordonnées du point P.

Si l'on introduit les deux quantités

Kssxi+yL^aL, g
dx J dy dz

il viendra

dy dx dz

dz dy dx

dx dz dy J

et si l'on fait, pour abréger,

dx ày dz dx dy dz

on pourra finalement mettre l'équation en X sous la forme

-t- X 3 — ( / ,S) -RS fl3S-h(/, R)1H-S*3R! = o.
( '2 Y.1 1 J
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QUESTIONS PROPOSÉES.

1686. Résoudre les m—i équations à m— i inconnues,

-h. . .-+• Xn_, xn-.x H- Xw,

I

m

et montrer que les inconnues x1, . . . , xn-i sont les racines,
autres que zéro et un, de l'équation

(LUCIEN LÉVV.)

1687. On sait que l'équation

d"xn(x—
àxn

peut s écrire

I

'2

I

n
i

i

i

3

i

n -+-1
X

i

4 ' "

x- ...

71

\

n -+-1

i

m
xn

démontrer que l'équation
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peut de même s'écrire

i i

!
3. / !

i

37]

- h r)

De m ê m e l ' é q u a t i o n

peut s'écrire

(71 +

I

i)(n

i

\

• -+ -3 )

( 'i n — i ) i n

(AI—k-x- \ ) (n—k-hi)— ( 'xn— '>k- \ -1 )

A? ( n -+- i ) — ( a /? —

F

(/2-h/fj(/2 -f-/i' ~ I). . .2 Al

(LUCIEN LÉVY.)

1H8S. Klanl données lc^ équations simultanées

( A )

( B )

x cos X -f- y cos ut -h <c cos v = o,

x cosX'-4-jr cos p.'-(- z cosv' = o,

u cosX -h w' cosX' — o,

IL COS [JL -+- II' COS [J.' = O,

U COSV -f- W.' COSV' r^r O,

,d^\th , , d? .
où l'on a pose u — /??—, ?/ — m —j-; de et as sont les aires
des parallélogrammes construits sur /* et ds, r' et ds'; öfc et
«'/s' sont les différentielles des arcs des trajectoires décrites
dans l'espace par les corps m et m' dans le temps dt\ enfin,
X, JJL, v, X', JA\ v' sont les angles des normales aux plans de ces
parallélogrammes. On demande de déduire de ces équations
les propositions suivantes rencontrées successivement par La-
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place (*) et par Jacobi (2) : i° L'intersection des deux plans
(A) est constamment située dans le plan des xy qu'elle décrit;
2° ce dernier plan est toujours compris entre les deux
plans (A). (ESCARY.)

1689. Conclure des mêmes équations les résultats suivants :

o , _ m t / j s in (v + v') _ m' dj sin ( y -h v ')

a s inv ' a sin v

2° a'1 = u2 -f- u'2 -h •> uu' cos( v -h v' ).

3° Le plan des deux normales menées par l'origine au\ plan*
( A ) contient l'axe des z.

\° L'équation
m di sinv = m' d?' sin v',

où m di et ni' d?' sont des moments, exprime que le plan des
xy est un lieu géométrique d'axes instantanés de rotation, et
que, par suite, ce plan est un cône de Poinsot, lequel est de
révolution et a pour cône supplémentaire l'axe des z.

1G90.' En d é s i g n a n t pa r 'b ia l ong i tude du plan des deux no r -

ma les (X, fx, v ), ( À', JJL', V 1 ) , qui pi \ o te a u t o u r <le l 'axe <les 3, dé-

m o n t r e r que l'on a

cos A cos'l CO^A' COS-V COSX COS À'

CO^IJ. sin <l cos a ' sin'Jy' c o ^ a c«i^ p.'

( Esc Y m.)

lb'91. Conclure de ces équations •!/ —- 'l -J- T. { Laplace ), et \<r^
deux intégrales suivantes

tang2 0 cos -ià = 1>2, tang"20' cosv> (V = D'2,

où 6 et 0' sont les angles que font les ra\ 011s vecteurs /• et r'
avec l'axe des z, D et D', des consiant<^s arbitraire».

[ EsCYRl . )

•92. En posjint — - -*— = i /
\7cos-i6 I

. (>ïlù
• •> démonlrer les for-

(r) Mécanique céleste, Li\rp II, n° hi .
( ' ) Comptes rendus, t. \Y. p. y')6.
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mules suivantes

= cosv =

cosO = sinv =

cosX =

COS[JL =

sin2O d^ =

I

/ D 2 e21»

\f e-
y'2 ew y/

D2^+i

D 2 e 2 w H - I

eïi>>-+. D2) t/to2

(ESGARY.)

1693. Démontrer que la relation = "-, déduite des
C O S J l C O S (JL

deux premières équations (B), entraîne les suivantes

dt = '»a s/Y)'1

COS(

r'-

v -h v' ) =

D

ïr
D'
D

D-e 2 w - i -

D2 e2w'-f-

D ' 2 D D ' é -

1

I

/ ( D2 e5» -f-1 ) (D ' 2 e s « ' -+-1)
(JiSCAR\.)

1694. Démontrer que, dans le cas de D < D ' , on a l'inégalité
double

m'D' /*2 7)i'D
ml) r7* m D' '

et que si l'on a
D > D',

la même inégalité a lieu clans un sens opposé.
(ESCARY.)



1695. Sachant que l'on a

et en posant

( h* )

2/'/''C0S(V + V'

DD'

démontrer les relations suivantes

H'DV
— S,

2 D2 P. D'.
•> »

* '
( ESCVRV.)

1696. Le triangle At B{ C{ étant inscrit honiolo^iquement
dans ABC, si Ton mène par A une droite quelconque rencon-
trant Aj Ci en D2 et At B{ en G2 '

i° Les droites BC2 et B2G se coupent en A2 sur BiCi.
2° Les trois triangles ABC, AiBiCi. et A2B2C2 sont Loiuo-

logiques deu\ à deux, ou Ton a

o,

(centre O )

A B G |

A2 B2 G2

H, C,

X,.

( axe X ;,

A B G

A, B, C,

3° Les centres O, Oj. O2 appartiennent r^sp.ecti\enient aux
axes Xj, X2, X:

4° 11 existe trois coniques :
La première tangente aux cotes de ABC. en Aj, B,, Gj et

à Xi en O.
La deuxième tangente aux cotés de AiV>vQ^ en A2, B2, i\.2

et à X2 en Oj.
La troisième lanpente aux côté6; de/V^HoG^ en. A, P», G cl

à X en O,. t i\ SONUVT.)
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1G97. Étant donnés, sur une conique, deux groupes de trois
points, «i, a2) <*<z et bi, b2, bz, s'il existe une conique inscrite
au triangle axa2a5 et circonscrite au triangle bib*b:i, il exis-
tera une seconde conique inscrite au triangle b^b^b^ et cir-
conscrite au triangle a^a^a^-

Etant donné un triangle, chaque point d'intersection du
cercle circonscrit avec un des cercles inscrits est le foyer d'une
parabole circonscrite au triangle. (HUMBERT.)

1G98. On considère le triangle formé par un point M d'une
ellipse, le pôle de la normale en M et le centre de l'ellipse.

On considère en outre le rectangle formé par le point M, le
cercle de l'ellipse et les projections de ce centre sur la tan-
gente et la normale en M.

Quel que soit le point M sur l'ellipse, le produit des aires
du triangle et du rectangle est constant. (E.-N. BARISIEX.)

1699. On considère le quadrilatère formé par les quatre
pieds des normales abaissées sur une ellipse d'un point du plan
de cette ellipse. Les centres des quatre cercles ciconscrits
(cercles de JoaehimMhal) passant par trois des pieds des nor-
males ont pour ('entre des moyennes distances le point d'émis-
sion des normales. (E.-V BARISIEN.)

1701). Dans la parabole, le produit des rayons de courbure
au\ pieds des normales abaissées d'un point sur la parabole,
est égal à huit fois le cube de la distance du point d'émission
des normales au l'oser. (E.-N. BARISIEX. )

1701. Le lieu géométrique des points milieux des cordes
d'un limaçon de Pascal-qui sont \ ues du point double réel
sous un angle droit est une circonférence. (A. DROZ.)

1702. Soient AB et A'ÏV deux diamètres d'une hyperbole
équilatère et G un point quelconque de cette dernière, les
deux triangles A VG et13B'G sont orthocentriques.

(A. DROZ.)

1703. i° Le lieu des centres des coniques osculatrices à une
circonférence donnée en un point donné de cette circonfé-
rence, et passant par un autre point donné de la circonfé-
rence, o l une hyperbole équilatère.

'?.° Le lieu des fo\er* des paraboles osculatrices à une cir-



conférence donnée en un point donné de cette circonférence,
e«t un cercle ;

3° Le lieu des centres des hyperboles équilatères oscula-
trices à une circonférence donnée en un point donné de cette
circonférence, est un cercle. (fê.-N. BVIUSIEN.)

ilOi. i° Dans tout triangle, on a

. A . H . G i
s i n - s i n — s i i i — - .

'2 1 'X r»

Quand l'égalité a lieu, le triangle e«t équilatéral.
').° Trois nombre^ positifs quelconques <7, />, c étant don-

nés, on a

( (( -•- b — c) ( b ^- c — ft ) ( c H- a —h) — (tbc _ o :

quand l'égalité a lieu, on a

a — b = c.

Démontrer que, î un triangle se déplace en restant inscrit
et circonscrit à deux coniques fixes, le centre du cercle cir-
conscrit à ce triangle décrit une conique. Examiner en parti-
culier les cas où cette conique est un cercle ou un système de
deux droites. (WEILL.)

1705. Considérons un système focal donné comme l'ensemble
de deux systèmes réciproques, et faisons tourner l'un de ces
s)sternes d'une demi-ré\olution autour d'une droite, assujet-
tie à la seule condition de rencontrer à angle droit l'ave du
système focal.

Démontrer que, dan« cette nouvelle position, les deux sys-
tèmes sont polaires réciproques par rapport à un paraboloïde
équilalère.

Si l'on désigne par c le paramètre des paraboles des sections
principales de ce paraboloïde, par r la distance d'un point
quelconque du système focal à l'axe et par 6 l'angle que fait
le plan focal de ce point avec l'axe, on a

r tang 0 = c.
(G. TARRY.J
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