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SUR LES PODAIRES SUCCESSIVES D'UNE COURBE (');
Par M. E.-N. BARISIEN.

Les formules démontrées & 1'Article précité permet-
tent de résoudre trés simplement la question suivante,
qu’il ne serait pas aisé de trouver directement :

Aire de la podaire de la seconde développée de la
mi¢me podaire d’une courbe. — En conservant les no-
tations de I’Article précédent, soit toujours

r=f(9)
I’équation de la courbe fondamentale.

Si v est le centre de courbure relatif & M, on a
M~y = R,. Menons par y une paralléle ala tangente MP,
et abaissons sur cette paralléle une perpendiculaire
issue de O qui la rencontre en I. La droite Iy étant nor-
male a la développée de la courbe fondamentale, il est
bien évident que le point I appartient a la podaire de la
seconde développée de cette courbe relativement 3 O.

Soient donc p et ® les coordonnées polaires du
pointl. On a

pent

Ol=0=R¢—r; =
' ¢ YT et

1
(r24rz)?
et

360° — w =180°—0; :

d’on, en diflérentiant par rapport a 0,

do _ diy
dy ~ db

(*) Note complémentaire & l'article de méme titre paru en mars
1395, p. 89.



( 464)
La différentielle ¥ de I'aire de la courbe en question

est donc
ds 1, do 1, db
_— = P’ —_—_ - p2 —_—
do 2 db 2 db

Or, on a trouvé

db, r24-or2—rpr’

@ T T T

Par conséquent,

(1) dx 1 (r'e—-r3r")
I = = T ; .
b 2 (Fr2+7r2)2(r2+4a2r2—rr")

Cette fonction sera intégrable lorsque 1 sera une fonc-
tion rationnelle, soit de 8, soit des lignes trigonomé-
triques de 0. Il en sera ainsi lorsque la courbe fonda-
mentale sera une courbe unicursale.

La formule (1) sera plus facile a calculer en I'écri-
vant sous la forme

U !
1 r'z2— prp 2
-—_ 2y — 2
ds iy [(" = ( 7t ):I

@) = 2(I+ ,.:2_,,.~>

H

ri4 'z
caron a
tangV = C,, av = ”2;’7—”
r df r2 4 2
Soit maintenant I, le point analogue a 1, situé sur
la podaire de la seconde développée de la premiére po-

daire. Si p, el w, sont les coordonnées de I, on a

pr = Ry—ry,

360° — w, = 180°— 0,,

et de méme pour le point I, de coordonnées om €t W,
situé sur la podaire de la scconde développée de la
mi¢™ podaire,

Pm= R — rm1,

360°— w,, =180°—0,,,,.
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D’aprés les relations (5), (6) et (11) de I'Article
précité, et remarquant que

dw,, _ df,y
de —  db

on a, pour la différentielle de 1'aire de cette courbe

(pmy @m),

ol I ab 1 db
dem = > P/!n ;;4 = > (Rm—rm+1)? Jg” )
c’est-a-dire, toutes réductions faites,
(3) dZm 1 ram [r'e 4 r3r" 4 mr'2(r't— rr")]2
db T o (rrarymer [P r2a(m4y) (12— rr”)]'

Pour m = o0, on retombe bien sur la formule (1).
D’ailleurs, cette formule est tout a fait générale, car
en changeant men —m, ona:

Aire de la podaire de la seconde développée de la

miéme gnti-podaire.

cdE_, 1 (P2r'ymt [P 3 — 2 (P2 — )]
ds T 2 ram [+ r2—(m—=1)(rt—=rr)|’
APPLICATIONS.

I. Lacourbe fondamentale est la cardioide : le point O
est au point de rebroussement de la cardioide.
L’équation polaire de la cardioide étant

r = a(1+ cosb),

on trouve
2 4 2 2 ) er 1
rt—+ r't = 2a2(1+ cosf ), el
On a alors

ds = a cosi(z(z-— 3 cos?9>=
3 2 2
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ou, en posant § = 20, on a, pour 'aire totale Z,

T 3 K
2 2 2 2
) =-4—;—1~<4f cos?q dr?—mf costo do +9f cos‘qdq).
° () 0

Or,
T
2
f cos?o do = 1—!,
Jo 4
T
2 3n
costo do = —
jol 16
T
2 5
cosbo dp = ——-
£ 32
Donc
_ Sma?
=z

II. La courbe fondamentale est ’ellipse : le point O
est en son centre. .
L’équation polaire de cllipse est

a?b?

r2 = - .
a?sin?0 4+ b2 coszb

Or en déduit

r _ (a%sin?6 + b2 cos?0)

- b

T

r c?sinf cos®
a?b?(a* sin? 6 -+ b* cos?8

r24r't = - s
(a@?sin2 + b2 cos20 )3
rr—rr" c?(a?sinf — b2 cos?0
rig- 'z a‘sin?h 4 6% cos20
- r'2—rr’ a?b?
1 = _ .
ri4-r2 a*sin?f 4+ b* cos20

Par conséquent

ds _ (a?sin?b — b2 cos?0)
@ 2
< l' atsin?b + bt cos?f ab? ]1
(a?sin?® + b2 cos28)? @t sin2b 4 bt cos2h
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En tenant compte de I'identité
atsin?0 + b* cos20 = (a2+ b?) (a?sin?0 + b2 cos20) — a2b?,

on obtient, pour laire totale E,

™
2 d9
— (a* 4
(a*+b )£ a?sin2f + 02 cos26

g

z
2

—2a?b?(a+ b2 * 9
? (a ) o (a?sin2f 4+ b2 cos2b)?

T
2 . db
b hh
+ath [ (a?sin? @ + 62 cos?6)3
T
b D 2 (@ sin20 + b2 cos20) db
‘/0‘ (a* sin26 + b* cos20)?

En posant tang =t¢, on obtient, par la décomposi-
tion des fractions rationnelles en fractions simples, la
valeur des intégrales du second membre de =

2y

db T

‘/(; azsin20 + b2 cos20  2ab’

i
/? il _ m(a+ b?)
Jo (a?sin?0 + b2 cos20)?  fasds
T
2 db =
= % “ 252
[ (a?sin?0 + b2 cos26)3 16as b° (3at~+ 36+ 2atbt),
3
2 (a?sin?0 + b2 cos28) df _ m(at+ b?)
[ (a*sin?® +— b+ cos20)2 ~—  fatbt

On trouve alors, toutes réductions faites, pour ’aire =

3mer  w(a'+b")
2 = %ab * 2 —mab

' _ 3met m(a—1)
P T R

ou
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D’ou il résulte la relation remarquable suivante :

L'aire de la podaire du centre de la seconde déve-
loppée de Uellipse est équivaleute a la somme des aires
de la premiére développée et de la podaire du centre
de cette premiére développée ().

III. La courbe fondamentale est la développante de
cercle dont les coordonnées sont en fonction de I'angle
de déroulement o

z = R(cosv + ¢sino),
¥ = R(sino + ocosg).

Le point O est au centre du cercle.

Il est bien évident que, dansle cas actuel, 'aire T est
nulle.

Proposons-nous de calculer I'aire E,, c’est-a-dire
Vaire de la podaire de la seconde développée de la
premiére podaire de la développante du cercle.

Nous n'avons pas l'équation de la développante en
coordonnées polaires, sous une forme commode. On
peut néanmoins appliquer les formules générales. En
effet,on a

) 1= R?(1+9%).
(5 Lang 0 — sino — ocosw
) angs = COSQ -+ ©sin @

En diflérentiant I’équation (5), on Lrouve

dd _  o?
do 1+ g?

(6)

(*) Ce théoréme est un cas particulier d’une propriété que je
crois plus générale et que j’ai posée sous le n° 225 dans I'Jnterme-
diaire des Mathématiciens, t. 1, page 117.
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La différentiation de (4) donne

rdr=Rlo dy
ou
‘ do
rr = R,? -(76:
et d’aprés (6)
= R2 (1+ ¢?)

o
13

Donc

tangV = 7’, =0,

V =arctange
et
dv. _r'*—rr" 1 dp 1
dd T r*r? 1+oerdi ;7
On a encore
r‘l+r'7:R2(I+(‘°2)2, P2 _ ot
o r24r'z 1+ o2
La différentielle de Vaire I, est
[
ds, 1 r? [re—+r3r"+ r'2(r'2—rr)]?
dd T 2 (1) [Pt (7i—rr)]

Au moyen de I'identité
P 3 = (r2 4 r'22— P2 (24 r'?) + r2—rr")],

on obtient facilement

(12|_d€| db

dg = A T

ds, = —_Rde
2(92+41)2 (92 +2)

ds, R? ] 1 o

dy T (g eraa +tg?+2§'

Si o varie de¢ o a I'»0, on obtient pour I'aire totale E,



I’expression
R2, ~
I = f’s— (Va—1)

IV. La courbe fondamentale est la spirale logarith-

mique
r=ae;
le point O est au poéle de la spirale.

On sait que les podaires successives d’une spirale lo-
garithmique, par rapport & son pole, sont des spirales
logarithmiques : les développées successives sont aussi
des spirales logarithmiques. Il en résulte que les
courbes X, ¥, ..., £, sont également des spirales loga-
rithmiques.

On a
g b S o D 2 el
r = nae*’, r=n=ae 3 7 rr-=o,

ri—r't=(1+ n?) a?ent,
de sorte que

@ = _ﬁ_ a?e2nd
a9 2 (L + n?)
et, en intégrant entre Jes limites § = — w0 et § == 0, on

trouve une aire finie

0=0 a?n3
[2]0;_0‘, R TTET
On obtient facilement 1'équation de la courbe X, en
remarquant que

_— r
tangV=— = -, Ro=ay1+ n%em, ry =
’ n Vi+n?

—_— r
s=Ry—r=ayi+nlted— ——_—,
1+ n?

an?end

Vient

180° 4+ 6 = w,

” —
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de sorte que 1'équation polaire de la courbe X est
an?

= entw--m)
V1-+ nt

P

C’est bien une spirale logarithmique.
V. La courbe fondamentale est la spirale d’Archi-
meéde
r=ab;
le point O est au pole de la spirale.
On trouve alors pour la différentielle de I’aire T
a?df

di= —————————
2(02+2)(02+1)2

C’est la méme expression que celle de dZ, dans
I’exemple (III), relatif & la développante de cercle. On
a donc, en intégrant de o a l'e,

¥ =T (/a0

Cette identité de l'aire T actuelle et de D'aire I, de
I'exemple III provient de ce que la podaire de la déve-
loppante de cercle par rapport au centre du cercle est
une spirale d’ Archiméde.



