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SUR LE THEOREME DE LA CONSERVATION DES AIRES:
PAr M. A. b SAINT-GERMAIN.

On sait comment, au mois de novembre 1894, M. Ma-
rey appela Pattention de I’Académie des Sciences sur
les conséquences du théoréme de la conservation des
aires : contrairement a une opinion exprimée par
Delaunay et tacitement admise par les géométres ,
MM. Guyou, Maurice Lévy, Appell, Picard montrérent
que, sans U'intervention de forces extérieures, un étre
animé, un systéme déformable peuvent tourner d’un
angle fini autour d’'un certain axe, grace a des mouve-
ments intérieurs a la suite desquels leurs diverses par-
ties reprennent leurs positions relatives initiales. Je me
propose d’indiquer une disposition qui permet d’établir
ce fait d’'une maniére extrémement simple, susceptible
d’étre exposée dans les Cours les plus élémentaires;
puis, & I'aide d’un calcul trés facile, j'exprimerai la loi
analytique du mouvement d’un systéme auquel le pré-
cédent se rattache comme cas particulier et qui est tout
a fait analogue a un appareil imaginé par M. Lévy.

Considérons un disque horizontal, trés mince, parfai-
tement mobile dans son plan et présentant un centre de
symétrie O : du point O comme centre, décrivons sur
le disque une circonférence de rayon r et supposons
2p animaux, de méme masse m, placés deux a deux en
des points diamétralement opposés sur la circonférence.
Le systéme étant d’abord en repos, imaginons que, a un
instant donué, les 2p animaux se mettent a marcher
dans le méme sens sur la circonférence, de maniére que,
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au bout du temps ¢, chacun d’eux ait parcouru un méme
arc, de longueur ar. Le centre de gravité O restera
immobile, mais, par rapport a des axes fixes, le disque
tournera dans le sens opposé & celui du mouvement re-
lauf des animaux : soient § ’angle dont il aura tourné
au bout du temps ¢ et 2mk? son moment d’inertie rela-
tivement au point O. La somme des moments des quan-
tités de mouvement du systéme par rapport au point O
devant rester constamment nu“e, nous aurons

2 mhk? 9 2pmr? dz _ df =o0;

at P @ T A )T
I'intégration donne un résultat presque aussi intuitif
que I'équation diftérentielle, savoir :

2mk20 —o2pmr2(a —0)=o.

On voit que § croit proportionnellement & « : quand
2 sera devenu égal a 2w, les animaux seront revenus a
leurs places initiales sur le disque; mais celui-ci, sans
I'intervention de forces extérieures, aura tourné de
2prim .
k24 pr2
Le résultat précédent peut suggérer diverses disposi-

Iangle

tions au moyen desquelles un homme pourrait se don-
ner un mouvement de rotalion sans faire intervenir de
force extérieure : en voicl une assez simple. Supposons
I'homme debout sur un sol excessivement poli ou au
fond d’un baquet rond qui flotte sur 'eauy il porte, en
guise de ceinture, la moitié inférieure d’un tore coupé
suivant le plan de son équateur, supposé horizontal :
enfin, dans cette sorte de gouttiére, plagons des boules
que l'observateur, & I’aide de ses mains, fera rouler dans
le méme sens : lui-méme tournera en sens contraire et
par le seul jeu de ses muscles. Il arriverait 2 un résultat
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analogue en faisant, par exemple, tourner ses bras dans
le méme sens autour de sa téte.

Considérons maintenant le systéme, analogue a I'ap-
pareil de M. Maurice Lévy, dont j’ai parlé et dont le
mouvement est moins simple que le précédent. Repre-
nons notre disque et, a sa surface, tracons deux circon-
férences de rayon r, dont les centres A, A’ sont symé-
triques par rapport au centre O du disque, OA, OA’
€tant égaux d a : aux deux points des circonférences qui
sont les plus éloignés du point O, plagons deux animaux
M, M’ de méme masse m. Le systéme étant d’abord en
repos, les deux animaux se mettent a marcher sur leurs
circonférences, de manicre que, sur le disque, les
rayons AM, A'M tournent avec une vitesse conslante ®
dans le sens opposé 4 celui dans lequel on comptera
I'angle 6 dont le disquc tournera Ini-méme par rapport
a des axes fixes OX, OY. Au bout du temps t, les coor-
données du point M, rapporté a ces axes, sont

= acosl + rcos(0 — wt), y =asinl + rsin(f —wi);

le moment de sa quantité de mouvement autour du
point O scra

m( ym)
=m|a?— do -+ dQ arcoswt + 1'2(19~ w)l;
dt > di  dt

pour le point M', le moment est le méme. La somme
des moments des qaantités de mouvement du systéme

devant rester nulle, on trouve, aprés avoir divisé par 2m,

d0 db A db
2 a2 o agr (2l — swt 4+ 12 (2 —w) =
(k2+a )d( = ar <2dt w) coswi —+ 7 <dt w>*o.

db (r2+4arcoswit)w
At = I E a2l sarcosmt’
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b étant nul pour ¢ = o, I'intégration donne

24 ar— p2 Vi (a =1}

1
arc tang ———————— tang - wl.
VkiFar— r2 )2 fk2 g;/kﬁ—c-(a-i—r)? 83

I
0:——0)t+
2

Soit a le plus petit arc positif dont le cosinus est — LA
a

quand wt croit de zéro a «, § augmente, pour diminuer
quand wt ira de la valeur @ & 2% — a, puis augmenter
ensuite. Quand wt est égal 4 27, les mobiles M, M’ ont
repris sur le disque leurs positions initiales, mais le
disque a tourné de I'angle

. 2+ a?—r2 -
Vk2-at—r2)2 4 k22 ’

cet angle serait insensible si k était trés grand ou trés

petit, comme I'a indiqué M. Lévy pour son appareil.



