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SUR LA DETERMINATION DES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES
DE QUELQUES FAMILLES DE COURBES PLANES DONT
L'EQUATION EST DONNEE EN COORDONNEES BI-POLAIRES;

Piar M. G. DARIES,

Conducteur des Ponts ¢t Chauasées.

Considérons unc courbe plane ( fig. 1) dont I'équa-
tion st donnée en coordonndes bi-polaires: désignons

Fig. 1.

par o et 3 les angles de la tangente en un point M avee

dont lc paramétre sera déterminé par
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C’est bien le paramdétre du point ou la tangente au point - (c'est-

a-dire 'asymptole) rencontre la courbe.
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les rayons vecteurs ret 1’5 désignons encore par § et §'
les angles polaires MEFX et MF'X. On connait, et il est
facile d’établir, la relation
cosx  dr
cosB T dr’
il est presque évident que 'on a de méme

<dna rd

sinf rrdv’

en effet, soit M' ( fig. 2) le point de la courbe voisin
de M; ses rayous vecteurs sont

r-—Ar, r-+Ar,

et ses angles polaires
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ro r _ MM
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Soient maintenant deux courbes orthogonales se cou-
pant en M ( fig. 3), en ce point ces courbes ont mémes

Fig. 3.

coordonndes r et ' ou 6 ¢t ¥, mais les angles a et B de

, w n
Pune d’elles sont devenus o + %} et B+ 5 pour la se-

conde; or

kr
cos (a4 — .
2 Sina

N = Jne.
cos (ﬁ - E) sin 8
2
donc, d’apres ce qui précéde, pour passer d’une famille
y draj qur | I p
de courbes H & la famille orthogonale K, il suffit de
remplacer dans P'équation différentielle de la premicre
le rapport
dr
dr'
par le rapport
rdb
r'dy
Counsidérons plus particuliérement la famille de
courbes dont I’équation bi-vectorielle est

Sr.ry=h.

h désignant une constante arbitraire; différentions, il
vient

A

ar

Adr + zz, dr'=o:
ar
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on a done pour les trajectoires orthogonales

7

J )
(1) *J“I d) — il d) = o;
ar Ji

mais dans le triangle MIF on a

r sin ('
) — = —
) r sinf

si entre les équations (1) et (2) on élimine le rap-
A , . . . . ’

port -, P’équation différentielle résultante sera celle des
trajectoives orthogonales en coordonnées bi-angulaires,
il ne restera plus qu’a Pintégrer.

Donnons quelques exemples.

Soit d'abord

S rhy=ri=prin=h,

on a successivement

1 vdr = prin-tdr’ = o,
1 d0 = prin ) = o,
a0 d) 2= psinn 0 d0' — o,

dh dy’
-+ . —K
,fsin"() =P | Gany K,

KN désignant une constante arbitraire.

et enfin

I. n=—1, p=1. (Licence. Paris, 18go.)— On a

| =

S =

1
»

~

on trouve pour les trajectoires orthogonales
cos +cos' = K.
2. n=1,p=1.—0Ona
ra=r =,

ellipses et hyperboles homofocales.



On obtient
0 0
logtang 5 =+ logtang - = log K,

hyperboles et ellipscs homofocales.

3. n=1.—0Ona
r=+pr'=h,

ovales de Descartes.
11 vient

0 0 .
tang 5 tang? 5= K.

rice 24 Ry

cercles concentriques et droites perpendiculaires a FI'.
On trouve
cotl == cot0' = K,

droites issues de I'origine ct droites paralléles a I'F.

Soit encore
Sy rYy=rrnr'e=h.

On a successivement

et de - proyp't=tdr = o
ct
nrer't db — proy'e dO' = o.
ou
. nd) —pd=o,
enfin

nl+ph =K.
Ce résultat est connu.
5. n=p=1.—0na

re — h,
ovales de Cassini.
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On obtient
‘) —+ “': K,

hyperboles équilatéres passant par F et I,

6. n =1, p=1.(Licence. Bordeaux, 1880). — On a

I

— = h.
7
cercles.
11 vient
h—0 = h,
cercles passant par I et F'.
ProsLime. — Un point materiel est attiré suivant

les tangentes mences de ce point & deux cercles fixes
en raison inverse de la longueur de ces tangentes.
T'rajectoires orthogonales des courbes de niveau.

Les forces égales dirigées suivant les tangentes au
cercle AB ( fig. 4) ont une résultante P passant par

Fig. 4.

son centre I'; pareillement les forces dirigées suivant
les tangentes au cercle A'B’ ont une résultante P’ pas-
sant par I,
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Or
2um t )
P:_I{I__zamp;
t r r
P,_'zmp.'

= — 9

=
I’équation différentielle des courbes de niveau est
av 2% o +2‘ulco<(5
- = — CO0S% —_— S
dt r r ’
ou

’
2 o
28 dr + —l,- dr' = o.
r r

On a donc pour les trajectoires orthogonales

pdd+ @ db = o,
et, par suite,
2+ @' = K.

Si = W/, les courbes de niveau sont les cassinoides
rr'=h,

et les trajectoires orthogonales les hyperboles équila-
Léres
0+ 0= K.

ProsLime. — Un point matériel est attiré par deux
péles fixes; U'attraction de chacun d’eux est propor-
tionnelle a une fonction donnée de l'angle polaire
correspondant. Trajectoires orthogonales des courbes
de niveau.

On a pour les courbes de niveau

g% = pg(0) cosa + w'g'(¥) cosf = o,
[¢
ou bien

we (M) dr -+ p'o'(§) dr'=o,
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ct pour les trajectoires orthogonales

/"g(())(l() , /’0’(0’)({0' .
14 e e =K.
. sinf) . sinf)

o(0) = sin20, o' (0') = sin20), p=pu

Si

on obticnt
cosl =+ cosl)' = kh:

les courbes de niveau sont donc ( Exemple 1)

N =

I
+ - = h.
I

ProsLime. — On considére la famille de courbes
telle que pour chacune d’elles un arc élémentaire quel-
conque PN = ds soit assimilable @ une aiguille aiman-
tée en équilibre sous Uaction d’un aimant de péles I
et . P est le pole positif de Uaiguille et ¥ celui de
Paimant; N est le pole négatif de Uaiguille et ¥’ celui
de U'aimant. Trajectoires orthogonales des courbes
ainsi définies en supposant les attractions et répulsions
proportionnelles aux puissances nmes de la distance.

L’équation d’équilibre s’obtient en projetant les forces
sur les normales PR et NS ( fig. 5) a I'élément d’arce;
on trouve sans difficulté

NS — mkrtsing = m'w 1 sina — m' 1 P sin 3,
Si I'on suppose

muw = mh=m'u=min,
clle devient
P = tsin
ou encore
lh 0

ant 1) il
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do dy
- — | = S
Josinnrr) ] sine+l)

et enfin

telle est 'équation générale des courbes d’équilibre;
celle des trajectoires orthogonales est, par suite (voir
plus haut),

Pl pial = )y,

Cas particuliers.— Dans le cas de la nature n=— 2,
I"équation des courbes d’équilibre est donc

cos0 — cos0' = K,

ct celle des trajectoires orthogonales

,i_ -— -’Ij, = h.
Pour n =—1,0n a (Exemple 6)
0—0 =K,
I;, =h.

r

Pour . = o0, on a (Exemple 2)

)
tang -

—- = K
\ (
ang —
g 2

g ==
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Enfin, pour n =1, on a (Exemple 4)

coth — coth' = K,

r2—r'2=h.

Remarque. — Quand on a obtenu les trajectoires or-
thogonales d’une famille de courbes donnée, il est quel-

quefois facile de les rapporter toutes deux au méme sys-
téme de coordounées bi-polaires.

Exemple. — Soient les deux familles orthogonales
1 1
-+ — = h,
r r

cost + cos0' =K,
on a les relations
r2= 4c2—+ r'z— 4cr' cosl’,
r'2=/fc2+ r2— jcrcosh.
d’ou. pour la seconde équation,
4e2—4-r'2—r2 r'?

22 42
fer

jer’

= K.
Soient encore les familles orthogonales
r+r'=h,

0 U
tang - tang — = K,

il est facile d’éerire la premiére équation sous la forme
tang

,
— h’
tang —
Py

vl

.
|

I’ désignant une conslante arbitraire.



