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SUR LES SERIES A TERMES POSITIFS ;
Par M. V. JAMET.

(Extrait des Comptes rendus, t. CAIV, p. 57; 11 janvier 1892.)

1. Soituy, wsy s, ...ytty, ... unesériedontlestermes,
tous positifs, tendent vers zéro, quand leur rang est de
plus en plus élevé. Je suppose qu’en méme temps Pex-
pression :/:7,—, tende vers I'unité, et je me propose de si-
gnaler un cas étendu o1, dans ces conditions, la série est
convergente. Mais d’abord j’observe que, si I'on posc

n/~
Vi, =1—a,.

le produit 2, doit croitre au dela de toute limite, bien
que le facteur o, soit infiniment petit. En eftet, d’apreés
I’égalité précédente.
1%,
up =01 —ap )= [(l——a,,)TMJ .
1

Mais (1 — 7.,1)“_" a pour linmite £~ Si donc nz, tendait
vers une limite &, finie ou nulle, u, tendrait vers une
limite e~%, différente de zéro, ce qui estcontraire a I'hy-
pothése.

Cctte remarque me conduit a examiner le cas ou il
existe un nombre p, compris entre zéro et 1, tel que le
produit n' "7z, tende vers une limite; je dis que la sé-
rie sera convergente chaque fois que celle limite ne
sera pas nulle. En cffet, égalité précédente équivaut a
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Soit limn'~Px, = h. L’expression que nous élevons

celle-ci

. . 1 3
& la puissance n” tend vers —, et par conséquent de-

vient, 3 partir d’une cerlaine valeur de n, inférieure a

I
eh

un nombre a, compris entre 1 et — - Dés ce moment, les

termes de la série sont inférieurs a ceux de la série sui-

vante

(A) anr" aln+1r , ain-o—i)l” ey

dont on augmentera encore les termes en remplacant p
” ’ . , . I

par 'inverse d’un nombre entier ¢, supérieur az ct

tout revient a démontrer que la série (A), modifiée de
la sorte, est convergente. A cet effet, observons que, a
partir d’'un rang déterminé, nous pourrons grouper les
termes de telle sorte que, dans le premier terme de chaque
groupe, l'exposant de a soit un nombre entier. Les
groupes successifs se présenteront alors comme il suit :

Gy—- q—
T, a‘/“”.

7
ak, a . a¥ hHni—t

,\,/____
h+2)7—1
v

Vi
A q (+1w+1’ ’

ceen ey vy ceey ey

ct la somme des termes du groupe commencant par a”
sera inféricure a
[((r+17—r7]ar.

Mais les séries

r== r—ot

%\
e S
r=F r=k

sont convergentes, puisque, dans chacune d’elles, le



(1o1)
rapport d’un terme au précédent a pour limite a. Donc,
il en est de méme de la série (A), et aussi de la série
donnée.

2. La démonstration précédente subsiste alors méme
que n'=Pa, tend vers l’infini positif, pour une certaine
valeur de p, positive et inférieure 4 1, ou pour diverses
valeurs de p comprises entre ces limites. Cest ce qui ar-
rive, par exemple, sil'on a

logn _ 1 lognk

nk Tk nk

Ap =

k désignant un nombre compris entre zéro et 1. On voit

d’abord que 2, tend vers zéro quand 7 croit indéfiniment,
logz

parce que la fonction tend vers zéro quand x croit

au dela de toute limite. Mais, si I'on fait p—=1—4#, on
trouve
ni-ra, =logn,

et 'on en conclut que la série

n==

log n
E(l——%) (o< k<)

est convergente. Si {'on avait <1, la série serait diver-
gente, comme nous allons le démontrer. Mais, tout
d’abord, nous justificrons le choix de cet exemple en
montrant que nous sommes bien dans un cas ou il est
impossible de trouver un nombre p, satisfaisant aux
conditions énoncées. En ellet, pour toute valeur positive
de p,

logn T lognk+p—1

nk+p—1 " L +p—1 nh+p—1

ni=ry, =

1l est donc bien vrai que, dans ’exem ple actuel, nt- 7o,
tend vers zéro pour loute valeur comprise entre zéro
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Ouant 4 la divergence de la série, il suffit de la dé-
mo:m-er dans Phypothése ou k=1, puisque son terme
général augmente avec k; et la proposition sera établi.e
si je fais voir que, dans cette hypothése, nu, a pour Ii-
mite 1, ou que logn + logu, a pour limite zéro. Or

loen
logup,= nlog {1—
. n

logn log2n
+
n , fogn\?
n2 (1 —0 -
n

f d¢signant un nombre compris entre zéro et 1. Ceci ré-
sulte du développement de log (1 + x) par la formulede

Maclaurin. Donc

(B) logn +logu, =—

o2y

. log2n . ,
Mais == a pour racine carrée
n

lognr I()g‘/,l
=2 ———

Ve a

et cette expression tend vers zéro, quand n croit au dela

de toute limite. Done, le second membre de 1’égalité (B)

tend vers zéro. C. Q. F. D.

3. Revenons maintenant 4 la série (A). Nous avons
démonuré qu’elle est convergente, quand a est inféricur
a 13 si @ est supérieur a 1, elle est manifestement diver-
gente; et en procédant comme on le fait pour démontrer
laregle de convergence due A Cauchy (t/u?), on arrivera
a la régle suivante :

La série a termes positifs
Uy, Uge Uz, ...

s Ups
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sera conyergente, s'tl existe un nombre positif p,tel que
1

Uexpression w)l tende vers une limite inférieure a 1.

Elle sera divergente, s'il existe un nombre p, positif, tel
que cette expression tende vers une limile supérieure
& 1, quand n croit indéfiniment.



