NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

S. MANGEOT

Sur P’intersection d’un tore et
d’une quadrique

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 11
(1892), p. 519-526

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1892_3 11__ 519 _0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1892, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1892_3_11__519_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

(519)

SUR I’INTERSECTION D'UN TORE ET D'UNE QUADRIQUE;
Pir M. S. MANGEOT,

Docteur es Sciences,
Professeur de Mathcmatiques speeiales au Ivece de Troyes.

Je me proposc de résoudre la question suwante :

Quelles sont les quadriques qui coupent le tore sur-
van! deux courbes sphéi iques? Construire ces deux
courbes.

Soient O le centre du tore, O = son ave de révolution,
Oua, Oy deux axes rectangulaires de son équateur, r
le rtayon de son cercle générateur, et [ la distance du
centre de ce cercle 2 O z. Rapporté aux droites O, O,
Oz, le tore est défini par I'équation

(7232

IR -
en posant
V=P 2y 32 ) — (12— 2 (P e 5
e (2 ) — (12— 22

et désignant par 2 une constante arbitraire. En vertu
d’'un théoiéme de M. Darboux sur les surfaces cy-
clides ('), les quadriques qui coupent le tore suivant
deux courbes sphériques scront toutes celles qui sont
circonscrites aux quadriques V correspondant a I’équa-

() Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces alge-
briques Paris, J -B Baillicre® 1873
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tion V = 0. Je vais montrer que les quadriques V ne
sont autres que celles qui se raccordent avee le tore.
Soit ¥ une de celles=ci : la courbe de raccordement est
du quatrieme ordre. Tout plan P mcné par O z coupe
la quadrique ¥ suivant une conique {3, le tore suivant
deus cerdcles G ) et les deux sections doivent se tou-
chier en quatie points. bone G est bitangente & chacun
des deun cerdles Gy €, et a pour ave la droite O z. Dés
lots Oz estoun axe de Ja quadrique I. et la conique(; a
un sommet fise sur Oz @ quand le plan P tourne autour
de Oz, cette conigue reste égale i elle-méme. On con-
chut de Laque X oest une quadrique de révolution. en-
gendiée Py la 1otation, autour de 'axe du tore, d’une
conique bitangcme a chacun des deax cerdes de sa mé-
ridienne. Ory ponr toute valeur de 7, Péquation V = o
représente une quadrique remplissant ces conditions.

Je suis ainsi conduit au resultat qui suit :

Poar ga'un tore et une quadiiyue S se coupent sui-
cant dewe courhes spheriques, ol faut et il sufit que
lon prisse inscrre dans les deur sur faces une méme

quadiigue X,

S0l

o

P 2 e

' O

Pequation du plan 1 de raccordement des deun (qua-
qlri(lm\ Set X, |.'("(lu.llinn de S ala forme

\ —-tx:——fj)'——~|';—« 2

oy

)

et les deux sphéres sur ]vsquc]lvs se trouve lintersec-
tion ont pour d¢quation

I R R Bl (20 (RS B R S

Les centres des deus sphéres sont difiérents, si,
comme nous pouvons admettre, la quadrique sécante
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S n’est pas de révolulion autour de ’axe du tore. Ces
deux points sont sur la droitc%:% =:—;- Le plan radi-
cal des deux sphéres est le plan H. Les quatre pointsde
rencontre de ce plan H avee les deux cercles de contact
du tore et de T sont communs au tore et 3 S, et appar-
tiennent a 'une ou ’autre des deux courbes sphériques :
ils sont donc sur le cercle commun aux deux spheéres.
Jajoute que, ¥ étant de révolution autour de Oz, la
quadrique S admctnéeessairement comme plan de symé-
trie le plan mené par O z perpendiculairement a 1, plan
qui contiendra les centres des deux sphéres.

En rassemblant ces 1ésultats, je puis énoncer le théo-

1¢me sulvant :

Qumzd untore el une 1/urm'rir/ue S sont inscritsdans
une méme quadrigue S, leur intersection I' peut étre
placée sur deuwx sphéres. Les centres des deux spheres
sont symétrigues U’un de [ autre par rapport au centre
dutore : ils sont situés sur la pe/'/mndiculuir(’ menée
par ce point au plan W de la courbe de contact des
deux quadiiques. Le cercle commun aux deux sphéres
est l'intersection D dv plan H avec la sphére qui con-
tient les deux paralleles de contact du tore et de la
quadrique S. La projection de la courbe T sur le plan
méridien du tore per pendiculaire au plan H est for-
mée de dewrx coniques.

Pour construire la courbe T, il suffit de savoir con-
straire les deux sphéres préeédentes, puisque alors on
sera ramené a determiner Vintersection d’une sphére et
d’un tore.

Silon connait, en dehors du plan 1, un point m de
la courbe T, les deux sphéres seront connues; car on
connaitra un cerele D et un point m de P'une des spheéres



(922)
et, par suite, un cercle D de I'autie sphére avee son
centre.

Mais on peut obtenir les deuy sphéres sans supposer
connu un point de ' Je vais, enellet, donner un moyen
de construire lears centres, ce qui suffira a les déter-
miner, sachant qu’elles contiennent le cercle D.

Pour définir la méridienne G de X, que je suppose
dabord etre un ellipsorde owun hyperboloide, on donne
Fun de ses ases sa, oc : Pautre est déterminé par la

relation

en vertu de laguelle cette conique est en contact avee
les deux cerdes G, C'. Prenons a volonté un point M
sur la quadiique S, et rapportons toutes les surfaces aux
tois axes Oa, Oy, Oz, en faisant passer le plan x0z
par M Llequation de X est

-1 N vy = —hio o,

s o'oY etant les cosinus directewrs de la normale au
plan H, et entin celle des deus sphéres sera

I N A | re? 2
PN - ,
- TTgr Wy — s =

Prenons comume inconuue la distance 2 du centre de
Lune d'elles au centre du tore : on a

Wer 22

= -

o

-
b

et Pon est ramené o determine K., Pour cela, construi-
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sons la polaire de M par rapport a la méridienne G si-
tuée dans le plan 2Oz, et projetons M en N sur cette
droite; puis prolongeons MN jusqu’a sa rencontre en R
avec Oz. On aura, en désignant par xy, o, z, les coor-
données de M,
Nad s - MN < MR

- = — 1= —=
a? c? a?

D’un autre coté, d étant la distance du point M au

plan H, on a
N ry—v' 30+ h ==+ d.

La comparaison de ces deux dgalités donne

_MN > MR

adr

K==

on aura donc, pour construire g, la formule

:t(r*l—/l)i\ll\’ < MR
78] '

2

o
h

les longueurs qui ligurent au second membre sont toutes
connues.

11 est bien évident que la construction que je viens
d’indiquer deviendrait inutile si ’on connaissait la see-
tion principale A de la quadrique S dont le plan est per-
pendiculaire au plan H; car les huit points de ren-
contre de cette conique avee les deux cercles du tore si-
tués dans son plan devant appartenir aux deux spheres
sont quatre a quatre sur deux grands cercles de ces
sphéres, et, connaissant les huit points, on connaitrait
ainsi ces deux grands cercles. On serait dans ce cas si S
était un cone de sommet donné, puisjue alors A serait
formée des deux tangentes menées de ce sommet a la
méridienne G dont le plan contient ce point: en sorte
que, quand une quadrique est inscrite dans un tore, tout
cone ou cylindre circonscrit a la quadrique coupe le
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tore suivant une courbe située sur deus spheres dont
la constiuction est trés simple.

La propriété que je viens d’indiquer au sujet de la
conique X donue licu @ cette proposition de Geométrie

')I«lll(‘ :

Ouand dewr coniques A et Bsont bitangentes, si lon
coupe Pune delles, \, par dewx cer cles egaux C, C,
butansentsa Cautr e, les hult points de 1encontre sont
quatr e a quatr e sur dewx autrescercles, dont les centres
sond symelrigues parapport aw cenlse de B, et dont les
potnts comumuns sont ceux ou la droite des contacts de
\et Brencontie le cerde passant par les quatr epoints
de contact de B avee les deux cercles Cet U

Cas evnrcnnnns, — Findique ce que deviennent les
conclusions qui precédent dansles tiois cas ou la qua-
diigue X n'est nioun ellipsowde ni un by perboloide.

1Y estun cone. — On aidi eete proposition :

Siclon considére le cone de 1evolution qui a pout
mervdienne lestangontes doubles interieur es de la méri-
deenne d untore et méme axe que lui. toute (]u(ldl ique
S curconscrite « ce cone coupe le tore suivant deux
courhes spher ryues.

Latormule qui donne & esty dans ce cas,

/
T— =y U

«l

en appelant wy e les distances d'un point quelconque de

S aun deun generatrieds du cone dont le plan passe par

e potint,

P Xoest formee des deux plans limites du tore. —

Les quadi iques S sont alors des cylindres : done :

Leoc cvimdes elliptiques tansents aux deux plans
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limites d’un tore le coupent suivant deux courbes sphe-
riques.

La formule faisant connaitre ¢ est la méme que la
précédente, u et v désignant ici les distances d'un point
quelconque du cylindre aux deux plans limites.

3° Zest un cylindre. — Ce cylindre a pour équation
22437 =0, clles surfaces S sont les cones définis par
larelation

22 2= (ax + By 4+ 15— 3.

Done:

Quand un cone a son sommet sur l'axe d’un tore, et
que sa base, dansle plan de Uéquateur du tore, est une
conir/zm ayan! un_/l{) er au centre du lore, Uintersec-
tion du cone et du tore est formée de deux courbes
sphériques.

Les droites joignant le sommet du cone aux deux som-
mets de la base situés sur ’axe focal coupent le tore en
huit points appartenant quatre a quatre a deux cercles
antres que ceux de la méridienve @ ce sont les grands
cercles des deux sphéres sur lesquelles se trouve Pinter-
section.

Ces trois cas particuliers correspondent r(*specliwemebl
aux trois valcurs suivantes de A :

ri—{2 —(rx4{2). [2—r2

]i’emu/'r/ues. — La question que je viens de traiter
donne une solution de ce probléme de Géomérie des-
criptive (1) :

() LU aussi de celui-ci : On donne un point, une droite. un
cercle, et une conique bitungente au cercle definie par un aze.
Construire geometriquement les points de rencontre duw cercle avec
une conique passant par le point donne et ayant wun double con
tact. sur la droite donnee. ascee la conique donnee.,
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Construire Uintersection d’un tore et d’une qua-
drwque passant par un point donné et se raccordant,
dans un plan donné, avec une quadiique de révolution
clrconserite aw tore, définie par un de ses sommets.

Les considérations qui précédent conduisent encore a

ces deus propositions, faciles a vérifier :

S lon coupe un tore par dewx sphéres quelconques
dont les centres soient symetiiques par rapport au
centre du tore, lesdewr courbes d’interection peuvent
ctre placees sur wne méme l/ll,ll(]/ 1'(/1/('.

Toute quadiique passant par witersection d’une
sphere et d’wictore rencontre le tore suroant une seconde
courbe \/I/I(‘I lyue.

En prenant les traces de toutes ces surfaces sur un
plan méidien du tore, on obtiendrait des propositions
correspondantes de Géométrie plane @ on les apergoit

aisément, ot je me dispenserai d’en donner 'énoncé.




