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SIR L1\TERSECTIO\ DIX TORE ET D'UNE QLADRIQUE;
Pu t M. S. MA1NGEOT,

Docteur es Si lences
I'rofe^seui de Mathématiques ^jnciahs au l\ccc de Tro>p*.

Je me propose de résoudre la question su wan te :

Quelles sont les quadriques qui coupent le tore sui-
vant deux courbes spheh iques? Construire ces deux
courbes.

Soient O le centre du toie, O r sou a\e de révolution,
Ü a , OJK deux axes rectangulaires de son équateur, r
le î ayon de son cercle générateur, et / l a distance du
centre de ce cercle à Oz. Rapporté aux droites Ox, O r ,
Or , le tore est défini par l'équation

( 7 2 -) 2 _ | _ - » _ ( _ /-> / 2 ) 2 — ^ / 2 ( 7 2 y, 2 ^

que l'on peut écrire de la manière suivante

, , 2 j _ 1 2 -2 __ ) ,2 — \ >

en posant

V — > 2 , , (l^y2 z l j > _ -, ( / 2 ; 2 ) ( r 2 _ i _ T 2 _ j _ - ' ^

et désignant par A une constante arbitraire. En vertu
d'un théoième de M. Darboux sur les surfaces cy-
clides (<), les quadriques qui coupent le tore suivant
deux couibes sphériques seront toutes celles qui sont
circonscrites aux quadriques V eoirespondant à l'équa-

(* ) Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces alge-
biiques Pa r i s , J - B BaiII ieie ' IS-J-J



lion \ = o . Je vais montrer que les quadriques \ ne
sont au tics que celle-» (jui se raccordent awc le tore.
S.>il - mie de celles-ci : la courbe de raccordement est
du qualiième ordre. Tout plan P m m é par Oz coupe
l,i quadiique ï suivant une conique G, le tore suivant
deux cei des (1. (] ' , et les deux sections doivent se tou-

< lier eu quatie points. Donc (i est bi tangen te à chacun
des deux (<-i< les C, C', et a pour axe la droite O ^ . Dès
lois O r e*l un axe de la (piadrique S, et la conique G a
un sommet i i \e sur O r : quand le plan P tourne autour
de O r , ( elle conique i este égale à elle-même. On con-

< lui de l.i (|ii'» ï cM une quadiique c!«i i c\ oiution, en-
i^endiée p.u la lotation, autour de l'axe du toi e, d 'une
c oni(ju<' bil«ui^( nie a ( li.icun des deux c en les de sa mé-
ridienne. Or, pour loute valeur de A, 1 é([iiation \ = o
icpi'csente une quadrique remplissant ces conditions.

Je suis ainsi conduit au résultat qui suit :

/'<>•//• (juut! foie et une quadthiiie S se coupent sui-
\'mit deux coin bes sphet iqiies, il faut et il suffit que
l on puisse itisi i we dans les deur sw faces une même
<ynadl iquf )L.

Soit
- / S i -é C -r- 0 o

l 'e( | i ialion du plan 11 de rai c o r d e m e n t des d e u x q u a -

dr ique> S cl ï . l / é q u . i l i o n de S a l a ( o r m e

\ — i a / - -

cl les deux sphères- sur lesquelles se trouve l'intersec-
tion ont pour équation

"*= (y r — 'U

Les centres des deux sphèies sont différents, si,
comme nous pouvons l'admettre, la quadrique sécante



S n'est pas de révolution autour de l'axe du tore. Ces

deux points sont sur la droite- = •£ = -. Le plan radi-

cal des deux sphères est le plan H. Les quatre points de
rencontre de ce plan H avec les deux cercles de contact
du tore et de 2 sont communs au tore et à S, et appar-
tiennent à l'une ou l'autre des deux courbes splici iques :
ils sont donc sur le cercle commun aux deux sphères.
J'ajoute que, S étant de iévolution autour de Oz , la
quadrique S admet nécessairement comme plan de symé-
trie le plan mené par O z perpendiculairement à H7 pLm
qui contiendra les centres des deux sphères.

En rassemblant ces îésultats, je puis énoncer le théo-
î ème suivant :

Quand un toi e et une quadrique S sont inscrits dans
une même quadrique S, leur intersection F peut êti e
placée sur deux sphères. Les centres des deux sphères
sont symétriques Van de ïautre par rapport au cent? e
du tore : ils sont situés sur la perpendiculaire menée
par ce point au plan II de la courbe de contact des
deux quadfii/ues. Le cercle commun aux deux sphères
est Vintersection D dv plan H avec la sphère qui con-
tient les deux paialleles de contact du tore et de la
quadrique S. L^a projection de la courbe F sur le plan
méiidien du toi e peipetidiculaire au plan H est for-
mée de deux coniques.

Pour construire la courbe F, il suffit de savoir con-
struire les deux sphères précédentes, puisque alors on
seid ramené à déterminer l'intersection d'une sphère et
d'un toie.

Si l'on connaît, en dehors du plan II, un point m de
là courbe F, les deux sphères seront connues; car on
connaîtra un cercle D et un point m de l'une des sphères



( ,722 )

et, pai suite, un cercle 1) de Tautie sphère avec son
centie.

Mais on peut obtenir les deux splières sans supposer
connu un point de F. Je vais, en eifel, donner un mo>en
de consti uiie leurs centres, ce qui suffira à les déter-
miner, sac bant qu'elles contiennent le ceicle D.

Poui cléiinii la méiidienne G de ï , que je suppose
d'aboi d eue un ellipsoïde ou un hypei boloide, on donne
l'un de ses axes >a^ ̂ c : l'autre est déterminé par la
i dation

en veitu de laquelle cette conique e^t en contact avec
les deux c eu les C, C'. Prenons a volonté un point M
sur la cjuadi icjue S, et rappoi tons toutes les surfaces aux
tiois axes O.j , ()> , () z, en faisant passer le plan JCOZ

pai M LYquation de 2 est

( t Ile de S est

- i K i / / >j y — , z — h )* - o,

/ , 'x\ v'étant les cosinus diiedeuts de la normale au
plan II, et enliu celle des deux splières sera

Prenons < umme inconnue la distance o du centre de
I une d'elles au centre du toi e : on a

el Ton i">i ramené a determiiK'i K. Pour cela, construi-



sons la polaire de M par rapport à la méridienne G si-
tuée dans le plan J O S , et projetons M en 3V sur cette
droite; puis prolongeons MJ\ jusqu'à sa rencontre en K
avec Oz. On aura, en désignant par x0, o, z0 les coor-
données de M,

P x M H

D'un autre côté, d étant la distance du point M au
plan H, on a

V 71,) — v' ZQ-+- h = d t d.

La comparaison de ces deux égalités donne

AIN x MR

on aura donc, pour construire p, la formule

^ h (ri - / 2 ) x M N K M R

les longueurs qui ligure-ut au second membre sont toutes
connues.

11 est bien évident que la construction que je viens
d'indiquer deviendrait inutile si l'on connaissait la sec-
tion principale A de la quadrique S dont le plan est per-
pendiculaire au plan H; car les huit points de ren-
contre de cette conique avec les deux cercles du tore si-
tués dans son plan devant appartenir aux deux sphères
sont quatre à quatre sur deux grands cercles de ces
sphères, et, connaissant les huit points, on connaîtrait
ainsi ces deux grands cercles. On serait dans ce cas si S
était un cône de sommet donné, puisque alors A serait
formée des deux tangentes menées de ce sommet à la
méridienne G dont le plan contient ce point : en sorte
que, quand une quadrique est inscrite dans un tore, tout
cône ou cylindre circonscrit à la quadrique coupe le



toit* suivant une eouibe située sur deu \ sphères dont

la constitution est très simple.

La piopiiété que je viens d' indiquer au sujet de la

conique V donne lieu à cette proposition de Géométrie

plane :

Ottand dcuv conique** A et B sont ht tangentes, si l'on

( oupe Iune d'elles, V, par deux cei des égaux C , C',
Intitulent s a l'anf/e, les huit points de /encontre sont

qua// e à ijuali e sut tlciLX nul/ es ci < U s, dont les centres

sont s y tu et i iques par / appoi t au cent/ e de B, et dont les

points ( onununs sont ceux ou la di oit e des contacts de

\et l> i euronti e le ie/c/e jxissant pai les quai/ epoi/its

de c on/ai f de B avec les deux cercles C et C .

(]\s n i . i i n i i i h s . — J' indique ce que deviennent les
< ont disions qui piecèdent dans les tiois cas ou la qua-
diique l1 n'est ni un ellipsoïde ni un h \perboloide.

i u est un co/h'. — On a ici cette pioposition :

Si Ion <ofi\idè/e Ir cône de / évolution qui a pou/
m ci i r h en ne les ta/ig( //les doubles int( i it u/ es de la //téri-
die/t/ie (Tun to/ e el //ienie axe que lui, foule quad/ ique
î> < //1 onsc i tte <( <e cône coupe le Une suivant deux
i oui hes s-plu'i iques.

La loi m u l e q u i d o n n e c e s t , d a n s < e ( a s ,

en appelant //, i ' les distant es d'un point quelconque de
S au\ (.\v\i\ gênerai! iets du cône dont le plan passe par
i e point.

>* 1 est fonnee des deux plans limites du to/e. —
L(^ quadiiqnes S Sv>nt alors des cylindres; donc :

/w* ( \hmfies efliplupies tangents aux deux plans



limites tl un tore le coupent suivant deux courbes sphè-
riques.

La formule faisant connaître p est la même que la
précédente, u et v désignant ici les distances d'un point
quelconque du cylindre aux deux plans limites.

3° S est un cylindre. — Ce cylindre a pour équation
1 2 + J 2— ° ' cL ' c s surfaces S sont les cônes déiinis par
la relation

Donc :

Quand un cône a son sommet sur l'axe d'un tore, et
que sa base, dans le plan de Véquateur du tore, est une
conique ayant un fo^ er au centre du toi'e, F intersec-
tion du cône et du tore est formée de deux courbes
sphériques.

Les droites joignant le sommet du cône aux deux som-
mets de la base situés sur Taxe focal coupent le tore en
huit points appartenant quatre à quatre à deux cercles
autres que ceux de la méridienne : ce sont les grands
cercles des deux sphères sur lesquelles se trouve l'inter-
section.

Ces trois cas particuliers correspondent respectivement
aux trois valeurs suivantes de X :

Remarques. — La question que je viens de traiter
donne une solutiou de ce problème de Géométrie des-
criptive ( f) :

(') Ll aussi de relui-ri : On donne un point, une droite, un
cercle, et une conique bitançente au cercle définie par un axe.
Construire géométriquement les points de rencontre du cercle avec
une conique passant par le point donne et ayant un double con
tart. sur la droite dojw"<>. aïec la conique donnée.
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Construite l'intersection d'un tore et d'une qua-
dt /que passant par un point donné et se raccordant,
dans un plan donné, avec une quadt if/ue de révolution
cii( onsct ite au tore, définie pat un de ses sommets.

Les c onsidérations qui précèdent conduisent encore à
( es deux propositions, faciles à vérifier :

S'il on coupe un tore par deux spltèi es quelconques
dont les centres soient s.-) métriques par t apport au
centt e du toi e, les deux coût bes (Fintersection peuvent
rite placées sur une mente quadt ique.

foute quadt ique passant pat l'uilet section d'une
spltct e et (Tun tore rencontre le tore suivant une seconde
( oui be \pliei ique.

Kn prenant les traces de toutes ces surfaces sur un
}>l.m méiidicii du loie, on obtiendrait des propositions
c 011 espoiidantes de Géométrie plane : on les aperçoit
aisément, ( t j<- me dispenserai d'en donner l'énoncé.


