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CONCOURS D’ADMISSION A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE
EN 1892 (1);
SorLutioN PaR M. LE CapiTAINE E.-N. BARISIEN.

I. L’équation générale des coniques doublement tan-
gentes au cercle C aux points d’intersection de ce cercle
avec la droite y — max = o est

Mz24+yr—o2x —1)+(y —mz)2=o.

Pour exprimer que cette conique est tangente a la

droite D, remplacons dans cette équation y par

(z +1)V3,
, . v, . , . .
et écrivons que I'équation du second degré en x ainsi
obtenue a une racine double. On trouve ainsi

N ()
2

(') Voir p. 3or.
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L’équation générale des coniques (A) est donc

(A) (m23)(x?*+y?—aoxr —1)—2(y — mz)2=o.

II. Par un point M(x, 8) du plan, il passe deux
coniques de P'espéce A, puisque

(1) (m2+3)(22+B2—2a —1)—2(8 —ma)2=o0

est une équation du second degré en m, donnant deux
racines m' et m", lesquelles correspondent aux coniques
A’ et A", Cette équation développée s’éerit

m2(B2—a?—2a —1)+ jmal + 322+ B2 —6a —3=o.
Les valcurs de m et m” seront réclles si

42232+ (22— B2+ 22 +1) (32+ 82— 62 —3) >0
ou
(32— B2) (a2 + B2)+ 432 (22 +1)— 3 (22 +1)2> 0.

Le premier membre de cette inégalité représente une
quartique ayant deux asymptotes paralléles I'une a la
droite D, Pantre a la symétrique de D par rapport a
Paxe des z. Elle est tangente a axe des x au point ou
la droite D rencontre cet axe ct elle coupe encore cet
axe aux mémes points que le cercle C. Cette quartique
coupe aussi 'axe des y aux mémes points que le cercle
C ct la droite D.

Pour que les valeurs m/ et m” soient réelles, il faut
done que le point M soit situé dans la région positive
de cette quartique.

Le déterminant de la conique (A) a pour expression

A =(m2+3)(m2—1).

Suivant que (m2— 1) sera positif, négatif ou nul, la
conique A correspondante sera du genre hyperbole,
ellipse ou parabole.

On voit incidemment qu’en faisantm === 1 dans I'é-
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quation (1), on aura le lieu des points (a, ) tels que
I'une des coniques A passant par ces points soit une pa-
rabole. On trouve ainsi que ce lieu se compose des deux

paraboles
(e +B2=fa—+2,

(a—BR=4a+2.

HI. Les équations des deux coniques A’ et A sont

(A (m2+4+3)(22+y2—2x—1)—2(y —mz)?=o0,
(A" (m?+3)(22+y2—o22z—1)—2(y —m'z)2=o.

Elles peuvent s’écrire, en tenant compte de la rela-
tion (1),
(B—ma)(22+y2—ox —1)
—(y—m'z)2(2+ B2—2a —1)= 0,
(B—m'a) (22 +y2— 22 —1)
—(y—m'z)2 (a2 + B2 —2a—1)=0.
Or, par la combinaison de ces deux derniéres équa-
tions, on peut former la suivante

(r —m'a)(B—m'ap—(y —m'@)p(B —m'a)p=o.

C’est une conique passant par les quatre points d'in-
tersection de A’ et de A”. On voit immédiatement
qu’elle se compose des deux droites

(2) (y—m'z)(B—m'a)—(y —m'z)(p—m'a)=o,
Q) (y—mz)(B—m'a)~(y—m'z)(f —m'a)=o.

Mais I'équation (2) développée devient, aprés qu'on
a enlevé le facteur étranger (n/ — m"),

(2) ay — Bz =o.

En développant de méme (3) et remplacant (m/ + m")
et m'm’ par les valeurs

—4ap . w3024+ B2—6a—3
mm = —

r "
m-4+m = ——
82— a2 —oa—1 B2— a2 —2a —1
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tirées de (1), on trouve
(3) By +3az=o.

La droite (2 ) qui passe déja par le point M rencontre
donc les coniques A’ ou A” en un second point M,. La
droite (3") rencontrera ces coniques aux deux points M,
et M;.

Pour avoir les coordonndes de M,, M, et Mj, il faut
donc chercher 'intersection des droites (2 et (3) avec
une conique quelconque passant par les points de ren-
contre de A’ et A”. Or, en retranchant I'une de 'autre
les équations (A’) et (A”), supprimant le facteur
(m'—m") et remplagant (' + m") par sa valeur tirée
de (3), on obtient ’hyperbole équilatére
(4) Byr—at—oxr—1)—ay(f2—al—20—1)=o.

C’est donc avec cette hyperbole (4) que nous allons
chercher les points d’intersection des droites (2) et (3)'.

Coordonnées du point M;. — Eliminons y entre
(2) et (4), nous obtenons une équation du second
degré en x. En tenant compte que 'une des racines
est o, on trouve pour les coordonnées x, et yy de M,

* B
(Nll) Xy =— Yr1=— —

b
2% +— 1 2% 41

Coordonnées des points My et M;. — En éliminant
de méme y entre (3) et (4), on obtient pour les coor-
données de M, et M,

‘ . B[9+\/3(212+B2-—21—1)]
(M) ¢ T2 = 6a2+282—6a—3 ’
’ ' B —3a[B+x/3(2a2+ﬁ“-2x——|)]
2= 6a2+282—6a—3 ’
_B[B—V3G=+p—2a—)]
Ta= 6’ +2p2—6a—3
(M)
‘ —3a[B—3(20r+ B2—2a—1)]
| V3= 6af+ 28— 6a—3 ’
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Il est & remarquer que, si le point (2, 3) est sur I'el-
lipse n2*+ 32 —22 —1=0, les deux coniques A’ et A”

. 3a
sont tangentes entre clles au point xr =—1, y = 4+

IV. L’équation de hyperbole équilatéie passant par
MM, M, M, est toute formée : c’est 'équation (4). Il est
facile de voir que cette hyperbole, quel que soit le point
(2, 2), passe par les deux points situds sur I'axe des y et
ayant pour ordonnées = 1, et ([u’clle est tangente a l'axe
des oy au point de rencontre de la droite D avec cet
axe. Ceute hyperbole passe done bien par guatee points
fixes.

V. Si les cordes de direction m/ et m” sont perpendi-
culaires, on a
mm'—=—1,

i, par suite, la relation

(H) 22— 82— fa— 0 = o,

ce qui indique que le lieu du point M est le cerele (5).

Si on élimine 2 et 3 entre les coordonundées de My et
I'équation (3), on trouve pour le licu de M, Te cerele
(3). De meéme, on retrowve le cercle si 'on élimine «
et 3 entre les équations (3), (4) et (5). Les quatre
points M, M,. M, ct My sont donc sur un méme cercle,
lorsque les cordes de contact de A’ et A" sont perpendi-
culaires.

Ce résultat était & prévoir : en effer, les axes de
chaque conique A sont I'un parallele, Pautre perpendi-
culaire a la direction m; de sorte que, dans le cas ou M’
et M” sont perpendiculaires, les deux coniques A’ et A”
ont lcurs axes paralleles et ont, par suite, leurs points
dinterseetion sur un méme cercle.
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Enveloppes des sécantes communes. — La question

est ramenée a la suivante :

E'tant donné le cercle (5), on méne par Uorigine
des coordonnées les deux sécantes (2) et (3) qui ren-
contrent le cercle en M, M,, M,, M,. Trouver [’enve-
loppe des cités du quadrilatére MM M,Ms. (Il n’y
a pas lieu de chercher Venveloppe des diagonales MM,
et MyM; de ce quadrilatére, puisque ces droites passent
par Dorigine.)

Soit done le cercle

Tig-yi—ix —2 =0
ct
(6) ur +vy —1=o
Péquation d’un des c¢dtés du quadrilatére. L’équation
es deux droites joignant 'origine aux points d’intersec-
des d droites joignant I'orig I

tion de ce coté avec le cercle (3) est

24y —fr(ur+oy)—2(ur+ovy)i=o0
ou
r2(1—4u—2u)— 4e(1+ u)zy + y2(1— 2¢%) == o.
Cette équation doit ¢tre identiliée avee

Baz+Py)(Bx—ay)=o0
ou
JaBxr2+(f2—3a2)ry —ady¥2=o,
ce qui donne
1T—ou?—4u  —4e(1+u) 1—2¢2
348 TOoB2—3a2 T —af

Pour avoir la relation liant u & v, on devrait éliminer
@ ct 3 entre ces trois rapports ct I’équation (5). Or, si
Pon considére le premicr et le troisiecme rapport, cette
élimination se trouve toute faite, ct I’on a la relation

(7) ul+ 30+ 2u —2=o0.

On reconnait 1a I'équation tangenticlle d'une ellipse
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dout I'équation ponctuelle est
(8) 272+ y?—22x —1=o0.

Les sécantes communes a A’ et A” enveloppent done
Pellipse (8).

Espece des coniques A’y A”. — L’équation (1) de-
vient, en tenant compte de la relation (5),

m2(3a2— B)—8maf —(3a2— §2)=o.

Nous avons vu, au commencement de cet article, que
c'est expression (m?—1) qui par son signe montre
Pespéce de la conique. Or, si nous posons

e =m2—1,
nous trouvons pour les valeurs 5" et 4" correspondant a
m' et m”
8af
(52—’—— 22

¢ = (01__ [113—\/1()1 B (32— B2)2).

~r
0 =

[413 _I_‘/l(sqi"s.’__g_tgz_’,_ '3.7)1]’

On voit alsémcnt que, si 2 ct 3 sont de méme signe,
la conique \’ est une hyperbole, la conique A” une el-

A
Y| 2,
A .f/ﬁ;le,.do

Parabeles ,q,.s e

< I S JPdr.gzo:cs
Paraboles 0 | “

> /

/
J/

Parabolest \__/ \&
e \Qr\ﬁ
A ny?

lipse. Si =« et 3 sont de signe contraire, c’est A’ qui est
unc ellipse et A” une hyperbole.
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Quant aux points ou le cercle (5) coupe les axes de
coordonnées, ils correspondent a deux paraboles, dont
les axes sont paralléles aux bissectrices des angles des
axes. '

On peut encore remarquer que, lorsque B = 2y/3,
on a

m =o et m' = w;
les axes des coniques A’ et A” sont alors paralléles aux
axes de coordonnées.



