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(r2r)

SUR QUELQUES PROPRIETES DU TRIANGLE;
Par M. MOLENBROCH.

Tatorive. — Si dewx triangles abe, ABC sont ho-
mologiques et st l’on détermine les points d’intersec-
tion de chaque cote de l'un avec les devx cétes non
homologues de lautre, les six points ainsi obtenus
sont situés sur une conique.

Démonstration géométrigue (voir fig. 1). — Soient
a4y, %3 les points d'intersection du coté BC avec ca, ab;

Fig. 1.

85, B ceux de CA avec ab, bcj enfin =, vo ccux AB
avec bc, ca.

Considérons 1'hexagone ay23 333171 72; les points
d’intersection des coOtés
A A3y ﬁ:'ra, dapay 172+ 33}'1- 7172
ou des droites

BC, bc; ab, AB; AC, ac
Ann. de Mathémat., 3° série, 1. X1. (Mars 1892.) 9
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sont, d’aprés un théoréme bien connu, en ligne droite.
On en conclut que 'hexagone est inscrit 4 nune conique.

Démonstration analytique. — Soient
LU= 0, L0, LU= 0

les équations de BC, CA, AB en coordonnées trili-
néaires. Le centre d’homologie est donné par yy, 55, 175.
Les coordonnées des points a, b, ¢ seront proportion-
nelles a

31,02 Y30 Vs Sn¥si Yia o Sa.

ou 3y, I, 7, sont des (uantités arbitraires.

L’équation du ¢61é be sera

(1)

|
i
'
|

ct les coordonnées du point 3, sont déterminées par
cette équation, ¢t x.==o.
11 s’ensuit que Péquation

Zy ory x| Lrp vy ay | gy oy
| R _ - 3 Lo,
Y1 S2 )s } | Y1 a2 Sy ! S a2 % I\ ST,y — o,
|
yu y2 S l ETUIC BV 2 BRI TS S A

dans laquelle ) est une quantité variable, représente
des courbes de troisieme degré passant par les neuf
points d’intersection de chacune des droites BC, CA, AB
avee be, ca, ab.

L'équation de Paxe d’homologic des triangles abe,
ABC passant par les points d’intersection de BC et be,
CA ctea, AB ct ad, sera

¥

Xy o Ty

— — e —— 0

3)

Yi— % )a— % y— 3
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Posons maintenant

35— e

=,
i Jr— 53— 5y)
35— I —a
2
120 Ve 3 )(V1—31)
12— )1 Y —

Vil — S (e S2)
(4) L
1
— - =0,
M 2
1
::l))
Yaim <2
I
— by
S5

Les équations (2), (3) se réduisent aux deux suivantes

(e Dy = Oy ) (D rp = agarg — byry)

)

S Ay — by 4 as ry)+ Niryryry=o,
(6) Dyry—— 0y, 0Oy ry== o0,

2! étant une variable différente de A.
Une nouvelle réduction s’obtient en introduisant la

notation
(7) L—=>0,71, -byo,~+ byry,
(8) ay—b,— ¢y, y—lry = ¢y, y— by = cj.

En cffet, Péquation de Paxe d’homologic devient
L= 0,
ct, au licu de (5), on pourra mettre
(L+ecpo (L o) (h—ceyry))— N ryry ey = 0.
En attribuant a 2" la valeur — ¢, cacy, cette équation
prend la forme

L2~ Licyry - xy -cy0y)
IR TP SRR UTOU NP IR NN Y S ENTH
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elle exprime que la courbe du troisiéme degré passant par
les neuf points d’intersection de chacune des droites BC,
CA, AB avec b¢, ca, ab se compose de I'axe d’homologie
et d’une conique. Les cotés homologues se coupant sur
Paxe d’homologie, il s’ensuit que la conique passe par
les six autres points d’intersection. L’équation de cette
conique
2+ Lcyx+ crxy+ c323)

(9)

= CoC3 XT3+ C3C1 T3+ C1C3 X1 Ty = O

se simplifie considérablement en posant

(10) YaysSi=Ya Y15t Y1V S — 0 Y1 YeYs— 515931 n
(Y1—31)(ya— 52)()3— 53) ’

d’ou il suit

n n n
(1) Cp= —, Cy= ——, oy —
)2 ¥s
par conséquent
Ty Xo T3
CLX = Colg -+ Cy3ryg=Nn(— 4+ — 4+ - ,
Y1 ¥ VLY

Tors  Xyxry X mg\)

Cr(3T Ty ——C3C T3y -&—r‘,r*.zrl.'r._,:n:’( S ——

Y2Xs Y31 Yiya
La droite
CLL = Ca g+ C3T53=0
et la conique

CoC3MT3 == C3C X3 X1+ C1Ca A9 = O

sont, comme on voit, des polaires du point O par rap-
port au triangle ABC. SiT’on pose

12 { . aar Ty :
(12) Ty 1T X2

K = , ,
( NENE] RENS J1)2
)
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la conique passant par les points d’intersection des cotés
non homologues sera représentée par I'équation

(13) C:+CR+K=o.

Dans cette équation, on a identiquement

(15) C=d |z + dyzs+ dsyz;.
ou
(15) dy=21 = (2= 32)(y3— 33)

_ ’
n YoXss1+ Y Yice Y1 V23S3—2)Y1 Ve YV3—S158233
Voici encore Vénoncé du théoréme corrélatif :

Si deux triangles abe, ABC sont homologues et si I’on
joint chacun des sommets de l'un aux deux sommets
non homologues de Uautre, les six droites ainsi obte-
nues sont tangerntes a une seule colzf(/uc.

Nous voulons ensuite transformer les résultats
obtenus jusqu’ici e¢n introduisant les directions des
cotés be, ca, ab. Soient par A, B, C tracées trois direc-
tions

(16) a3+ A= o, £3--nxry=o, I+ VZy= 0,

paralléles a be, ca, ab, que nous appellerons, dans ce
qui suit, simplement les directions %, v, v.

Les quantités X, u., v ne seront pas indépendantes des
coordonnées du centre d’homologic. Il existe entre ces
quantités unc relation que nous nous proposons de
chercher.

Pour cela, il faut définir plus exactement les coordon-
nées trilinéaires, dont nous nous sommes servi jusqu’ici.
Prenons comme coordonnées trilinéaires d’un point les
longueurs des trois perpendiculaires abaissées de ce
point sur les cotés du triangle ABC, de sorte qu’on ait



(126)
généralement
(17) ayzy~+ byxr,+ e ry = 2 x aire du triangle ABC = » A,
a, b, c étant les cotés du triangle.
L’équation de la droite a I'infini est alors
(18) az)— bx,;—+cxy=o,

et, afin que la droite be soit paralléle a la direction 2.
il faut qu’on ait
( Wayh —boa) = (ayc —bya)=o.
De mweme on trouve
(19) ¢
( n(a,e—b3b) —(ara—byb)y=o0

v(iwya ~bye)-—~(a3b—0byc)1=o0.

A Taide de la formule (13) on obtient

1 . (:\3;—-7))/¢)(V1—'51) ——
Vi VI VS ) Vi Vi) S — A Ve e 51527 )
on

[
ar—n(d;+ - ,
1 ( 1 ‘},1>

Aussi l'on a, d’apres (15),
bi=nd,, by=nd, bsy—=nd;.

de sorte que les équations (19) se réduisent aux sui-

vantes
1 b
) ba’,—ad»—ﬂ->+<ad3_p([,__>._o‘
\ D1 1
20) ¢ X*<Cd1— bd;~ L\——([)d,——(/d_,——i):o,
Y2/ \ )2
‘ 12
\'(“([3—0011—1‘ yl—>+((‘d_>——1)(/g—~;)):o.

{’owr il faudra déterminer i, 224 25 en fonction de %, u,

ERNTN TR
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En résolvant ces trois équations par rapport aux
quantités
cds—bdy,, «di—cd,. bdi—ad,.
on obtient

(1 hpv)(edy— bdy)

b 7 ¢’

) a’ < e
::——-‘/(——-—'—#—)—l—vl\ (———-—i-———)——/\;m .
) R X1 RN L 2
(1——7;u)((¢(1;—c-(/,)
(2r1) ¢ /D b
= — — 1| —=—- )——/\ ———.—— —/\'Lv»,
RE N Y/
(1 — (b (/,—/l (/ )
« N b
= e )——‘—uv —-+———)—— hay
) ) Vs B >, b2

formules exigeant que 1+ Juy ne sTannule pas. Clest
ce cas que nous voulons exclure d’abord.

De la muliiplication des équations (21) par a. b, ¢ ¢t
de P'addition de ces produits, il résulte

I [
(l—/ux)( l’}’)_‘-;—s)

bh—c¢ ( 1 1 >
-+ - —

(22) { “« Voya s
cu--a < 1 I >

- v — 4+ ——

0 cry ay,

av— /) i

P (e )
o \ @y I)‘yi,

= 0

C’est la relation qui doit exister entre 4y v, v, ) 09 2,
73, afin qu’il soit possible de tracer des wiangles abe
homologiques a ABC, tandis que v, vy est le centre

81q ) quce ) 4y 12,
d’homologie et que les ¢cotés be, ca, ab sont parallcles
ad,u, v

Si cette équation est satisfaite, les quantités dy, d.,
d; ne sont pas complétement déterminées par les équa-
tions (20); de méme pour z,, 2z, ;. On peut déduire
de ces équations des valeurs de (14. ds, dy renfermant

q )
une variable arbitraire.



(128)

Nous n’écrirons pas ici ces valeurs; plus tard nous en
trouverons de plus simples [voir les formules (42)].
Toutefois, il suitde 12 que les valeurs de z4, 2., 5 ren-
fermeront aussi une quantité variable.

L’interprétation géométrique de ce résultat est fort
simple : si les directions %, w, v ct le point O sont
tels, qu'un triangle abc homologique 4 ABC puisse étre
trouvé, ayant ses cotés paralléles a A, u, v, O étant le
centre d'homologie, il y aura une infinité de triangles
jouissant de la méme propriété par rapport au méme
centre d’homologie.

Si I’équation
(23) 1+ duw =0
st satisfaite, les relations (20) ne pourront pas exister
a la fois, & moins qu'un des seconds membres des équa-

tious (21) s’annule. La supposition (23) entraine donc
la suivante

¢ b ( 1% ¢ b a
(21) — 4+ — —v | - ——-—-)—.—v)‘<——;— >:0.
J2 )3 \J}s )1 Ji )2

Examinons maintenant a quelle condition la conique
(13) sera un cercle. Si 'on pose identiquement

f =G2—CR + K,

et siouy, uy, uy sont des valeurs satisfaisant a ’équa-
tion (18), les coordonnées vy, v,, vy, quisatisfont a (18)
et a la relation

of o | of _

(23) [ JI(: ) ou, 5 o, 0.
a la fois, désigueront une direction conjuguée a la di-
rection du point wy, u,, us par rapport a la conique
J=o.

Si uy, uy, uy ct vy, vy, vy sont en rapport harmonique
avecles points imaginaires cycliques a 'infini, ces direc-
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tions seront perpendiculaires 'une a I’autre. Cherchons
la condition qui doit étre satisfaite, afin que ce cas ait
lieu. Les coordonnées des points imaginaires cycliques
a I'infini sont

el =ity exidy

ay, gy o3 représentant les angles sous lesquels les per-
pendiculaires abaissées de l'origine sur les cotés du
triangle ABC rencontrent I'axe des X. Si 'origine est
choisie & I'intérieur du triangle, on aura

a3 —ay =7 — A, a; — a3 = — B, 2 —a; =7 — C.

Posons maintenant

‘ uy = et = ke
(26)

Uy = el% - Je=i%,

)
( Uy == ei% = fre=i%,

De ce qui précéde, il suit qu'on aura également
‘ 0= el — /;p—fu,.
(97) L Y :8’1.'—/.(3_'-9‘2,

( (3 = el — he— i,

valeurs qui doivent satisfaire cncore a la relation (25).
Or, comme

0 - . 1t i

»-l{: = Cd, + (G4 R) (d‘ +—) — —i*v

duy \ 1 Yi

ou, dans Cet R, x,, a2, x; doivent étre remplacées par
uy, Uy, ug, s par Gy, C_y; nous désignons les valeurs
que C prend, lorsqu'on y remplace xy, xa, x5 par e*d,

el e%i; emni e~%i e~ i] en résulte

of o Y

4 "2 3 ——
duy ous dus
e2%,1 e2%1 e2%,0\
= Ci+ (Coy + R )?— (— )
) Fi Vg Y3

) e—20,i e—2%4,t e—20,1
— k2 [CE_d-J.—((}-m-—:—R,,a[)?— < — — - >],
! yi Ve 5
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et les deax membres de cette équation devront s'an-
nuler.

S’ils s'annulent pour toute valeur attribuée a A, la
conique (13) sera un cercle. Les conditions nécessaires
et suflisantes, afin que les cotés du triangle abe cou-
peut les cotés non homologues de ABC en six points

(")ll('V(‘li(lU(‘h. sont par ('OllS(:‘(]ll(’llL

I~ . Y P2Uq e2 %t 2%t
G (O — Ry 2 — (28 = €00 20
)1 g Y
) as _a
RPN =221 =27
2 \ 9
Gl —(C 5y =R — e T T y = o.
vi 23 Vi
\ W v o2 . /

I’addition et la soustraction de ces équations fournit

1 i
dy (dy— -} cosaoy —dy{dy+—)cos2u,
1 1 - 1 2 ;
1 iy

f~l/g</])-! ! )(‘u-a_
g

cos(ay—ay)

12 \

+[z/_,r/, ~—(4/_» ~—I~)(t/, P

v
/
‘r/‘«’,“(//(—k_:—) ((ll o ](‘0%(1;——7.])

3

1
-)
i
=)
[ [
<+ |y, (//, _— ) (e, — —- )] cos(ap— %) = o0,
[ Ve
et une seconde équation qui peut s’obtenir de la der-
ni¢re en changeant seulement les cosinus en sinus.
Multiplions la premiere de ces équations par sin =y,
la seconde par cos» 7y, ou bien la premiére parsinay,,
la scconde par cos2vy, ... et retranchons chaque fois
le second produit da premier. On aura

, d, (r/l - L)\in')ﬂl—(l, {\/g*f— 'L)%in‘g]%

) )

_ |,/,,/,- (.~ L) (- J“)J sin(C—B)
()S) ; i } 2 \ Y3/
—- [:/;(/, - ((/, *%) (n’x -‘—rl ) l cin B
[(/1’/3 -+ | «;‘—1) () —,JT)] sinG=o



(131)

et deux autres équations provenant de la précédente par
une permutation cycliquede d,, d,, d;: A B, C. Ces
trois relations ne sont cependant pas indépendantes 'une
des autres; en effet, la multiplication par sin2A.
sin2B, sin2C et Paddition de ces produits fournit une
1dentité.

Entin, multiplions les équations ( 28) pav be, ca, ab,
et remarquons qu’on a

abe<ina G — aabe sinC cos(,

=2acsinB cos C = «e2[smm A\ - wn(B — Q)]
abesin2B = ab|sin A — «in(B — U)].

On pourra mettre le résultat sous la forme

«

/
ST [(- (D) — ad, Z ) (/n/l —ad, —

REV; 2 )
— 2 (11// —cdy + “ ) (m/;—r(/,———£>]
NEVARN Y1
. ( 1
B Gy (\w/z_/uz,ﬂu . (\(://,_1)[1_~;} ~ o.

Des trois dquations ainsi obtenues, homogeénes par

rapport aux quantités
! d I
ul((-(ll——/)(/‘ 7‘)‘ ) (('d_,—/)(l;————),

o« cC
/)2(11(/;—r(/(—+—-—~ (m/,——(‘(/,—-—)»
Jo \ J1
/ 0 , 1%
(2 ( b, - ad, + ~) (()fll —ady — — )
J1 LK)
celles-ci penvent étre tirées a un facteur pres, don il

1ésulte

s ([‘(]_;——-/I([, i) (r(/»—/m;—ﬁ)
\ ) \ N
(29) /= <ad;-rrll + L ) <!Ifl;——((]1 — —(‘—\)

M Y1/
by — cidy + — (1/_ 7,— L
()(, /(_+Jl>\u1 ad, 71)’
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Ce sont les conditions, qui doivent éire satisfaites,
alin que la conique (13) soit un cercle.

L’introduction des quantités %, p, v dans ces équa-
tions au licuded,, ds, d; peut s’cllectuer de deux ma-
niéres assez différentes, dont chacune présente un inté-
rét particulier.

La premicre ou la plus directe consiste sculement a
porter les valeurs de

cdy—bdy, ad;—cdy, bdi — ad,

données par (21) en (29), d’ou il résulte aprés quelques
réductions

)

c b a e ) «a

’—A-+—~v ~—‘———)+v)\<~——+——“>]

Y2 N b3 Y1 J1 )=

“« e O a c b\

(30) o« = — e — — M 5 - — ) = <— - — J
? > [}"e g (d’l }’2) *\7 J’S)

[ 2 a ( c 14 ) a e\
— 4+ - —p =+ == —.—;.w(——%——-)]-
X1 X2 )72 NE] Y3 J1

Les quantités %, w, v, 3y, ¥s, 7y devront ainsi satis-
faire aux trois équations (22) et (30), qu'on peut cepen-
dant encore considérablement simplifier. Pour abréger,

| -

—
i
e e

l)OSOlIS
! 1 T
- 1 = — "= apy.
by CVy P
I 1
(51) (— o —— == .
Vs ajy, P2
1 1
- = - = CP3.

—_——— —
Vayy o by

et considérons p,:p,:p; comme coordonnées d'un
point P. Entre l¢ centre d’homologie O et ce point P, il
existera un rapport simple que nous exposerons d’abord.
On déduit de I'équation (31)
1 I I
Pl Tl (—ap1—bpy+ cps)

t(apy—bps~+cpy) i (apy + bps — cp3).
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SiO' ou z,, 2., zy est le point conjugué isotomique
de O par rapport au triangle ABC, on aura

i L

VieVa Vo= —— @ 75— | —
TR a?zy " bz, " ctzy’

par conséquent,

_ —api+ bpy =+ cps

(32) < @
apy—bps—+cpy | apy -+ bpy — cpsy
) b ' c )

Soit P’ le point conjugué isotomique de P et soient
P, P,, P} les points d’intersection de AP, BP', CP’
avee les cotés opposés du triangle ABC. Si I'on trace
enfin les droites By Gy, CyAy, AgB, passant par A, B, C
paralleles a BC, CA, AB, le point O’ sera le point d’in-
tersection des droites A P, B, P,, C,P;. En eflct, les
équations de A, P}, B, P, sont

az(bps — cp3)+02pexy — 2 pyx3 = o0,

—a’pyxry —bxy(cps—ap))+ c2psry =o,

Qou I'on tire des valeurs de xy, ,, a3 égales a celles de
Zy, 3a, 33 dans I'équation (32).

A Taide de la substitution (31) les relations (22) et
(30) sc réduisent aux suivanles
(33) § 30 — huv)(ap;—+ bp, + cp3) i

{ —pip(e—0bL)—pyv(a—cp)—p3h(b—av)=o.

(y PL—YP2tYhps _ pa— hpatpypy _ ps— ppy-- pyps

31) =/ — = .

H. N
En désignant chacune de ces fractions par H, de sorte
qu’on ait
pPr— v p2+ vA P3= )\I{,
pr— hpy+dup = pH,
Ps—ppi+ v pa=v H,
il devient facile d’exprimer py, pa, p3 en h, w, v. A cet
Ann. de Mathémat.. 3¢ série. t. XI. (Avril 18g2.) 10
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effet, multiplions la seconde équation par v et ajoutons
a cce produit la premiére équation. Si I'on pose encore,

afin d’abréger, .

—_— ==
U+ Ay *

on trouvera

(3%) pr=ve(h~+w), pr=e(p-+vh), py=e(v+hp)
et enfin, en substituant ces valeurs dans I’équation (33),
(36) a(h— )+ b(p—vh)+c(v—Ag)=o.

C’est done la condition & laquelle X, u, v doivent sa-
tisfaire, afin qu’il soit possible de construire des trian-
gles abe homologiques a2 ABC. dont les cotés sont pa-
ralléles a), u, v, tandis que les sig points d’intersection
des cotés non homologues des deux triangles sont con-
cycliques.

Passons maintenant & la seconde maniére de déduire

ces résultats des équations (20), (29).
De la premiére des équations (20) et de la suivante

(ady—ed, + ;) (d3—cad1— ;)
Vs M

= (I)dl —ad, + %) <[)d,—a(1»3~ :i )’
R

J2)

appartenant au syst¢me d'équations (29 ), on conclut
Pi ) 9)5

bdy— ad,—+ 7) =0

Ji

o Lo 1 a
(37) a(l:,*c(ll-—-)—3 = — )\<1)(l|—a(12-— }’7)‘

En supposant que la premiére des équations ait licu
et que X ait une valeuwr guelconque, on déduit des sys-

témes (20), (29),

3

ad, -ecd) - —- =0
)i



it

( 13

)

C
J2

cdy— bds + =0

ou

(‘(12——- [)d3— i = 0.
NE)

L’une et 'autre de ces derniéres suppositions rend
impossible de trouver des valeurs finies pour yy, ys, 5.
I faudra done conclure que I'équation (37) doit étre
satisfaite.

De cette équation et de la premiére des équations (20)
on pourra maintenant tirer les valeurs 8e ady; — ed,,

bd, — ad,

bdy— ady= ' [x <_‘i + i>- oy ﬁ],
M—1 Yio s )2 Ve

I a b ¢ a
ady— cd, = — )\<-—+—-)————\?—].
A2—1 Y2 N Ji V3

De méme on pourra déterminer cdy— bdy, bd,— ad,

de la seconde des équations (20) et de la relation

(c(lz— bdy + —(‘-> <cdg— bdy— ﬁ)

\ Y Y3
= <l)a’,— ad, + —b—> <11(11 — ad, — ﬁ)
g Y2

. ' .
appartenant au systéme d’équations (29). On trouvera

[ c b a b]
d———— d.,: —_ - — ) —_—— — 2 {.
b —ady pr—1 [H <7a ,}’a) 7 U

De cctte maniére on obtiendra pour chacune des

guantités
cdy— bdy. ads—cdy. bdy— ad,.



deux valeurs qui sont

[

Cdg———bd:,—_— 3 [z_l<.t_l_.+ g)_i_pi_c_
pE—1 VTN 41 Y3 Yl

I [ a b c ]

Vi1 Y3 V3 Y2

¢ a’l

ad;-—t‘d1= .' v(.li.+

(38) el f ) o 73
= 7&<—-+ >_..£._)\21 ,
M—1 | \n 1 73
bdy— ady = —2|—- £ _.>_i_.)\2£
22— " \y1 "y e 71
1 [ c b a I/
= 3 1+ —_ - — )= — — n2 —,
' =L\ D2 Y3 Y

ct qui permettent d’en déduire encore une roisieme.
A cet effet, prenons des équations (38) les deux sui-
vantes

ady— edy = —— )\<ﬁ A DA P
A2—1 X1 Y2 Y1 Y3

\
bdy— ady= — [x(£+i‘. _i_;ai’_];
AR —1 Yo Y NE 1

multiplions la premiére par b, la seconde par ¢ ct ajou-
tons les produits. En ayant égard aux équations (31), on
obtiendra

cdy— bdy = )\21):‘ (e —bX)(py— kpa).
(39) ‘ ada—rd,zTff_l-‘(a—csx)(px—xlpﬂ-

bd, — ad, = ,—z% (b—av)y(ps—vp).

Des équations (38) on conclut encore, aprés quelques
réductions

RUPs— wpi+ wypr)== v(pa— vp1 -+~ pvps),
(40V D v(py— vy pa+ vk p)=h(p3— hpa-+vipy).
h(pa—hpy-t dppi)= w(pi— ups—+ hups).
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relations qui ne sont pas indépendantes 'une des
autres, parce qu’en éliminant p,, p,, ps on arrive a une
identité. De deux quelconques de ces équations, on
peut tirer les rapports p,ipatpsy on arrive de cette
maniére a

Pripaipa=(h—4 ) i(p+vA)I(v+ Ap),

c’est-a-dire aux équations (33). A I'aide de ces relations
on peut ensuite trouver

P3— Apr=v(1—A%)y, veis

résultat qui nous permet d¢ mettre les équations (39)

sous la forme
cdy— bdy = vbev (bA — ¢).

(41) , ady— cd; = vcal(cp — a),
(. bd,— ady= vabu(av — b),

d’ot I'on déduit, d’apreés une méthode souvent déja em-
ployée, la relation (36) entre A, u,v.

Des formules (41), on peut encore tirer des valeurs
de d,, dy, dy renfermant une quantité indéterminée u,

savoir
/ av
d,:ua-ﬁ—?[l(a—c‘u)—p(b——av)],
by
({2) ‘ d2=ub+—3—[p.(b—av)—v(c—b)\)],
dy= uc + %‘) [v(c —b))y— ha—cp).

L’équation (36) a une signification géométrique assez
simple. En effet, soit A’ le point d’intersection de la di-
rection A avec le coté BC, et soient l3, [Z les perpendi-
culaires abaissées du point A’ sur AG, AB. On aura
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D’aprés I'équation
b} + cld = 2,

on trouve

. 2AA jo 23

6T T e —b’ T e—0bha
De la méme maniére, on peut exprimer 4,8, 2,15 en
fonction de p, v, d’ott 'on déduit facilement

W1+ 1505+ 110
4A
T (bh—c)(cp—a)(av—0)

[a(h— )+ b(pn —vh)+c(v—2Ap)].

L’équation (36) exprime, comme on voit, que la fone-
tion
Wl + 15+ 1212

s’annule. La condition a laquelle les directions %, u, v
doivent satisfaire est donc que la somme des produits
des deux perpendiculaires abaissées sur chacun des co-
tés du triangle ABC des deux points d’intersection de
ces directions avec les deux autres cotés s’annule. 11 est
aremarquer qu’il faut regarder le produit de deux per-
pendiculaires comme négatif, si elles tombent sur le
méme cOté, en sens contraire. Il s’ensuit que les points
A, I, ¢/ ne peuvent jamais étre situés sur les cotés eux-
mémes tous a la fois, ni sur les prolongements de ces
cOtés tracés dans un méme sens en parcourant la péri-
phéric du triangle d'une maniére convenue. '

On peut demader de déterininer yy, ¥, ¥, si A, T
v sont donnés, ct inversement. Le premier probleme se
résout facilement a I'aide des formules (31), (35). On
trouvce ainsi \

1 ~
-2 = (hu—Acv--au)=¢i(0r+cu— a),
)y
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par co llSé(]llcllt,

T S |
A y3~—a(bp.+0v auv):b(ev-+ak—byld)
(43) re(ak+byp—cuv)
=al(bv+cp—a):bu(ch+av—b)
\ tev(iap+bh—c).

Afin de trouver la solution du probléme inverse, nous
remarquons que, d’aprés (35), on a

77 2 AT P — pli\/])%——-(l.
(44) A2 dpv = A 5 ou )\__————20 ;

si, pour abréger, nous posons

fhpver = 2.
La multiplication des valears de %, u, v ainsi obtenues
fournit

_ (p=Vpt=a) (patvpi =2 (ps = Vpi—2)
2%

(Y
et ensuite, d’aprés (44),

y = (VP =) (pyx Vpi—2)

a
(43) Hz(pax\/m)a(pﬁ_‘/;?—:),

v = (P1¢ \/l;%_'—:a)(l’z$ ‘/Pg'— “),
\ a

de sorte que A, 1, v sont exprimées en fonction d’une
scule variable a, laquelle, elle-méme, est déterminée par
I’équation

(i6) aypi—a+bypi—a+cVpi—a2=o,
qui s’obtient en substituant les valeurs de %, 1, v dans
la formule (36).

On en peut conclure qu'a un systéme déterminé de
valeurs %, 1, v,un seul point y,,y,,; correspond, tan-
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dis que a un systéme déterminé de valeurs dey,, ¥a, y3
plusieurs systemes de directions A, w,v correspondent.
L’équation (36) peut étre mise sous la forme sui-

vante @
('_L vl _LY=
® vl) v R}L)—o’

1 1
a (— — ———> +b
A v
d’ou il suit que, si un systéme de valeurs de X, u, v sa-

tisfait 4 I'équation (36), il en cst de méme des va-
1 1 1

v =y -

leurs

\
Soit 3, 5%,95 le centre d’homologie correspondant

NI B

aux directions <5 =, ~-

Ay

On aura, d’aprés la formule (43),

IR

7

3’1.7'2';1

a/b ¢ ) b/c a c/a b
s(—-+—-—a)i=(s+—-——0b0):=(-+:—c¢
PA (v " p.<)\ v ) v<p. A )

=a(bp+cv—ap):blcv+ah—0bvd):c(ah—+—bp—chy)
L T

Yy s

Il

. . ’ ’ ’
ce qul montre que les poInts 34, 22y 33 €L ¥V 5 900 Vs
comcident. De la ce théoréme :

8i Uon trace des triangles abc jouissant des pro-
priétés suivantes :

1° Les cités sont homolvgiques & un triangle fixe
ABC, le point O étant le centre d’homologie;

2° Ils sont paralléles aux directions hy p,v;

3o Ces cotés determinent sur les cétés non homo-
logues du triangle ABC six points concycligues;
tout triangle jouissant de la premiére propriété et dont

es cotes sont paralléles aux conjugués isogonaux des
les cot ¢t parall J] S
directiong A, &, v par rapport autriangle ABC, jouira
aussi de la troisi¢me.
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Des simplifications considérables s’obtiennent si I'on
exprime les quantités A, p, v en fonction des angles sous
lesquels les directions désignées par A, i, v rencontrent
les cotés du triangle ABC.

Soit ©; l'angle entre la direction X et le coté AB,
gqu’'on regarde comme positif, si le sens de la rotation
du coté AB vers A coincide avee celui de la rotation qui
fait tourner AC vers AB. Désignons de méme par 9., 95
les angles entre BC, CA et les directions w, v. On aura

sin(o;+ A) sin(os+ B) sin(93+ C)
A= L p=—", v ot
sin ¢y sin o, sing;

Substituons ccs valeurs prises sous la forme
A =cosA + coto sinA, @ = cos B + cot o, sinB,
dans I'équation (36). Aprés quelques réductions, on
obtiendra
COLo, colgs -+ COLug COLYy -+ COLly COto, =1,
d’ou il suit facilement
(48) 01+ P+ Q3= mm (m entier).
Nous parvenons ainsi a ce théoréme intéressant :

8¢ trois directions 2, p, v sont telles que la somme
de leurs inclinaisons sur les cétés d’un triangle ABC
(ces angles étant pris dans un sens convenu) soit un
multiple de =, il sera possible de tracer des triangles
homologiques au triangle ABC par rapport a un centre
d’homologie déterminé, ayant leurs cotés paralléles
aux directions \, v, tandis que ces c6tés coupent les c6-
tés non homologues de ABC en six points concycliques.

Par les deux équations (36), (48) exprimant la méme
condition, on est conduit a ce théoréme :

Si, sur les trois cétés BC,CA, AB d'un triangle ou
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sur leurs prolongements, trois points A', B', C' sont pris
tels que la somme des angles BAA', CBR', ACC/, pris
dans un sens convenu, soit un multiple de =, la somme
des produits des deuwx perpendiculaires abaissées de
B, C' sur BC, de C'y A’ sur CA et de A/, B’ sur AB de-

vra s'annuler.

Voici une démonstration directe de ce théoréme :

Soit ( fig. 2)

?1—3—?2—’— ©3 = 2T.

Fig. a.

a

On trouve facilement

1

,____Csing
P = mm—ay
i a sin o,
CB'= sin(C — o)’
,_ bsingg
AC= sin(A —o3)’

. /
(i9) cyr bsin(A o)
T sin(B—uoy)
__csin(B +49,)
sin(C — o3)
asin(C + o3)
sin(A — 03) )

AB' =

| BC'=

Or, R-¢étant Ie rayon du cercle circonserit au triangle
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ABC, on aura

BC'.CB’ CAAC AB'.BA’

4 R?
10 1610 4 (1] = .
abc( a‘a bt ¢ c) a I b -+ c

Dans le sccond membre de cette équation, substituons
les valeurs de BA’, CB', . ... Aprés la réduction de cha-
cune des fractions au dénominateur commun,

sin(9;— B) sin(¢,— C) sin(p3— A),
on oblient comme numérateurs
asin(B—o;)sing, sin(C 4+ ¢3)
ct deux autres provenant de la précédente par une per-
mutation cycliquedea, b, ¢; oy, 01, ¢3. Il est d’ailleurs
facile de démontrer que la relation
asin(B — o) sing, sin (G —+ o3)
= 5 cos(m +1)w[cos2C —cos2B
! -+ €052 01— €05 293— COS2 (A + @)

+ ¢082(B +99)—c052(C — 93 )+ cos2(A — ¢3)}

a lieu. Il s’ensuit que la somme des trois numérateurs
s'annule, ce qui démontre le théoréme.

Les valeurs (43)de y4, s, ys se changent par I'in-
troduction de @y, 92, 93 en
S . . . . . .

(50) —:—:1— =sino;sin(A -+ ¢,):sing, sin(B + ©y):sin gz sin(C + ¢3).

Yi Y2 Y3 .

Afin de déduire de ces équations 9,, ¢, 3, les coor-
données ¥a, 3 ¢tant donndes, posons

VAR ETIVE )

. . m
singysin(A +91)=— —>
4 2y‘

. . m
singy sin(B +4- ¢2) = — —
; 272

m

cinzy sin (€ - 24)

I
I

—
2%3
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ou
( m
cos(2¢;+ A)=cosA + —,
1
- m
(51) « cos(29s+ B) = cosB +3’—,
2

: m
cos(203+ C)=cosC + —,
:
Y3
équations par lesquelles m est facilement déterminé. En
eflet, on a
2(91+ G+ ¢3)+ A+ B-+C
m m
=arc cos <cos A+ ——) ~+ arc cos <cosB + —)
Y1 Y2
m
-+ arc cos (cosC -+ ——) =(2m-+I1)= .
\ Y
En prenant le cosinus des deux membres de la der-
nicre équation, on arrive, aprés division par m, a
. . -
Péquation (52)

m?2 m /1 I i cos A cosB cosC
VSRS NE] 2 Vi 0 Yi Y23 Y31 F1)2
sinBsinC sinC sin A sinA sinB
—+ T -+ =0

-
' Ma X2 Y3
L valeur m: = o donue
or=k= ou or=hkm—A;

cela veut dire que AA’ coincide avee AC ou avec AB. De
méme BB, CC’ coincideront avee AB, BC ou avec BC,
CA respeciivement. C'est un cas particulier que nous
considérons plus tard.

De T'équation (52) on tire ensuite pour m deux va-
lears, dont chacune fournit d’aprés (51) deux valeurs
de 94, 92, 3. En général donc i un seul systéme de va-
leurs pour 3, 372, s quatre directions A, u, v corres-
pondent, qu’on pourra réunir de plusicurs maniéres a
des syslémés de directions %, &, v.
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L.a construction suivante peut scrvir a déterminer le
centre d’homologie O, les directions X, u, v étant don-
nées par AA’, BB/, CC'. SoitD (fig. 3)le point d'inter-

scction des droites AA’, BB et DG la tangente en D au
cercle circonscrit au triangle ABD. Cectie tangente
coupe BC en G, AC en I'. Par ces points G, I' tragons
des droites paralléles a4 AB rencontrant AD, BD en P, Q.
Je dis que le point O est situé sur CP ou CQ. En effet,
les perpendiculaires abaissées d'un point quelcenque de
la droite CP sur BC, AC sont proportionuelles &
PG sinB, APsin(gy+ A)
ou a

— DG sin(9;+ B)sinB, AP sing; sin(o;+ A).

Or, comme PG est parvallele & AB, si U est le point
d'intersection de BD ¢t PG, on aura

AP:PD =BU:UD,
et cnsuite
BU:UG =sinB: —sing,;

par conséquent,

AP:PD =UGsinB:—UD<ing,.
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1 aillears la similitude des teiangles UDG, PDG donne
ULG:CD =DG:DP,
de sorte qu’on obtient

AP:PD = DG «inB3; — PDsine,
on
AP :DG =sinB: — sinv,.
Enfin le rapport des deux perpendiculaives abaissées
d’un point de Ja droite CP sur BC, AC devient

singg sin (g~ B):sing; sin(o;+ \).

On trouve le méme rapport pour les perpendiculaires
abaissées du point Q sur BC, AC, d’ou il suit que les
points G, P, Q sont sur une méme ligne droite passant
par O. En partant de BB’, CC’ on pourra trouver une
seconde droite, sur laquelle O devra étre situé.

Nous passons maintenant a la considération de quc]-
(ques cas particuliers :

1° 0y =DB, 9,=0C, 9,=A valeurs qui satisfont a
P'équation (48); les directions X, g, v sont maintenant

pavalleles a BC, CA, AB. Ontrouve

L L : L —sinBsinC :sinCGsinA : sinA sin B,
Y1 Y2 s
J1iyaiyz=aibe,
ce qui veut dire que le centre d’homologic coincide avee
le point de Lemoine. Nous sommes arrivés ainsi au
théoréme connu de M. Lemoine.
2° 5, =0, 9,=A, 93==B. Les directions %, u, v
sont antiparall¢les a BC, CA, AB.
On trouvera que le centre d'homologie coincide de
nouveaun avee le point de Lemoine. On a done ce théo-
réme :

St Don trace des triangles abe /lomo[og{(/uos aun
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triangle donné ABC, le point de Lemoine du dernier
étant le centre d’homologie et les cités de abe étant
antiparalléles @ BC, CA, AB, les points d’intersection
des cétés non homologues des triangles abe, ABC
seront concycliques. (A suivre.)



