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NOUVELLES ANNALES

E

MATHEMATIQUES.

SUR L’ELIMINATION;
Par M. H. LAURENT.

Je vais faire connaitre une méthode d’élimination qui
permet d’écrive explicitement la résultante de deux
équations, sans méme qu’il soit nécessaire de faire in-
tervenir les coeflicients de cette équation.

Pour former la résultante des deux équations

o(@)=0, Y(@)=o

des degrés m et n okt m2n, on désignera par ay,
Qay « .y @m des quantités numeériques quelconr]ues, on
posera
cij':.9(aj)44(a,-)-~~?(a,»)dg(aj) _
a/ — a;

Cii = (f’l(ai)q’(al')— ?(at)‘?’(ai),

Cjiy

et la résultante sera
S eiCe. .. Copm = 0.
Démonstration, — Posons

F(,z):(x——a,)(x—ag)..‘(x "'(1/“)7
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La formule d'interpolation de Lagrange donne

ol@)Y(a) —Y(r)olay)
(1) T T e

r r e B
= i1 51— Ciaga He -7 CimSme
£ = A

Si nous désignons, en général, par G ce que devient
unc fonction G de x quand on remplace x par une ra-

cine aj de z(x)=o, la formule (1) deviendra

'!J(J‘j\'f'("/) L SR 1 S e i £
- = (13 -+ Ci2%y T Com S 0
£y g

ce qui montre que le déterminant D des quantités
Yo (a) . , . .
= —Lf%—’— estle produit du déterminant € des quan-
J T

titds ¢;; par le déterminant X des quantités £, ainsi
()
Or on a

D = GX.

~ D= c—nmb(ry)bies).. .Yz,

) , Hoatu)e(dy) . o(dy)
| P\ R '
Al Ly —— Ay Io—dy Xy — (1,,, ’
()N = Fer)Firy). .. F(‘T”i i 1 1
F'lan P (a. .. Fiw,,) o —ay .1',,, et

ct

F(J‘,)l' (ra). .. L‘(_rm) = ooy )?(42)' . ?(a/u) T’ _ (——l,)lnv
Ay désignant e coceflicient de 2 dans s(r); done

Y = ()b Ul T .
0 ¥ (1) r'\'r'-')""‘-”""’l)I‘ (al)F (”2)-.. l'ﬂ(((m>$m'

C = o est done bien la résultante,

Ifemm'z/ues. —

0 1
1 On a supposé (ue

i l g ayy Aa,
ctatent des nombres; si ces quantités dé

s e

pendaient des
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cocfficients de o et 4, la résuliante scrait

C=o,

Fl( al) F’ (a’:!)' . (am)‘

2° Les propriétés connues relatives au degré de la
résultante sont évidentes sous la nouvelle forme que
nous venons de faire connaitre.

3" Enfin la méthode que nous venons de donner
peul etre généralisée et étendue a un nombre quelconque
d’équations.

4° La racine commune s’obtiendra cn résolvant les
équations

Citiy oo Cimbim = 0,
qui sont, en général, au nombre de m — 1 distinctes.
L’un des § étant connus, on en déduit x, ete.

ERRATA AUX TABLES DE LOGARITHMES DE SCHRON.

Page xi, ligne 35 (colonne 1), au liew de (p. 8), lises (p. xu).

ERRATA AU RECUEIL DE FORMULES DE HOUEL.

Pages. Lignes. Au licw de : Lises :
XIX. ... 14 45,4875 §A895
. I'(2n —1) I'(on-i-1)
XXVIL. . 2 2 (1) 2" (1 1)
, I'(2n--1) F'(2n-1)
XXVIL.. il 27 [ 1 (n—1)]? 20 [T (n+1)]?
1--Thu 1-+~Thu
XXXI.. . 22 (colonne 1) P T

1 Tha 1— The
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LA METHODE DE GRASSMANN (');
Par M. E. CARVALLO,

Examinateur d’admission a I'Ecole Polytechnique.

J'ai montré dans deux Notes (2) le parti qu'on peut
tirer de cette méthode pour la théorie des détermi-
nants. On verra ici comment cette théorie, telle que je
I'ai exposée, découle naturellement de la Géométrie.
Mais le présent travail a une portée plus haute. En effet,
Pecuvre de Grassmann est aussi pen connue que qua-
lifide de magistrale. Magistrale, clle Pest par la profon-
deur de la pensée, par la correction et la rigueur du
style, par la puissance de la méthode créée. Elle syn-
thétise les théories connues de Mécanique et de Géo-
métrie el sa place, je veux le montrer, est a la base de
Penscignement élémentaire. Cependant clle est peu
counue. Cest que, a ¢oté de mon adwmiration sans ré-
serve pour le savant, j'adresserai au professeur une cri-
tique fondamentale. M. Hermite, dans son enscigne-
ment profond, se plait a montrer que les Mathématiques
sont du domaine des Sciences naturelles. C’est un grand
attrait pour ses auditeurs de savoir qu’il va leur mon-
trer des faits mathématiques découverts par I’ Analyse et
non pas créés par I'imagination du savaunt. Tout au
contraire, Grassmann, comme s’il prenait a tache de
vous décourager, proctde de 'abstrait au concret, de la
convention au fait naturel. Il déploic un volume de
puissants ellorts pour établir un calcul en apparence

(") Die Ausdehnungslehre. Berlin, 1862,
() Vovvelles Annales, 3¢ série, t. X; mai et aout 18g1.
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arbitraire sur des symboles dénués de signification, et
cela avee quel luxe de mots nouveaux! Par miracle, ce
calcul s’applique a la Géoméirie. Mais il faut encore
autant d’eflorts pour le voir avec Grassmann qu’il en
faudra au lecteur pour fonder avec nous la méthode sur
des considérations de Géométrie élémentaire. De lui-
mcme, il fera abstraction dela signification géométrique
des symboles et possédera les régles abstraites de Grass-
mann, pour les appliquer a I’Analyse. Je rends hom-
mage aux importants travaux de MM. Caspary (') et
Péano (*) qui m’ont suggéré ce travail. M. Péano, s’in-
spirant du calcul barycentrique de Mobius a cu I’heurcuse
idée de baser son exposition sur le volume du tétraédre.
Je me suis empressé d’adopter ce principe. Mais mon
exposition diflére pour le reste de celle de M. Péano. Je
ne saurais trop conseiller au lecteur de lire son livre.
Ma Note lui servira d’introduction. Il trouvera dans le
livee des développements et des applications qui n’ont
pas icur place dans un simple Article. Il reconnaitra
avec satisfaction que je me suis formellement imposé de
justifier les définitions, d'en préciser dés I'abord la
signilication intime, puis d’exclure les mots et les sym-
boles nouveaux. Le langage ordinaire suffit.

I. — Formes géométriques. Définitions et régles de calcul.

1. Sens Er sionNE p'un TETRAEDPRE. — Pour définir le
sens d'un tétraeédre ABCD, J’imagine un mobile parcou-
raut dans le sens ABC le contour formé par ces wrois
premiers points, puis un observateur placé debout sur

(") Journal de Kronecker,t. C.— Bulletin des Sc. math., 2°sé-
rie, t. XI, 1885, et t. XIII, 188g.
(*) Calcolo geometrico. Turin, 1888.
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le plan de ce wiangle, a Pintéricur et la téte du coté du
point D). Suivant que cet observateur voit le mobile
tourner de droite & gauche ou en sens contraire, le té-
tracdre a le sens direct ou rétrograde. Par ABCD, je

désigne le volume du téiraédre précédé du signe + ou —-
suivant qu’il a le sens direet ou rétrograde. Dans le cas
de la figure, on a

ABCD = - vol. ABCD.
BACD = — vol. ABCD.

On constate que Pexpression ABCD change de signe
quand on échange deux lettres conséentives, A avee B,
B avee C, ou C avee D). On peut done ranger les lettres
dans tel ordre que T'on veut par une suite d’échanges
entre deux lettres consécutives, chaque échange étant
accompagnué d’un changement de signe. Je vais mainte-
nant délinirv trois entités ui permettent de représenter
des points, des droites et des plans. Je les appelle res-
pectivement formes du premier, dewxicme et troisiéme
ordre.

2. Formes pu prEMIER orprE. — Pour définir une
forme du premier ordre, je considére des points A,
A’ ... et des nombres correspondants m, n/, ..., po-
sitifs ou uégatifs, appelés masses. Enfin je prends un
wiangle arbitraire ct variable PQR et je considére le
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volume
(1 MAPOR + m' A'POR ~+. . ..

C’est unc propriété de I'ensemble des points A, A/, ...
de masses m, 'y ... de doumer au volume (I) une va-
leur déterminée pour chaque triangle PQR. Si, quel que
soit ce triangle, un deuxiéme cnsemble ey Ay my As, L.
donne pour la somme ny Ay PQR + my Ay PQR +. ..
le méme volume que le premicr ensemble, les deux en-
sembles sont équivalents a I'égard de cette propriéié.
L'entité  géométrique abstraite  de Pensemble mA, -
m'A', ..., et communc a tous les ensembles ainsi équi-
valents, sera bicn représentée par le symbole

(1) mA +m'A'+...,

qui résulte de (1) en supprimant Péeriture du triangle
arbitraire PQR. Je Pappclle forme du premier ordre.
La condition pour que la forme (1) soit équivalente a
la forme my Ay -+ ma Ay . .. est que Dégalité

(1) mAPQR +m'A'POQR-+...= m A PQR - ms Ny POR+.LL

soit satisfaite pour tout triangle PQR. Cette condition
sera bicn exprimée par la formule

(1) mA =N o= A= Ay L

Je dirai que les deux formes sont c'gal«s.

3. RicLes pe cancvr. — La premiére égalité (1) est
algébriques; la deuxiéme (1), symbolique, n’en diflére
que par Péeriture du triangle arbitraive PQR. Il en
résulte que toutes les régles de PAlgebre relatives au
calculdes polynomes s’appliquent a la forme (1) eval’é-
galité (1), en regardant les petites lettres m comme des
nombres ct les grandes lettres comme des facteurs litté-
raux. Par excmple, dans Uexpression (1), on peut ré-
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duire deux termes semblables, ¢’est-a-dire, remplacer
mA + nA par (m+ n)A. Cela revient en cfict a rem-
placer mAPQR+ nAPQR par (m—+ n)APQR dans
Vexpression numérique (1). J'emploierai aussiles mémes
dénominations qui sont employées pour les polvnomes
algébriques.

4. Fxemrrr. — Considérons deux points A ct A’ et

le milien C de la droite qui les joint, je dis que 'on a
A+A'=20C.

Il suffit de vérificr que, pour tout triangle PQR, on a

P wnlne
APQR - A’POR = »CPQR.

Or les wrois tétraédres de cette formule ont méme
base PQR. La hautcur du troisiéme est moyenne arith-
métique entre les deux autres (1), Le troisiéme tétraédre
est done bien égal a la moyenne arithmétique entre les
deux autres, comme exprime la derniére égalité.

Cet exemple suflit & faire comprendre qu'une forme
du premier ordre représente généralement un  point
muni d’une masse. En Mécanique, elle représente la
gravité d’un ensemble de points pesants, en particulier
le centre de gravité muni d’une masse égale @ la somme
des masses des poinls composants.

L’égalité (1) signitie que les deux systémes considérés
ont méme centre de gravité et méme masse totale. Ces
considérations justifient le nom de masse donné a m,
m, ...

Formes pu pevxikve orore. — Jappelle forme
du deuxiéme ordre et je veprésente par le symbole

(2) mAB +m'A'B' =+

(") Ces hautcurs, bien entendu, sont susceptibles d’un signe.
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Ientité abstraite de I'ensemble formé par des segments
AB, A’B', ... munis de¢ masses m, m/, ..., et qui est
commune & tout ensemble m, A, By, m;A,B,, ... pour
lequel I'égalité
A1 mABPQ +-m'A'B'PQ ... = ny Ay B PQ + m A. B, PQ +...
est satisfaite quel que soit PQ. La condition numérique

(11) s’écrit symboliquement, en supprimant I'écriture
du segment arbitraire PQ,
(2") mAB—+m'A'B' +...=mABy+mygA;By+. ...

En Mécanique, I’égalité (II) représente le théoréme
des moments des forces m AB, m'A'B/, ... pris par rap-
port & Paxe arbitraire PQ. Ainsi la formule symbo-
lique (2) représente la condition d’équivalence de deux
systémes de forees et la forme (2) Deffet mécanique
d’un systéme de forces appliquées a un corps solide.

6. Forves nu Troisikme ornre. — Jappelle forme
Pl .

du troisieme ordre el je représente par

(3) mABC -~ m'A'B'C' +. ..

Pentité qui est commune a Pensemble des triangles
ABC, A'B’'C/, ... munis de masses m, n/, ... et a tout
ensemble m A B,Cy, myA;B,C,, ..., pour lequel
I'égalité

(HI) mABCP+m'A'B'C'P+...=mA(B;CP+myA; B, C, P —+...

est satisfaite quel que soit P. Cette condition s’écrit
symboliquement

3)Y mABC+m'A'B'C+...=mA B Ci+ myA,B,Cy+....

On verra qu’une forme du troisi¢me ordre représente,
en général, un plan muni d’un sens et d’'une masse.

7. RikcLEs POUR LE cALCUL D'UNE FORME. — Les régles
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pour le caleul des polvnomes algébriques s'appliquent
aux formes (2) et (3) comme aux formes (1). La dé-
monstration est la méme (n° 3). Nous emploierons
aussi les mémes dénominations. On pent éerive les
termes d’une forme dans un ordre arbitraire, ajouter
ot retrancher un méme terme, réduire les termes sem-
blables, etc.

Iy a cependant cette différence qu’ici P'ordre des
points dans chaque monome influe sar son signe. Ainsi
I'on a

mAB - nBA = m AB—nAB =(m — n)AB.

C’est une conséquence de la définition du signe d'un
tétracdre. En effet, cette définition entraine Iégalité
namérique _

ABPO = — BAPQ;
par suite, d'apres la délinition d’une forme du second
ordre (n" 5:),
AB = - BA.
11 en résulte aussi les formules

AN =0, AB=A(B=2A).

dont nous ferons un fréquent usage.

8. Muervienes BT sovs-vuLTieLES. ADDITION ET Sous-
rracrion. — Multiplier nne forme par un nombre quel-
conque,  positif on négatif, ¢’est. multiplier par ce
nombre chaque terme de la forme. Ajouter plusicurs
formes, c¢’est réunir dans une scule forme tous les
termes qui figurent dans les formes proposées, en con-
servant leurs signes. De ces notions résultent celles de
la division par un nombre et de la soustraction des
formes. A Taide de ces opérations, on pourra former
unc fonction linéaive homogéne de plusicurs formes de
meéme ordre. ‘Toutes les régles da caleul des polynomes
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algébriques s’appliquent a ces opérations, pourvu qu’on
tienne compte de Vordre des facteurs littéraux (n° 7).
La démoustration est celle du ne 3.

9. MULTIPLICATION DES FORMES DONT LA SOMME DES
ORDRES NE SURPASSE PAS 4. — Je considére, par exemple,
les deux formes

(1) mA 4+ m' A+ m"\",
(2) pBC—+p'B €.

Jimagine que les symboles (1) et (2) représentent
des polynomes algébrigues et j’effectue la muliiplication
du premier par le second d’aprés les régles de TAl-
gebre, en respectant toulefois Uordre des facteurs
litteraux. Jobtiens

3) ; mp ABC — m'pA'BC + m"pA"BC
J

[ -=-mp'AB'C = m/p’A'B' ¢ m"p" A"B'C.

Ce symbole peut représenter une forme du troisiéeme
ordre. Celte forme, & cause de son origine, je appelle
le produit des formes (1) et (2).

10. Ricres e ciLern. — 1° Pour s’assurer de 'in-
térét de cette notion, on doit constater que le produit
ne change pas quand on remplace les formes (1) et (2)
par des formes égales. Cela est facile.

Remplacons en effet Ja forme (1) par la forme sup-

posée égale
(1) my Ay m, As.
Le produit de (1Y par (2) sera

mipAiBC + myp Ay BG

3 = p A B C = map Ay BCL

Or la forme (1) élant égale a (1), on a d’apres la dé-
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finition de cette égalité (n* 2) les deux égalités numé-
riques
mABCR = m'A'BCR + m"A"BCR
= m;A{BCR -+~ m», A; BCR,

MmABCR-+-m'ARCR-=-—m"A"B'C'R
=miA B CR 4+ I)loz\) B'C'R,

ou R est un point arbitraire. J'ajoute membre 4 membre
ces deux c¢galités apres les avoir multiplides respective-
ment par p et p. Jobtiens une égalité numérique qui a
lieu quel que soit R. Celle-ci exprime que la forme (3)
égale la forme (3), (n® 6). De méme on peut remplacer
la forme (2) par une forme égale; on peut multiplier
I'une d'elles par un nombre, pourvu qu'on divise
Pautre par le méme nombre.

2* On pourra aussi considérer des pl()dlll[S de plus
de deux formes, pourvu que la somme des ordres ne
surpasse pas 4. Si cette somme égale 4, le produit repré-
sente un volume qu’on peut regarder comme une forme
du quatri¢me ordre.

Cue forme monome peut étre regardée comme le
produait de son cocllicient et des points qui y figurent et
cela de bien des maniéres différentes. Ainsi 'on a, en
marquant par un point le signe de la multiplication,

mABC = m. A.B.C—=mA.BC
_m

AB.pC=—BA.mC....

4* Si, dans un prndmt de formes, on échange deux
fa(,tem‘s conséeutifs d’ordres p et ¢, le produit est mul-
tiplié par (—1)?9. 1l suflit, pour le démontrer, de con-
stater le fait pour chacun des termes du produit déve-
loppé, ce qui est facile.

5° En résumé, les régles du calcul algébrique s’ap-
pliquent & celui des formes géométriques, avec cette
seule différence que, dans ce dernier, un monéme change
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de signe quand on échange deux facteurs du premier
ordre. Cette régle entraine plusieurs conséquences
faciles que nous ne développerons pas. La précédente
(4°) en est une. Nous utiliserons surtout celle du n°® 7.

6° Nous serons conduits plus loin & considérer des
produits pour lesquels la somme des ordres des facteurs
est supérieure a 4. Mais nous verrons qu’un tel produit
est égal a un produit de volumes par une forme du pre-
mier, du deuxié¢me ou du troisi¢éme ordre. L’étude se ré-
duit donc a celle des trois premiéres formes.

Nous verrons, comme il est facile de le prévoir, que :

Les formes d’ordre 1 représentent des points,
» 2 » droites,

33

» 3 » plans,

ces €éléments ¢tant munis de masses qui sont respective-
ment des nombres abstraits, des longueurs et des aires.

Pour faciliter cette étude, il convient d’étudier d’a-
bord le wecteur, forme égale a la différence de deux
points et les formes qui résultent de la multiplication
de deux ou trois vecteurs.

II. — Vecteurs.

11. Tatorive. — Pour que les deux formes A'— A

, . , g . . e e

et B'— B soient égales, il faut et il suflit que les seg

ments AA" et BY soicnt égaux, paralléles et de méme
sens (').

1 La condition est suffisante. — Si l'on considére
le triangle arbitraire PQR, on a

(M A'PQR— APQR =B'PQR — BPQR.

(") Le lecteur cst pri¢ de faire les figurcs. Elles sont tonjours tres
simples.

Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. X1, (Janvier 1892.) 2
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Car ces quatre pyramides, ayant méme base PQR,
sont mesurées par leurs hautcurs (positives ou néga-
tives). De plus, a cause de hypothése sur les segments
AA’ et BB, la différence des deux premiéres hauteurs
égale la différence des deux autres.

L’égalité (I) érant véritiée pour tout triangle PQR,
on a par définition (n° 2)

() AN—A=DB—B.

2 Réciproquement, je suppose la relation (1) satis-
faite. Je peux transporter le segment AA’ parallélement
a lui-méme (1°) de fagon a placer le point A en B;
A’ viendra quelque part en A” et I'on aura

A—A=A—B=B—B8B,
d’ou
A"= DB
On conclut de la que A” coincide avec B' et, par suite,
que le segment BB’ n'est autre qu'une des positions de
A A’ trausporté parallelement a lui-méme.

12. Dérinrrions. — Ce théoréme justifie le nom-de
wecteur que je donnerai a la forme A'— A. Elle com-
porte, en cffet, I'idée d’une direction et d’une longueur,
celles de AA'. Un vecteur dont la longueur est I'unité
sera appelé vectewr unité ou direction. En se reportant
a la démonstration précédente, on voit qu’un vecteur
est égal au produit de sa direction par sa longueur,
coeflicient numérique que jappelle masse. On peut
aussi changer le signe de la masse en méme temps que
le sens dela direction. Pour la commodité, je dirai que
A est Vorigine et A’ U'extrémité du vecteur — A + A,
quoique 'un de ces points soit arbitraire, comme on
vient de le voir (n° 11).
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13. Somme pE vecteurs. — D’abord lordre des
termes est indifférent (n° 3). Je peux aussi mettre I'o-
rigine de chaque vecteur a I'extrémité du précédent
(n° 11). Alors, dans la somme

S=(—A+A)+(—B+B)+(—C+C)...«+(— H+ H),

les termes intermédiaires se détranisent, A’ avec B,
B avecC, ....

Donc

S=—A+H".

La somme de plusieurs vecteurs égale le vecteur qui
a pour origine celle du premier et pour extrémité celle
du dernier vecteur, aprés qu’on a mis tous les vecteurs
bout & bout dans un ordre quelconque.

14. Tutoreme. — Pour que deux produits de deux
vecteurs sotent égaux, il faut et il suffit que, apreés
qu’on a donné la méme origine aux deuwx couples de
vecteurs, les deux triangles obtenus soient dans un
méme plan, égaux et de méme sens.

Soit P Vorigine arbitraire que je donne aux quatre
vecteurs, 1'égalité des deux produits s’écrira

(1) (=P+A)(—P+B)=(—P+A")(—P+B).

Or cette égalité équivaut par définition (n° 5) ala
condition

(1) QP(—P—4A)(—P4+B)=QP(—P+A')(—P+B),
qui contient deux points arbitraires P ¢t Q, ou (n° 7)
ay QPAB = QPA'B".

L’égalité de ces deux tétraédres doit avoir lieu quel
que soit Q; en particulier, pour Q = A’, elle donne

A'PAB=A'PA'B'=o.



( 20)

Donc A’ est dans lc plan PAB; de méme B’ est dans le
plan PAB. Les bases PAB, PA'B’ étant alors dans le
méme plan, la condition (I) exige que ces triangles
soient égaux et orientés dans le méme sens de rotation.
Ces conditions sont évidemment suffisantes pour que la
condition (1) soit toujours satisfaite. Comme elle con-
tient deux points arbitraires P et Q, elle est équivalente
a ’égalité (1). La condition de I’énoncé est donc bien
nécessaire et suflisante.

15. Derinition. — Un pareil produit de deux vec-
teurs, je I'appelle couple, parce que cette forme repré-
sente le couple de forces qu’on rencontre en Mécanique.
C’est ce qui résulte du n° 14, Elle comporte une direc-
tion de plan, un sens et une aire, ceux du triangle PAB.
Elle peut étre regardée comme le produit de cette aire
par un couple unité ou direction de plan. A chaque di-
rection de plan munie d'un sens, on peut faire corres-
poundre la direction de la droite perpendiculaire dans
un sens convenu. On peut done représenter un couple
par un vecteur unité multiplié par une masse égale,
non plus a une longueur comme au n° 12, mais a une
surface. Jappelle ce produit Vaxe du couple. Celte
correspondance entre les couples et les vecteurs rentre
dans le principe de dualité que nous renconirerons plus
loin.

16. Apvrrion pes covrLrs. — Je considére deux cou-
ples; je peux toujours (n° 14) faire en sorte que ces
couples aient un vecteur commun. Je peux alors écrire
leur somme

41 =1+ 1)

Hosuflit done d’ajouter les vecteurs non communs
J et ). De plus, on peut toujours faire en sorte que |
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soit un vecteur unité et que J et J' soient perpendicu-
laires a I (n°14). Les axes des couples s’obtiennent
alors en faisant tourner J et J' d’un angle droit autour
de I. On voit ainsi que la somme des couples a pour axe

la somme des axes des couples proposés. Ainsi :

Pour ajouter deux couples, il suffit d’ajouter leurs
] 5 ptes, ¥/ 7
axes.

Cette régle fait rentrer I’addition des couples dans
celle des vecteurs. Elle rentre dans le principe général
de dualité appliqué aux vecteurs.

17. Tatorive. — Pour que deux produits de trois
vecteurs solent egaux, il faut et il suffit que, si I'on
donne une méme origine @ ces vecteurs, les deux té-

tracdres qu'ils forment soient égaux et de méme

Slgll(t‘.

En clfet, soit P Porigine arbitraire commune. L'éga-
lité des deux produits s’écrit

(1) (P—=A)P—B)(P—C)=(P—A)P —B)(P—C).
Elle équivaut a
(1) P(P—A)P—B)(P—C)=P(P — A" )(P—B')(P—C),

égalité entre deux volumes qui contient le point arbi-
traire P. Or (I) s'écrit

oy PABC =PA'B'C".
.
Cette égalité, équivalente a I'égalité (1), signifie que
les deux tétraédres formés par les trois vecteurs de
chaque produit sont égaux et de méme signe. La notion
du produit des trois vecteurs équivaut donc a celle d’un
volume.
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18. Cororramres. — 1° Dans un produit de trois
vecteurs, on peut choisir arbitrairement deux quelcon-
ques d’entre cux. Leur produit forme un couple arbi-
traire. La composante normale du troisieme vecteur
devra seulement étre égale au quotient du volume
donné par l'aire du couple arbitraire.

2° Une somme de produits de tfois vecteurs égale un
produit de trois vecteurs dont le volume égale la somme
desvolumes représentés par les produits ajoutés.

3° Le produit de quatre wecteurs est nul; car il
s'écrit, en désignant par A et A’ des points, par I, I', 1"
des vecteurs,

(A—=ANITT"=AII'l"—A'ITT".

Or, les deux volumes du second membre étant égaux,
leur diflérence est nulle.

4° Les égalités Al= o0, All'= o, AIl'l= o équi-
valent respectivement 1 = o, Il' = 0, II'l" = o.

in clfet, Al = o, par exemple, peut étre remplacé
(5) par

0=POAl = A(P—A)(Q—A)L

Or, le dernier membre est égal au tétraédre déterminé
par les trois vecteurs P— A, Q — A et], dont les deux
premiers sont arbitraires comme P et Q. Cette égalité
équivaut done i I =o.

III. — Discussion des trois formes.

19. Forwve nuv erevier orore. — 1. Réduction. —
Som la forme
(1) F=nmA+mAs+....
Je prends un point O arbitraire. II vient

V F=(my+nu+ 0 )0+ m(— 0+ Ay)

(2) )

= =04+ A +...=mO+1.
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en appelant m la somme des masses myy, miy, ooy etl la
somme des vecteurs m(— O + A,), my(— O+ A,), ...
obtenue comme on sait.
Deux cas se présentent :
Premier cas : m =o.— I égale alors le vecteur I.
Second cas: mZo. — Je pose

I=— O0+A=m(—0+G).

Le point A s’obliendra par la régle d’addition des vec-
OA

teurs. Le point G seralextrémité du segment OG = —

porté sur OA a partir du point O. 1l vient
(3) F=mO -+ m(— 0+ G)=mG.

G est le centre de gravité du systéme. Pour 'obtenir, il
suffit d’exécuter les constructions indiquées par les for-
mules ci-dessus.

II. Conséquences. — 1° L'égalité (3) s’écrit, en met-
tant a la place de F sa valeur (1),

my (A —G)+my(Ay— G)+...=o.

Appliquée a deux points, elle montre que le point G
est sur Ay A, et partage ce segment dans le rapport
(positif ou négatif)

GAy my

GA, my

Cette remarque donne une seconde maniére de trou-
ver le centre de gravilé en procédant de proche en
proche.

2° Si m, est variable et tend vers —m,, le point G
s’éloigne indéfiniment sur A,A,. D’autre part, pour
my=—m,, myA,+ myA, représente un vecteur. On
peut done dire que le vecteur représente un point a
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Pinfini duns la direction de ce vecteur. Mais il le re-
présente avee un coefficient numérique qui est la lon-
gucur de ce vecteur. En résumé :

Une forme du premier ordre représente un point
munt d’une masse ou un vecteur, c’est-a-dire un point
munt d’une masse & distance finie ou infinte.

20. Torme vu seconp ogpre. — 1. Réduction. —
Soit
F=mA B+ myA;By+....

Je transforme un terme quelconque comme il suit
mAB=mAB—A)=Am(R—A).
Soit O un point arbitraire ct I'le vecteur m(B — A),
j aurai
mAB=Al=(A+0—0)I =0l -}j(A—0)I = Ol + K,
en désignant par K le couple (A — O)I. En faisant la
méme transformation sur chaque terme de IY, il vient

F=0l+K;+ 0L+ Ky+...
=0+l o+ (K4 Ky+...).

Les sommes entre parenthéses peuvent étre remplacées
respectivement par un vecteur I et un couple K (13
et 16). On a donc
F =0l 4+ K.
En Statique, Ol est la résultante de wranslation, K le
couple résultant.

\L. Conséquences.—1° Powr quela formeF=01+K
soit nulle, il faut que K et I soient nuls.

En effet, en multipliant par O les deux membres de
I'égalié

(0 M4+ K=o,
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il vient OK = o, d’olt K = 0. L'égalité (1) donne alors
I=o.
La condition d’égalité de deux formes réduites s’écrira
Ol +K=0T+K=0+0—-0)I'+K
ou
O(J — 1)+ [K—(0'— 0)'—K'] = o.
Cette égalité équivaut, d’aprés ce qui précéde, a
'—I, K=K-=+(0—0Q)L

Ces formules renferment les conséquences qu'on dé-
veloppe en Mécanique. Pour en énoncer quelques-unes,
je suppose que la forme Ol + K est donnée et que O’ est
variable.

2° Pour qu'une forme Ol + K puisse étre réduite a
un couple K', il faut et il suffit que Uon aitl = o.

3¢ Pour gu’'une forme Ol + K puisse étre réduite a
un monéme O'V, il faut et il suffit que Uon puisse
choisir le point O' de facon gue l’on ait K =(0'— O)1.
Pour cela, il faut que le vecteur 1 soit paralléle au plan
du couple K. Le lieu du point O’ est alors une paralléle
menée al, dans le plan du couple K. C’est le cas d’une
forme mAB + m/A’B, ..., lorsque tous les points A, B,
A, B, ... sont dans un méme plan; il suffit, pour s’en
assurer, de prendre le point O dans ce plan.

4° Pour que deux formes monémes mOA, m'O'A’
soient égales, il faut et il suffit que les segments OA,
O'A’ soient comptés sur la méme droite et liés par la
relation algébrigue mOA = m'O'A’.

Ainsi, le mondme mOA représente la droite indéfi-
nie OA munie d’un sens et d’une masse égale a m fois
la longueur OA.

III. Remarques. — 1" La méthode de réduction se
simplific dans le cas de droites concourantes ou paral-
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léles, comme le montrent les égalités

(1) nyAlj+meAly+...=A(m i+ myly+...) = Al
(2) miA L 4+ maAsl 4. . =(mAj+ myAy+.. ) = mGI.

2° Cette derniére formule, appliquée au cas ou les
deux formesm A, I, myA,Ireprésentent deux segments
qui tendent & devenir égaux, paralléles et de sens con-
traire, permet d’envisager le couple comme la droite de
I'infini d’un plan-paralléle au plan du couple.

3° Ce numéro constituc une théorie de la Statique
des corps solides, pourvu qu’on parte du théoréme des
vitesses virtuelles. Si, en cffet, AB est une force appli-
quée au point A du corps et PQ une vitesse de rotation,
PQABd¢ cst le travail de AB pour cette rotation et
dans le temps de. Le théoréme des vitesses virtuelles
donne pour la condition d’équilibre, en supprimant le
facteur dt commun a tous les termes,

PQAB +~PQA'B' +...=o.

Cette égalité fait rentrer la théorie des forces dans celle
des formes du deuxi¢me ordre.

21. ForvEs DU TROISIEME ORDRE. — L. Réduction. —
La forme du troisicme ordre s’écrit

F=nABiCi+myAygByCy+. ...

Je transforme chaque monéme ainsi :
mABC=mA(B—A)(C—=A)=m(A—0+0)(B--A)(C—A),
() étant un point arbitrairement choisi. Je désigne le
couple m(B — A)}(C—A) par K et le produit(A—O)K

par V.1l vient
mABC = OK + V.
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La forme F s’écrira done
F= OK‘ +‘V1+OK2+V2+.. .
= O(K1-|- Ko+.. .)+(V'|+V2+. c).
Les sommes entre parenthéses sont égales respective-
ment a un couple K et a un produit de trois vecteurs V.
Dés lors, on a
F=0K-<+ V.

Deux cas se présentent :

Premier cas : K=o0. — La forme est égale a un
produit de trois vecteurs V.

Deuziéme cas : KZo. — Je peux poser V=IK,
I étant un vecteur. Alors

F =(0 + 1)K = ABC.
A étant le point O + I B et C, tels que
(B— A)(C—A)=K.
Ainsi la forme F se réduit au triangle ABC. Celui-ci est

dans le plan mené parle point O + I, parallele a celui du
couple K, de méme sens et de méme aire que ce couple.

II. Conséquences. — 1° Powr que deux formes mo-
némes ABC, A'B'C’ soient égales, il faut et il suffit que
les triangles ABC, A’B'C’ soient dans le méme plan,
de méme sens et de méme aire.

Ainsi la forme du troisiéme ordre réductible au mo-
nome ABC représente un plan muni d’un sens et d’une
aire, ceux du triangle ABC.

2° La somme de deux monémes ABC + A’B'C/, dont
les plans sont paralléles, peut s’écrire

mOK + m'O'K =(mO + m'0")K,

en désignant par K le couple unité paralléle ala direc-
tion commune des deux plans. La derniére forme repré-
sente un plan de masse m + m’ et qui partage la dis-
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tance des deux plans ABC, A’B'C’ dans le rapport — :—Z—

Si Paive m/ du triangle A’B'C’ tend vers — m, ce plan
est rejeté a infini. D’autre part, la somme cst, dans
ce cas, égale A m(O — O)K =V, produit de trois vec-
teurs. On peut donc dire que le produit de trois vecteurs
représente un plan a I'infini. Mais il le représente avec
un cocfficient égal au volume du tétraédre V. Comme
toute trace de la direction des plans donnés a disparu,
on peut regarder tous les produits de trois vecteurs
comme représentant un plan unique a I'infini. Clest ce
qu’on appelle le plan de Uinfini.

3° On ponrra faire abstraction de la forme triangu-
laire qu’on a jusqu’ici supposée a 'aire dont est aflecté
chaque plan : laseule chose qui importe, ¢’est son éten-
duc et son sens, c’est-a-dire le sens dans lequel un mo-
bile parcourt le contour de cette surface.

22. La forme du quatriéme ordre, représentant une
somme de volumes, pourra étre remplacée par un mo-
némej ce scra un volume égal a cette somme. On pourra,
d’ailleurs, faire abstraction de la forme tétraédrique de
ces volumes.

IV. — Coordonnées. Déterminants. Homographie. Dualité.
Produits d’ordre quelconque.

23. Coonvoxnies. DererminanTs. — 1° Soit un
point O appelé origine, puis trois vecteurs I, I,, I; non
parall¢les & un méme plan et appelés vecteurs coordon-
nés. Tout point X pourra s’écrire

(1 X=0+ax 14+ 2z L+ 2413,

Xy, Xy, 0y étantles valeurs algébriques des composantes
du veeteur — O 4 X, suivant les veeteurs Iy, I, Iy dont
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les longueurs servent d’unité de mesure pour chacune
de ces composantes. A chaque point X répond un
systétme déterminé de nombres xy, x,, x;3, et récipro-
quement. Quand les trois vecteurs Iy, I,, Iy ont pour
longueur I'unité, ces nombres sont les coordonnées
cartésiennes du point X,
2° Dans la formule (1), je pose

]1=1\1—O, 12=A2—O, I:;:A:}*—O.

De plus, pour la symétrie des notations, je remplace O
par A, et je désigne par x; le coefficient

| — & — Zy— 3
de ce point. La formule (1) devient

(2) X:$|A1+.Z'g:\2-{—.7'3:\3+1'5A5.

Le tétraédre Ay A, A3 A, estle tétraedre coordonné. 11
est arbitraire comme le systéme Ol L I35 x4, s, 23, 24
sont les coordonnées tétraédriques du point X. Leur
somme est égale a 1.85i elle était m, X représenterait
un point de masse m. Les lettres A de la formule (2),
au lieu de représenter des points simples, pourraient
aussi représenter des points affectés de masses.

3° Dans le systéme des coordonnées tétraédriques, le
plan se présente sous la forme

£ = PQR
=(p A+t ps s+ po A ) (g A+ ) (r A+ L)

Ce produit développé sera une somme de quatre termes,

tels que
.T'll\gz\gAv, = X %,

a, étant un nombre et 2, un plan muni d’une aire qui
peut n'étre pas égale & P'unité. Le nombre x, est le
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coefficient de Ay Ay A, dans le produit

(P2 As+psAs+piAy) (g2 Ae+gsAs+qu Ay) (PeAs+rs Ag+ry Ay,

C'est la valeur du déterminant

| P2 P3s P
qgx 43 G

e Iy Ty

On voit s’imposer ici la méthode d’exposition des déter-
minants telle que je I'ai donnée antérieurement. Le
plan £ sera représenté par la somme de quatre termes

E=zi0 - Tyt 4+ Tyaz - 2, 9.

Xy, X2, X3, x; sont les coordonnées tangentielles du

plan .

24. HoyoeraPHIE ET DUALITE. — 1° A quatre points
Ay, A, Ay, A, pris dans une premiére figure, faisons
correspondre quatre points A}, A}, A}, A} d’une autre
figure; ces symboles pouvant, d’ailleurs, représenter
des points avec des masses. A tout point de la premiére
figure
(1) X=r A+ > As+ a3 \3+x,A,
répond un point de la deuxicme figure

(2) X' =z Al + > Ay + 23 A+~ 2, A,

et réciproquement. Les deux figures sont dites Lomo-
graphiques.

2° Aux quatre points faisons correspondre, non plus
(uatre points, mais quatre plans a,, o, 23, 2,. A chaque
point X de la premiére figure répond un plan

(3) E=xa + X2+ T3%3+ Ty,

Yoo, . .y N
et reci pl‘O(Ill(‘,ll](‘,lll. Les p]ans de ]a dcuxlemc flgll[‘C sont
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homographiques des points de la premiére. A toute
propriété des points de la premiére figure répondra,
comme nous allons voir, une propriété des plans de la
deuxiéme. Clest le principe de dualité.

25. EXTENSION DU CALCUL DES FORMES. PropuiTs DE
pLANS. — Par la méthode du n°® 24, je fais correspondre
un plan « a chaque point A. A toute forme de points,
par exemple mAB + n/A’'R’, ..., répond une forme de
plans maB + m'o' ¥, . ... Je dois regarder deux formes
de plans comme égales si les deux formes de points
correspondantes sont égales. La forme de plans repré-
sente 'entité commune a tous les ensembles de plans
ainsi obtenus. D’aprés cette définition, toutes les régles
pour le calcul des formes de points s’appliquent aux
formes de plans. Donc & toute propriété d’une figure
représentée par une égalité entre des formes de points
répond une propriété représentée par la méme dégalité
entre les formes correspondantes de plans. C’est le prin-
cipe de dualité. 1l nous permet d’étendre aux formes de
plans les résultats du n° 3. D’un autre coté, I'homogra-
phie n° 24 permet de remplacer un vecteur par un point
a distance finie et un couple par un plan a distance fi-
nie. Comme I'homographie est intimement liée a la
dualité, il n’y a pas licu de distinguer, dans des énoncés
généraux, ces éléments qui peuvent étre substitués 'un
a l’autre. On arrive ainsi aux énoncés suivants :

1° Une forme de plans du premier ordre

My A = Mg da .
est réductible & un mondme (19).

Ce résultat cst, d’ailleurs, connu directement (21).

2° Une forme de plans du deuxiéme ordre

mya 8+ maay By +. ..

est réductible a un binime (20).
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3¢ Une forme de plans du troisiéme ordre
my 2y By Y1+ My Bava ...

est réductible & un monome (21).

4° Une forme de plans du quatriéme ordre est ré-
ductible & un monéme (22).

On sait que la premiére de ces formes représente un
plan muni d’un sens et d’'une aire. Je vais maintenant
rechercher ce que représentent les trois autres formes
réduites chacune 4 un mondme. Je m’appuierai sur le
théoréme suivant :

¢6. Trtorimr ronDAMENTAL. — Pour que deux
formes monémes de méme espéce et qui ne sont pas
nulles ne différent que par leurs masses, il faut et il
suffit que les facteurs de U'une soient des fonctions li-
néaires des facteurs de 'autre. Le rapport des masses
est égal au déterminant des coefficients.

1® La condition est nécessaire. Soit, par exemple,
AN = mA A,
En multipliant par A les deux membres, J’ai
o=rm\NAA,.

Comme, par hypothese, m n’est pas nul, cette condition
exige que le point A soit sur A; A,. On en conclut faci-
lement que A est fonction linéaire de A, et A,. De
méme A’ est une fonction linéaire de A, et A,.
2% Soit
A=m A+ my A,

\"=m'| A+ m) s,
Je multiplie ces deux égalités membre a membre. 1l
wicnt
AN = mA A, C. Q. F. b,
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m est la valeur du déterminant

my me

’ ’
my m,

C’est ici que la notion de déterminant, telle que je I'ai
donnée ('), s'impose vraiment. Elle se présente comme
le rapport de deux volumes, de deux aires situées dans

le méme plan, de deux segments comptés sur la méme
droite.

27. Formes monomEs DE pLANs. — Considérons, par
cxemple, le produit de deux plans qui se coupent o, 2,.
Pour qu'un autre produit oz’ soit égal au premier, il
faut et il suffit que I'on ait (25 et 26)

| 2= my o+ mya,

(1)

| o= ) g+ o, mymy— mymg=1.

Les plans « ct 2’ sont donc deux plans pivotant d’une
facon arbitraire autour de lintersection des plans o,
et ay. Voila pour les positions. Pour les masses, soit O
un point commun aux quatre plans. Le plan «, par
exemple, est égal au produit OK du point O par un
couple déterminé K que j'appelle le couple du plan a.
Les égalités (1), écrites avec cette notation, contiennent
le point O en facteur. En supprimant ce facteur, on ob-
tient les égalités équivalentes (18, 4°)

{ K=m K+ myK,,
| K'=m{K;+ m,K,.

(=)

Ces égalités subsistent sil'on imagine que les lcttres K
représentent, non plus les couples eux-mémes, mais

(*) Nouvelles Annales, 3¢ série, t. X; mai 18g1.

Ann. de Mathémat., 3* série, t. XI. (Janvier 18g2.) 3
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leurs axes (16). Dés lors, on a (26)

KK = K, K,
ou bien (18, 4°)
OKK' = OK; K,.

Cette condition est suffisante, car la démonstration peut
étre remontée, toutes les propositions invoquées admet-
tant la réciproque. On arrive ainsi aux conclusions sui-

vantes :

1° Le produit de deux plans ad' représente leur
droite d’intersection. Le sens et la masse de cette droite
sont ceux de U'axe du couple KK’ formé par les axes
des couples des plans donnés.

2° Le produit de trois plans 24" représente leur
point commun avec une masse égale au volume du té-
traédre OKK'R" déterminé par les axes de leurs
couples.

D’aprés cela, la droite d'intersection de deux plans a
pour massc un volume multiplié par unc longucur. Le
point d’intersection de trois plans a pour masse le carré
d'un volume. Ils pourront donc se mettre respective-
ment sous les formes

ABCD.AB, (ABGCD)2A.

Le produit d’un plan par une droite pourra se mettre,
aun facteur volume pres, sous la forme 2.a/2". Il repré-
sente leur intersection avec la masse qu’on sait calculer.
Le produit de quatre plans pourra étre regardé comme
le produit de deux droites aa’.«"%”. C’est l¢ cube d’un
volume.

, 28. (GROUPEMENT DES FACTEURS D UN PRODUIT.— Dans

un produit de points qui ne dépasse pas le quatricme
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ordre, on peut grouper a volonté les facteurs et les
échanger en se conformant a la régle des signes. Il n’en
est pas de méme dans les produits d’ordre supérieur a
quatre. Les expressions ABCD.E, A.BCDE, ABC.DE
représentent des résultats trés diflérents. Cette remarque
s'applique, d’aprésle principe de dualité, i des produits
ou n’cntrent que des plans. Avec cetle remarque, un
peu de réflexion permettra d’effectuer les transforma-
tions légitimes et d’éviter les fautes de calcul. On sera,
d’ailleurs, toujours guidé par la Géométrie.

29. METHODE DE REDUCTION POUR LE CALCUL DES FORMES.
— Soit a réduire la forme f(A,B,...), ou A, B, ...
représentent des points. A chaque point A, je fais cor-
respondre un plan 2(24). A f(A, B, ...) répond la
forme f(=,3,...).Jetransforme celle-ci en f, (a4, By, ...).
A cette derniére forme correspond, dans la premiére
figure, la forme f,(A,,B,,...). Celle-ci est égale &
S(A, B, ...)(25).

Le choix dela correspondance rend le calcul plus ou
moins facile. Voici le systéme le plus avantageux (V) :

Soit un tétraédre ABCD. A chaque sommet je fais
correspondre la face opposée, mais avec une masse telle
que le produit de ce sommet par cette face soit égal
a4 1. Ainsi :

a A correspond « =(ABCD)-1BCD, tel que Aa=r,
a4 B correspond  =(BACD)-tACD, tel que BB =1,

Par I'application du n® 27, on constate que cette pro-
priété s’éiend a tous les éléments du téiraédre : a
chaque élément du tétraédre pris dans la premiére fi-

() Il joue un role fondamental dans Pexposition dc Grassmann,
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gure répond, dans la deuxiéme, I'élément opposé du
tétracdre et avec une masse telle que le produit du pre-
mier élément par le second égale + 1. Ainsi :

a4 ABcorrespond «8 =(ABCD)-1CD, tel que ABaf =1,
a ABGcorresponda8y =(ABCD)-tD, tel que ABGafy =1,

La forme correspondante d’une forme-quelconque de
P’'unc ou I'autre figure se calcule aisément par cette
regle.

Exemple. — Soit la forme ABC.AD. La forme cor-

respondante de la deuxiéme figure est
(ABCD)—1D (ADBC)~! BC = (ABCD)-2BCD.

Fn remontant 4 la premiére figure, on a (ABCD) A.
Par ce procédé, on peut oblenir un grand nombre de
formules qu’on trouvera dans Grassmann avec des dé-
monstrations plus pénibles. Il ne me parait pas utile de
s’en charger la mémoire. Le procédé s’applique aussi
a I'étade des figures planes en remplacant le tétraédre
par un triangle. Plus généralement, il s’applique,
comme tout ce Mémoire, 4 un espace a n dimensions.

30. Mon exposition a du ¢tre limitée aux fondements
de la théorie. Elle suffit cependant pour faire voir, dans
I’ccuvre de Grassmann, une méthode de Géométrie a la
fois synthétique et analytique. Je 'ai montré, elle em-
brasse les déterminants, la Mécanique, les coordonnées
cartésicnnes ct tétraédriques, le principe de dualité,
I'homographic et, par suite, les propriétés projectives
des figures; mais elle n’est tributaire d’aucune de ces
théories. Dans ce riche domaine, les applications sont
en nombre infini. On en trouve un grand nombre dans



(37)
I’ceuvre de Grassmann et dans les travaux de MM. Cas-
pary et Peano. Je me réserve de revenir sur ce sujet.

BIBLIOGRAPHIE.

Tutorte pes ~omsres; par Edouard Lucas. —
Tome 1 : Le calcul des nombres entiers. Le calcul
des nombres rationnels. La divisibilité arithmé-
tique. 1 vol. gr. in-8° de xxx1v-520 pages. Paris, Gau-
thier-Villars et fils; 18g1. Prix : 15 fr,

L’existence scientifique d’Edouard Lucas, si prématurément
enlevé a l'affection de sa famille et de ses amis, a été consacrée
surtout a I'étude de Parithmétique supérieure. A coté de re-
cherches trés intéressantes sur les autres branches des mathé-
matiques, et d’ceuvres de vulgarisation vraiment remarquables,
il a produit, dans la plupart des recueils périodiques d’Europe
et des Etats-Unis, de trés nombreux travaux sur la théorie des
nombres. Il était en correspondance avec les plus illustres re-
présentants de cette science, si frangaise par ses origines, et
malheureusement si délaissée en France de nos jours,

Unissant au plus haut degré de grandes facultés d’invention
& une érudition merveilleuse, il était préparé, mieux que per-
sonne, a la publication d’une ccuvre comme celle que nous vou-
lons analyser aujourd’hui, et qui est malhcurcusement la der-
niére sortie de sa plume, puisque la mort est venue le prendre
quelques semaines a peine aprés I'apparition de ee premier
volume.

En dehors des regrets que fait toujours éprouver la perte
d’un esprit puissant et original, on pouvait étre en droit de dé-
plorer qu'une ceuvre de cette valeur restit inachevée. Gepen-
dant, a ce point de vue spécial, il importe de constater deux
faits; le premier, c’est que les manuscrits laissés par Lucas
aprés sa mort, ainsi que ses nombreux mémoires sur la théorie
des nombres, pourront permetirc de constituer et de publier
un second volume, assurément moins étendu que celui qu’il
avait projeté, mais néanmoins suffisant pour compléter Pou-
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vrage sur les points essentiels; le second fait, c’est que le vo-
lume paru forme a lui seul une ceuvre compléte, et d’'une valeur
considérable, ainsi qu’on pourra s’en rendre compte, je I'es-
pere, par 'exposé qui va suivre.

Jai déja eu l'occasion de dire, sous une forme trop concise
peut-étre, et au risque de ne pas me faire entiérement com-
prendre, que ce premier volume, en dépit de son titre, était
moins le commencement d’une théorie des nombres qu’une in-
troduction & cette science. C’est précisément la ce qui lui
donne un caractére d’unité; c’est 1a ce qui fait qu’en dépit des
apparences nous avons devant nous une ceuvre formant un
tout; moins achevée que sil’auteur avait pu y ajouter les com-
pléments préparés dans son esprit, mais telle cependant que
personne désormais ne pourra étudier la théorie des nombres
et écrire sur ce sujet sans avoir lu et médité Iouvrage
d’Edouard Lucas.

Le livre débute par une préface contenant de précieuses
indications historiques, et dans laquelle 'auteur établit la ligne
de démarcation, essenticlle selon lui, entre l'algébre propre-
ment dite et la théorie des nombres. G'est dans la notion de
discontinuité qu’il trouve le caractére de cette derniére science.

Dans une remarquable introduction se trouve ensuite rapi-
dement étudiée la filiation des idées arithmétiques, leurs ori-
gines et leurs applications. Ce n’est pas sans un certain éton-
nement que beaucoup de lecteurs sapercevront que des
théories, paraissant exclusivement abstraites au premier coup
d’wil, sont souvent d’un intérét pratique considérable, et peu-
vent méme devenir d'un trés grand secours pour des usages
industriels. ‘

Ainsi que Pindique le titre, reproduit en téte de cet article,
Pouvrage comprend trois grandes divisions ou livres. Le livre I
traite des nombres entiers, et se divise en huit chapitres : ad-
dition des nombres entiers; soustraction des nombres entiers;
multiplication des nombres entiers; division et classification des
enticrs; les nombres figurés; I'analyse combinatoire; la géomé-
trie de situation; la multiplication algébrique.

Sur ces sujets, en apparence si simples, on trouvera, dans
les chapitres que nous venons d'énumérer, une abondance de
renseignements; nous citerons, en particulier, le triangle arith-
métique, les tableaux de sommes et de différences, les systémes
de numération, la notion des congruences, les permutations
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figurées, les échiquiers de M. Delannoy, les réseaux ct ré-
gions.

Le livre II comprend dix chapitres, intitulés : les nombres
fractionnaires; le calcul des probabilités; la division algé-
brique; les polynémes dérivés; le calcul symbolique; somma-
tion des puissances numériques; les fonctions symétriques; les
déterminants; les suites récurrentes linéaires; les fonctions nu-
mériques du second ordre. On y rencontre d’intéressantes pro-
priétés des polyndmes, des données générales sur les probabi-
lités, sur I'interpolation, sur les dérivées des polyndmes a une
ou plusieurs variables; le calcul symbolique, dont Lucas a fait
un si grand et si habile usage, est étudié avec beaucoup de
soin, ainsi que les applications de ce calcul aux nombres de
Bernoulli, et & plusieurs problémes célébres sur les permuta-
tions figurées; les sommations des puissances numériques con-
stituent encore une application du calcul symbolique, et
raménent 'auteur aux nombres de Bernoulli et d’Euler, et aux
suites de Cesaro. Le chapitre des fonctions symétriques résume
les travaux les plus essentiels concernant cette belle théorie;
de méme, en ce qui concerne les déterminants et les équations
linéaires. A propos des suites récurrentes, Lucas reproduit la
substance de ses recherches sur les travaux de Léonard de
Pise (Fibonacci) et sa remarquable théorie des fonctions nu-
mériques du sccond ordre U, et V,, qui offrent avec les fonc-
tions circulaires de frappantes analogies. C'est une étude pleine
de profondeur et d’originalité, qui lui appartient en propre, et
qui peut devenir entre des mains habiles un instrument d’une
grande puissance pour des recherches nouvelles. Nous croyons
savoir que I’extension de ces fonctions au troisiéme ordre était
I'un des réves scientifiques de I'auteur; il fondait sur des re-
cherches dans cette direction les plus belles espérances pour
la découverte de nouvelles et importantes propriétés arithmé-
tiques. Nous attirons sur ce point l'attention des jeunes géo-
métres qui se sentiraient tentés par I'étude de Parithmétique
supérieure, et voudraient se faire les continuateurs de Lucas.

Le livre Il est plus exclusivement arithmétique que les pré-
cédents; il comprend : codiviseurs et comultiples; les nombres
premiers; les diviseurs des nombres; de l'indicateur; les restes;
les fractions continues.

Nous ne saurions assez recommander I'emploi de ces termes
de codiviseurs et comultiples que propose ici Lucas, et qui,
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nous Pespérons, deviendront bientdt d’un usage courant. Sur
la distribution des nombres premiers, 'auteur donne un ré-
sumé des connaissances, bien peu étendues malheureusement,
qui sont aujourd’hui acquises a la science; la divisibilité des
factorielles, les beaux théorémes de MM. Tchebycheff et de
Polignac, les nombres parfaits, aliquotaires, amiables, les di-
viseurs des nombres, les théorémes de Dedekind, Liouville et
Dirichlet sont présentés par lui sous une forme concise et trés
claire cependant.

L’indicateur, suivant I'heurcuse expression de Cauchy, est
Pexpression o(n) du nombre des entiers 1, 2, ..., n quisont
premiers & n. C’est une notion trés intéressante en théorie
des nombres, ct que Lucas étudie avee grand soin, en la géné-
ralisant a divers points de vue. On verra figurer dans ce cha-
pitre des théorémes d’un grand intérét, parmi lesquels plu-
sicurs sont inédits et ne pourraient se trouver dans aucun
autre ouvrage. Le chapitre des restes comprend une premiére
étude sommaire des congruences, et de nombreuses applica-
tions, parmi lesquelles nous retenons les théorémes de Fermat,
de Wilson, de Staudt et Clausen, etc. La théorie des fractions
continues est rapidement étudiée en elle-méme, pour arriver
aussitdt a des applications arithmétiques, et spécialement a
'intercalation et 3 la médiation des suites, et a analyse indé-
terminée du premier degré.

Des notes et additions, terminant le volume, se rapportent :
a la partition des polygones; aux problémes des rencontres et
des ménages; aux nombres d’'Hamilton ; aux réseaux d’un quin-
conce; & la sommation des indicateurs; aux permutations cir-
culaires avec répétition; aux restes du triangle arithmétique;
aux nombres de Clausen et de Staudt; a Vextraction des ra-
cines, et aux réduites intermédiaires,

Un des caractéres particuliers de ouvrage dont il s’agit con-
siste dans I'abondance cxtraordinaire des questions traitées ou
indiquées sous le titre d’exemples. A tout instant, on voit
¢énoncer des applications variées, souvent inattendues; un dé-
veloppement sobre, au besoin quelques lignes seulement, ap-
prennent au lecteur ol en est 'état actuel de la question qu’on
vient d’indiquer. Pour employer une comparaison élégante
formulée par I'un des amis de P'auteur, et que nous avons re-
cueillie, il semble qu’on visite un bel édifice, et qu'a chaque pas
des fenétees présentent a vos veux des paysages variés, pleins
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d’attrait, aux horizons plus ou moins lointains, et dont P'aspect
provoque a des excursions nouvelles.

Lucas n’avait certes pas la prétention de dire le dernier mot
sur la théorie des nombres; il savait, au contraire, combien
est encore immense le champ des vérités arithmétiques incon-
nues. Mais il aimait cette science avec passion; il lui avait con-
sacré la meilleure part de sa vie scientifique ; et sa grande am-
bition était de la faire aimer et connaitre.

Si parmi la jeune génération de savants frangais, qui a
Pavenir devant elle, il s’en trouve quelqu’un pour essayer de
reprendre la tradition si tristement interrompue, il contribuera
a la gloire scientifique de notre pays, et rendra du méme coup le
plus juste hommage a la mémoire d’un géométre dont les travaux
n’ont pas été appréciés de son vivant a leur véritable valeur,
mais que sa Théorie des nombres classe parmi les maitres de
la science. C.-A. LArsANT.

SUR LE QUADRILATERE;
Par M. F. FARJON.

1. Soit ABCD un quadrilatére gauche. De deux
sommets consécutifs A ct B, menons des plans respec-
tivement perpendiculaires aux cdtés opposés BC et
AD. Ces plans se coupcront suivant une droite I,
parall¢le a Ia plus courte distance des deux droites BC
et AD. Construisons de la méme fagon les trois autres
droites I,, I, I,. :

Ces quatre droites sont situées dans un méme plan
P, perpendiculaire & la droite RS qui joint les milieux
des deux diagonales AC et BD.

Nous appellerons le plan P, plan orthigue du qua-
drilatere ACBD.

On voit que la droite qui joint les milieux des dia-
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gonales est perpendiculaire avx deux plus courtes
distances des couples de cotés opposés.

2. Les quatre points A, B, C, D déterminent deux
autres quadrilatéres gauches ACBD et ABDC.

Chacun d’cux a un plan orthique perpendiculaire,
le premier Py a la droite MN qui joint les milieux de
AB et de DC, le second Py 4 la droite PQ qui joint les
wilieux de AD et de BC.

Les trois droites MN, PQ. RS se rencontrent au centre
de gravité G du quadrilatére.

Les trois plans P, P,, P; forment un angle wiédre de
sommet ¥, que nous appellerons centre orthigue du
tétratdre ABCD. Ce triédre a ses arétes respectivement
paralléies aux plus courtes distances des couples d’arétes
opposées du tétraédre. Le tricdre G, formé par les
médianes MN, PQ, RS, est son supplémentaire.

3. Marquons, sur deux cotés opposés BC, AD du pre-
micr quadrilatére, deux points K et L, divisant ces cotés
en parties proportionnelles. Si, de chacun des points
K et L, on méne un plan perpendiculaire sur le coté
opposé, l'intersection de ces plans sera située dans le

plan P,, ainsi :

Le plan orthique est le liew des intersections deux
a deuwx des plans menés perpendiculairement aux cétés
opposés du quadrilatere par les points divisant ces
cotés en parties proportionnelles.

%A. Autrement :

Si lon considére deux génératrices rectilignes de
méme systéme d'un paraboloide hyperboligue, et
que, pat chacun des deux points oi une genératrice
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quelconque du second systéme rencontre ces deux
directrices, on méne un plan perpendiculaire a la
directrice opposée, lintersection de ces deux plans,
paralléle a la plus courte distance des deux directrices,
sera constamment située dans un méme plan perpen-
diculaire a l'axe de la surface.

Ce plan, plan orthique de I'un quelconque des qua-
drilatéres que forment deux couples de génératrices de
systémes contraires, sera le plan orthique du para-

boloide.

5. Le plan orthique du paraboloide passe i une
distance du sommet égale a la différence des paramétres
des deux paraboles principales.

6. Il résulte de ce qui précéde que :

Le lieu des points du paraboloide, oi les généra-
trices de systémes opposés se coupent @ angle droit, est
U'hyperbole suivant laquelle le plan orthique coupe
la surface.

7. ProsrLime. — Construire le sommet et l'axe du
paraboloide hyperbolique déterminé par un quadri-
latére gauche donné.

g

L’axe est paralléle & la droite qui joint les milicux
des diagonales. Que I'on coupe la figure par un plan
perpendiculaire a cette droite; les quatre points ot cc
plan rencontre les c6tés du quadrilatére, ct le point ou
il rencontre une cinquiéme génératrice, par exemple la
droite qui joint les milicux de deux cotés opposés, déter-
minent une hyperbole dont les asymptotes sont paral-
leles aux deux génératrices qui se croisenl au sommet
de la surface, ct la direction de ces asymptotes s’ob-
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ticndra par une construction connue (CrasLes, Sect.
con., § 13).

Cela fait, par deux cotés opposés du quadrilatére, on
conduira deux plans paralléles a celle de ces deux
asymplotes qui n’est pas paralléle a leur plan directeur;
I'intersection de ces deux plans sera I'une des généra-
trices passant par le sommet. On obtiendra de méme la
seconde el, par suite, le sommet lui-méme et I'axe du
paraboloide.

8. La droite MN qui joint les milicux des cotés
opposés ABet CD appartient a la fois au systéme des
droites divisant en parties proportionnelles les cotés
AB et DC du quadrilatére ABCD et les cotés AB et CD
du quadrilatére ABDC. Il en résulte que I'intersection
des deux plans menés perpendiculairement de M sur CD
ct de N sur AB appartient aux deux plans orthiques
P, et P; : ¢lle est donc leur intersection. Ainsi les arétes
du triedre S ne sont autre chose que les intersections
deux a deux des plans menés des milieux de chacune
des arétes du tétracdre ABCD perpendiculairement
a Parcte opposée. 1l s’ensuit que :

Ces six plans se coupent en un méme point qui est le
centre orthique du tétraédre.

Cette proposition se démontre, d’ailleurs, directe-
ment sans difficulté.

9. Le centre orthique est le symétrique du centre de
la sphére circonscrite au tétraédre par rapport au centre
de gravilé.

West le centre de 'hyperboloide gauche déterminé par
les quatre hauteurs du tétraédre (théoréme de Monge).

1
10. Les deux paraboloides hyperboliques déterminés
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par les quadrilatéres ABCD, ABDC, ont trois généra-
trices communes : les deux droites AB et CD du premier
systéme et la droite MN du second. Ils sont tangents en
M et en N, ainsi :

Les trois paraboloides hyperboliques déterminés
par les trois couples d’arétes opposées d'un tétraédre
ont deux & deux un double contact aux points milieux
des arétes opposées.

Ces trois surfaces ont cinq points communs A, B, G,
DetG.

Deux quelconques ont cing points communs et deux
plans tangents communs.

11. 1l est intéressant de voir ce que donnent les pro-
positions précédentes lorsque le quadrilatéere ABCD
devient plan.

On retrouve tout d’abord ce théoréme connu : que
les points de concours des hauteurs des quatre triangles
que forment les cotés du quadrilatére prolongés sont sur
une méme droite L, perpendiculaire a la droite RS qui
joint les milieux des diagonales. L, est 'axe orthique
du quadrilatére.

12. Les quatre points A, B, C,D déterminent deux

autres quadrilatéres ACBD, ABDC qui ont chacun leur
axe orthique L,, L,.

Ces trois droites L,, Ly, L; forment un triangle 3y.
Ici le centre orthique est a 'infini.

13. Le centre de gravité des points de concours des
hauteurs des douze triangles qui ont pcur sommets
les points de rencontre des cotés opposés et des diago-
nales du quadrilatére, et pour bases les cotés et les

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XI. (Février 18g2.) 4
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diagonales, coincide avec le centre de gravité du
. ol
triangle »y.

14. L’axe orthique L, est le lieu des points de con-
cours des hauteurs de deux séries de triangles qui ont
pour sommets les points de rencontre des couples de
cotés opposés AD et BC, ABet DC, et pour bases des
droites divisant ces mémes cotés en parties propor-
tionnelles.

Propriété analogue pour les axes L, et L;.

15. La droite MN qui joint les milieux de deux cotes
opposés sc trouve faire partie de deux systémes de divi-
sion, en sorte que les perpendiculaires abaissées du
point M sur CD et du point N sur AB se coupant en
méme temps sur 'axe L, et sur I'axe Ly se coupent
a Pintersection {3 de ces axes.

De méme pour les sommets et y.

16. 8i le quadrilatere ABCD est inscriptible au
cercle, les axes Ly, Ly, Ly passent respectivement
par les points de rencontre des diagonales et des
couples dé cotés opposés.

17. Et réciproquement : Si cette condition est rem-
plie pour Uun des axes L, Ly ouLy, le quadrilatére
est inscriptible.

18. 1l en résulte que :

St le quadrilatére est inscriptible, les trots droites
Ly, La, Ly concourent en un méme point, centre orthique
du quadrilatére.

Ce point est le symétrique du centre du cercle par
rdpport au centre de gravité du quadrilatére.
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Ce théoréeme s’établit d’ailleurs directement de la
facon la plus simple.

19. Réciproquement, si les trois axes L,, Ly, Ly
concourent en un méme point, le quadrilatére est
inscriptible.

20. Cette propriélé caractéristique du quadrilatére
inscriptible est exprimée analyliquement par la formule
donnée précédemment (Question 1589, t.VII, 3¢ série,
p- 502).

DEMONSTRATION ANALYTIQUE DU THEOREME DE M. ROUCHE
RELATIF A UN SYSTEME D’EQUATIONS ALGEBRIQUES DU
PREMIER DEGRE;

Par M. E. AMIGUES.

Soit 4 résoudre m équations & n inconnues, et soit p
Pordre du déterminant principal. Le nombre des dé-
déterminants caractéristiques est m — p. S’il est nul,
on ajoutera au systéme une équation a coeflicients nuls,
qui n’altérera pas les solutions du systéme.

Supposons que 1’on place en haut les p équations qui
fournissent le déterminant principal, et représentons
par ¢, le déterminant caractéristique fourni par’équa-
tion de rang p + 1.

En ordonnant 3, par rapport aux éléments de sa
derniére colonne, savoir les termes indépendants g,,
&2y ++ .+, ON obtient

Spr1=G181+ Goga+. ..+ Gpi1 &paa,
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&p41 Wétant pas nul, puisqu’il est le déterminant prin-
cipal.

Multipliant les p +1 premiéres équations respective-
ment par Gy, G, ..., G, et ajoutant, on a une équa-
tion qui peut remplacer la (p + 1) sans altérer les
solutions du systéme (parce que G,y £ 0).

Dans cette équation, le coefficient d’une inconnue
quelconque est un déterminant d’ordre p +1 formé
avec les ¢léments du rectangle et par conséquent est
nul. On voit alors facilement que I'équation qui rem-
place la (p + 1) est .

Cpr1 = O.

Dc méme, dans ce nouveau systéme, on a le droit de

remplacer la (p + 2)¥m® des équations proposées par

a[)+'2 =0,
et ainsi de suite,

Donc : tout systéme du premier degré est équivalent
a un second systéme formé en prenant les équations qui
fournissent le délerminant principal et en égalant a o
les déterminants caractéristiques qui correspondent a
toutes les autres équations.

On déduit de 1a les conclusions snivantes :

1° Si les déterminants caractéristiques ne sont pas
tous nuls, pas de solution.

2* §’ils sont tous nuls, le systéme se réduit aux p
premiéres équations proposées, et I'on peut en tirer les
p inconnues qui correspondent au déterminant princi-
pal, par la régle de Cramer, en fonction des autres in-
connues, au nombre de n— p qui demeurent arbitraires.
Si aucun des déterminants d’ordre p fournis avec les
éléments du rectangle n’est nul, le nombre de maniéres
dont on peut appliquer la régle de Cramer est visible-
ment C?, CP.

m
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SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES
DU CONCOURS DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE EN 1891}

Par M. J. LEMAIRE,

Ancien éléve de I'Ecole Polytechnique,
Professeur au lycée de Douai.

On donne une parabole P; on porte a partir de
chacun de ses points et dans les deux sens, sur une pa-
ralléle & une direction fixe A, des longueurs égales i
la distance de ce point au foyer de la parabole.

1° Trouver le lieu des extrémités de ces longueurs;
montrer qu'il se compose de deux paraboles P, et P,
et donner la raison de ce dédoublement ;

2° Démontrer que les axes des paraboles P, et P,
sont perpendiculaires U'un sur Uautre, qu'ils pivotent
autour d’un point indépendant de la direction A, et
que, quelle que soit cette direction, la somme des car-
rés des paramétres des deux paraboles est constante.

3° Trouver et construire le liew décrit par les som-
mets des paraboles P, et P, lorsqu’on fait varier la di-
rection A.

I. Soient (fig. 1)

F le foyer de la parabole donnée P,

X’X son axe,

Y'Y sa directrice,

§ Pangle aigu de A avec X'X,

M un point quelconque de la courbe,

M, le point obtenu en prenant MM, = MF sur la pa-
ralléle 4 A, menée par M,

MD la perpendiculaire menée de M a4 Y'Y.
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M est le centre d’'un cercle tangent en D A Y'Y et pas-
sant par I' et M.
Joignons FD, FM,, DM, ; nous avons
N
YDM, = bmMM, _ 9
2 )
el aussi
|
UF 1= ; .

DM, et FM, sont les rayons correspondants de deux
faisceaux homographiques ; M, décrit donc une conique

Fig. 1.

/
< x ,
~N
. /
9,

1

passant par I et par lc point a I'infini dans la direction
DM,, ¢’est-a-dire dans la direction de la bissectrice IC,
19

PN
d¢ A1X. Le point M, ne scra rejeté a Uinfini que si DM,
est elle-méme & 'infini; la conique lieu de M, a donc
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une asymptote rejetée a 'infini; c’est, par suite, une pa-
rabole : appelons-la P,.

Soit M, le point obtenu en prenant MM, = MF sur
la paralléle a A, menée par M. On verrait, comme ci-
dessus, que le lieu de M, est une parabole P, dont la di-

. . . . /\
rection asymptotique est la bissectrice IC, de ATX'.

II. Les diamétres des paraboles P, et P, étant ves-
P

pectivement paralléles aux bissectrices des angles AIX
N
et AIX' ont des directions rectangulaires.
Soient S le sommet de P, S, le point correspondant
de P,.
Le diamétre de P, qui passe par S est la bissectrice

SH, de S,/&vF Le triangle 8 S, F étant isoscéle, les points
F et S, sont symétriques par rapport 4 ce diamétre;
comme ces deux points appartiennent a P,, SH, est
I’axe méme de cette parabole.

Ceci démontre que I'axe de P, passe par le sommet
de la parabole donmée; il en est de méme de 'axe
de P,.

Soient ( fig. 2) AB la corde de P menée par F paral-
lelement a A, C le pole de cette droite par rapport a P :
ce point est sur la directrice Y'Y et CA et CB sont rec-
tangulaires; CI" et AB sont aussi rectangulaires.

Soit AK la paralléle a X'X menée par A.

RN

La tangente en A a P, étant bissectrice de A, AR, est
paralléle a IC, et, par suite, diamétre de Py; le point
de P, situé sur ce diamétre est le milieu L, de CA :
¢’est le point correspondant au point de contact L de P
et de la tangente A cette courbe paralléle a A.

L, étant le milieu de CA, le point C est le pole de
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A, I parrapport a Py ; il en résulte que CF est tangente
a Py au point F.

Fig. 2.

C est de mémele pole de B, F par rapport a P, et CF

est tangente a P, au point F.
Nous voyons que les paraboles P, et P. sont tan-
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gentesen I', et que le point C a la méme polaire par
rapport aux trois paraboles P, P, P,.

Si L, est le milieu de CB, L, L, est tangente a la fois
aux trois courbes.

Soit J le point commun a L,L, et a CF; ces deux
droites sont perpendiculaires.

Donc J appartient a la directrice de chacune des pa-
raboles P, et Py; comme d’ailleurs J est sur la tangente
a P en son sommet, puisque ce point est la projection
de I sur une tangente a cette parabole, on en conclut
que le lieu du point de rencontre des directrices de P,
et Py, quand A varie, est la tangente a la parabole
donnée en son sommet.

Ces diverses remarques permettent de terminer faci-
lement la question :

J appartenant a la directrice de P, et la polaire de ce
point, par rapporta cette courbe, étant L, F, le foyer de
P, estle pied I, dela perpendiculaire menée deJ a L, IF.

Joignons I, S : cette droite est I'axe de P, et est pa-
ralléele 8 CA; la perpendiculaire JN,; menée de J a FS
est la directrice de P,.

De méme, le foyer de P, est le pied I, de la perpen-
diculaire menée de J a FL,, 'axe de P, est F,8 et sa
directrice la perpendiculaire JN, a SF,.

JSF;FF, est inscriptible dans le cercle de dia-
métre JI'.

Les triangles JN, F,, JN,F,, JSF sont semblables et

donnent
NF, _N,F, SF

¥, ~ IF, ~IF’

ou, en désignant par p,p,,p. les paramétres des para-

boles P, Py, P,,
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JEF,FF, est unrectangle; par suite,

Jp——1 — 2

JF, —s—JF» =JF .

Par conséquent,

INI. Le sommet de P, est le milieu 3, de N, F,.
Cherchons le lieu de I, quand A varie. Posons
S =—2, F,SF = w,
ct cherchons une relation entre o, w, p : cette relation
sera I’équation du lieu cherché en coordonnées polaires,
origine étant S et la direction positive de I'axe po-

laire SX.

Nous avons successivement
ST, = L (SN, — SFy),
SN, = SJsinw = SF cot SIF sinw

PN PN
= E cotYCF sinw = L;cou YCA sinw

4 = ; P
==~ cote (- —w ) sinw =-— — cotaw sinw.
2 \ 2 2

Le triangle SF, F donne

‘\ /\ /\
SF,  sinSFF, _ sin (1,FC—SFJ
SF ; :

. PN . w PN
sinSF, F sin <; +SF1J>

Can(Tev—7Tc0)  sin (T 0V — jeL)
- 7: \ - .
' sin (T + SFI ) <in <3 + ICL>
7 2




Comme

ct

) 0 = — ’
S K . sing2w sin2w

SF, — P 511134.0.

2 sin2w

Remplacant, dans expression de SE,, SN, et SF, par
leurs valeurs, nous obtenons

i sin3w
SZI::—E[—cotzmsmm—— : ]
sina2w

Remplacant ST, par — 5 et simplifiant, nous avons

p _ 2—3sin?w
4 cosw

Telle est Iéquation du lieu de E,, qui est en méme
temps le lieu de 3,. Ce lieu est une cubique unicursale
ayant pour point double le point S; on la construit sans
difficulté; elle ala forme d’une strophoide, passe par I,
et admet pour asymptote une paralléle a la directrice
de P, équidistante de cette droite et de S (fig. 3).

Remarques diverses. — 1° Nous avons démontré
que P, et P, sont tangentes en I; la tangente commune
en ce point est la perpendiculaire 4 A; autre tangente
commune réelle est paralléle a A.
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2° Le point C (fig. 2), ayant méme polaire par rap-
port aux paraboles P, et P,, est le pointde rencontre de
deux sécantes communes a ces coniques; I'une de ces
sécantes est CF'; il est facile de trouver 'autre.

Fig. 3.

I

P, et P, peuvent, en effet, étre considérées comme
des coniques inscrites dans une troisiéme, formée de la
tangente commune L, L, et de la droite de I'infini du
plan.

D’aprés un théoréme connu, les cordes de contact de
P, et P, avec cette troisieme conique etles sécantes com-
munes a P, et P, forment un faisceau harmonique; or ces
cordes de contact sont les diameétres CA et CBde P, et P,
donc la sécante commune cherchée est la polaire de CF

par rapport a ['angle ACB, c’est-a-dire la directrice
de P; les points correspondants communs a Py et P,
sont imaginaires. On verrait aussi facilement que P et
P, se coupent en deux points réels, et que la droite qui
les joint passe par C; de méme pour Pet P,.
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3° Nous avons trouvé, dans la troisiéme partie,

sin3w
sin2w

SFy= 2
2

Le lieu des foyers des paraboles P, et P, a pour
équation

p sin3w
= - T b
2 sin2w

c’est une courbe de la méme famille que celle que nous
avons construite plus haut.

Il serait facile de démontrer quelques propriétés de
ces courbes en remarquant qu’elles sont des transfor-
mées de coniques par rayons vecteurs réciproques.

Voici une autre solution plus concise et fort élé-
gante :

I. Soient YY' ( fig. 4) la directrice de P, M un point quel-
conque de la courbe, MM, la paralléle & A; mené par M, MD

Fig. 4.

la perpendiculaire menée de M a Y'Y, 0 I'angle aigu de A avec
I'axe de P; nous avons MM; = MD.

Par Y'Y, faisons passer un plan faisant avec le plan de P un
angle aigu quelconque a: soit m le point commun a ce plan
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ct a la perpendiculaire en My au plan de P, mR perpendicu-
laire @ Y'Y; My R est aussi perpendiculaire a cette droite. Nous
pouvons déerire
TN mM M;R tangz
MM, = 22t 10 g
tangm MM, = 1 M, M
M; D sin gtangi
. = 2sin? 5 tangz = const.

Comme de plus le plan MmM; a une direction fixe, nous
voyons que Mm est paralléle a une direction fixe.

Le lieu de m est une projection oblique de P, c’est-a-dire
une parabole; le lieu de M, est la projection orthogonale du
précédent, c’est donc une parabole : soit Py.

Les tangentes a ces trois courbes aux points correspondants
M, m, M; coupent Y'Y au méme point; en ce point passe aussi
la tangente en M, a la parabole P,.

Ainsi les tangentes aux paraboles P, Py, Py aux trois
points correspondants M, M\, M, concourent sur la direc-
trice de P.

Cette remarque va nous permettre de terminer simplement
la question.

II. Soient S; et S, (fig. 5) les points de P, et Py corres-
pondant au sommet S de P :les tangentes en S, S,;,S, a P,
Py, Py devant sc couper sur la directrice de P sont paralléles:
les normales en S; a Py, en S, a P, sont perpendiculaires &
cette directrice.

On démontre facilement que les axes de P, et P, sont les

bissectrices de S;SK et S, SE. Soit S;N; la normale en S,
a Py; Iy N; est la sous-normale; et comme I, est le milieu

de SNy, on a
r=nLS,

en désignant par p,; le paramétre de P,.
On a de méme
pa=1I,8.
Par suite

Y

pi-+p3=SF = conpst.

La propriété énoncée plus haut permet de voir que les pa-
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raboles P, et P, sont tangentes en F; reportons-nous a la fig.5
de la premiére solution : la tangente en F a P, coupe sur la
dircctrice la tangente en B a P; de méme la tangente en F

Yol

a P, coupe sur la directrice la tangente en A a P. Comme les
tangentes en A et B a P concourent sur la directrice de cette
courbe, Py et P, admettent la méme tangente en F.

De cette propriété, il résulte aussi immédiatement que la
tangente a P paralléle a A est aussi tangente a Py et Py.

[II. Lieu des sommets de P, et Py. — La tangente en S,
i Py rencontre 'axe de cette courbe en T : Ic sommet de P,
est le milieu s; de TI,.

Menons FR paralléle 4 Y'Y ; nous avons

11 R = li T.
Par suite
IR
1131 = —
2

d’ol la génération suivante pour le lieu des points s, :

Par S, on méne une transversale quelconque qui coupe
en Iy la circonférence de diamétre SF et en R la perpen-
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, , L@ I,R .
diculaire en F a SF; on prend lis,= Tsur‘ IS: la
courbe lieu de s; est lu courbe lieu des sommets de Py et Ps.

La courbe se construit alors par points sans difficulté ( fig.6) :
Elle passe en F ol elle est tangente a FR, a en S un point

Fig. 6.
Y v
D
v v
‘ . SL
double dont les tangentes sont la droite SL, telle que SK= 3

et sa symétrique par rapport a SF.
Elle a une asymptote paralléle & Y'Y; soient I;H et ;M
perpendiculaires a FR,
ssM s R 3

LHT LR >

La distance du point a I'infini de la courbe & FL est donc
égale 4 3 SF; autrement dit, 'asymptote est la droite VV' pa-
ralléle a Y'Y et équidistante de cette droite et de S.

X.
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AUTRE SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA MEME QUESTION;
Par M. L CapiTAINE MALO.

Sur une paralléle quelconque a la droite donnée (A),
il y a quatre points du lieu N, N, 1, n’ correspondant
par couples aux deux points M et m ou cetie paralléle
a (A4) rencontre la parabole. S’il y avait sur Mm un
autre point du lieu qui résulterait de la construction
appliquée, non point a Mm, mais a une autre paralléle
a (A), ce ne pourrait étre que le point infiniment éloi-
gné dans cette direction : ainsi, sauf le cas ou le lieu
admettrait une asymptote paralléle 4 (A), ce qu’on verra
plus loin étre impossible, il est acquis premiérement
que ’ordre du lieu est 4.

Une premiére série de quatre points N, N', n, n étant
obtenue, toutes les séries analogues peuvent y &tre rat-
tachées par une construction simple. En effet, si M,
est un second point de la parabole, il suffira de
prendre le point T ou la droite MM, rencontre la direc-
trice (D) et de tirer les droites TN, TN qui couperont
la paralléle & (A) menée par M, aux points cherchés N,
et N, correspondant a M,, .. .. En cffet, abaissant sur
la directrice les perpendiculaires MP et M, P,, les seg-
ments MT, M, T sont dans le méme rapport que les
droites MP, M, P,, et comme celles-ci sont dans le méme
rapport que MI, M, F, partant que MN, M, N,, il est
clair que les triangles MNT, M, N, T' sont semblables et
queN, N,, T sonttrois points en ligne droite. Ceite con-
struction montre comment 1’on obtiendra la tangente en
chaque point N du lieu, par la jonction de N avec le

Ann. de¢ Mathémat., 3¢ série, t. XI. (Février 1892.) 5
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point ou la directrice est coupée par la tangente a la
parabole au point correspondant M.

J’examine maintenant la position de quelques points
intéressants du lieu.

Je suppose d’abord que les points M et m coincident;
il en est alors de méme des deux couples NN et nr/, et
ici N s’est réuni a n, N’ 4 n'. Cette circonstance se pré-
sentera deux fois, 'une quand la droite Mm sera tan-
gente a la parabole (en p), 'autre quand Mm se sera
éloignée indéfiniment. Dans le premier cas, les points N
et n, N et n' étant devenus coincidents, en 9% et v, de
réels et distincts qu’ils étaient immédiatement aupara-
vant et allant devenir imaginaires pour un nouveau dé-
placement infiniment petit de Mm, il est clair que Mm
est une tangente double a la courbe. Si I'on objectait
que les points 96 et v pourraient étre des points de re-
broussement, il suffit de se reporter & la construction
de la tangente donnée ci-dessus, pour voir que celles
en % et v coincident avec J%v. Quant a prétendre qu’il
peut s'agir de deux points de rebroussement de deuxiéme
espéce avee la méme droite 96y pour tangente de re-
broussement en chacun d’cux, I'impossibilité d’une pa-
reille assertion est telle qu’il est absolument inutile de
s’y arréter. Le deuxiéme cas est identique au premier
ct le lieu admet la droite & I'infini comme bitangente :
il y a seulement matiére a trouver les directions des
points de contact. Pour cela, il suffit encore de se ser-
vir de la construction donnée d’autre part, en partant,
par exemple, des points 9% et v, qu’il y a réel avantage
a choisir comme points initiaux. Alors, M étant passé a
I'infini, T vient en O, projection de w sur la directrice et
les directions cherchées sont @)%, ®v, rectangulaires
entre elles, car O p = pdb = v = pF; 6 ct I' sont, du

» . N —
reste, symetlriques par rapport a Jo pv.
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Le point n peut coincider non plus comme précédem-
ment avec N (ce qui entraine la coincidence simultanée
de n' avec N'), mais avec N’, N et n/ restant distincts.
Cela arrive manifestement lorsque la corde paralléle
a (A) passe par le foyer F. Soient alors désignées par 91
ctw ces positions particuliéres des points M et m. Pour
obtenir les tangentes en F, il faut, comme on a vu,
prendre les points ou celles en OIU et w coupent la direc-
trice et les joindre a F'; mais ici, en raison des propriétés
connues des cordes focales, ccs points coincidenten 0 :
les deux tangentes en F sont donc coincidentes avec la
droite F® perpendiculaire a (A). Cette fois encore on
n’a point cependant affaire & un rcbroussement, car
lorsque la corde de direction fixe traverse le foyer I, les
points N’ et n, réels avant ce passage en IY, sont encore
réels aprés. On est en présence de cette singularité parti-
culiére résultant du contact de deux branches de courbe,
équivalente a deux points doubles (et & deux tangentes
doubles), qu’on a nommée point tacnodal.

Je passe maintenant a un dernier genre de coinci-
dence entre deux des quatre points d’'une méme série
N.N,n et n': c’est celle qui a lieu entre deux points
d’un méme couple N et N'. Alors les distances MN et
MN’ sont de module nul, ce qui entraine qu’il en soit
de méme des distances MF et MP, et ainsi 'on voit que
le cas en question est celui ou le point M est'un ou
l'autre des points communs a la parabole donnée ct 4 sa
directrice. Ici une certaine attention est nécessaire pour
ne pas se méprendre sur la nature des points envisagés :
on aura établi que ce sont des points doubles, si I'on
montre qu’il existe plus d’une sécante passant par ces
points et y ayant deux intersections avec le lieu confon-
dues. Or une sécante remplissant cette condition est par
définition la droite de direction (A); mais il en est de
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méme pour la droite isotrope qui passe par ce point ct
qui admet comme point réel le foyer F de la parabole,
a cause de modMN = mod MN' = mod MF = zéro.

Cette circonstance est importante, car ces deux points
doubles, joints au point tacnodal précédemment re-
connu ct qui en vaut deux autres, donnent un total de
quatre points doubles, limite qu'une quartique ne peut
atteindre sans sc décomposer en deux coniques, et
comme on a vu que la droite de I'infini était une bitan-
gente, il s’agit ici de deux paraboles a axes rectangu-
laires et se touchant en un point I,

Cela étant, les droites ®% et ©v sont pour chacune
de ces paraboles les diamétres conjugués a la direc-
tion (A) : elles passent donc par les points JIC et w de la
parabole donmée, qui sont les extrémités de la corde
focale de direction (A). Cette remarque est, du reste, de
peu de conséquence,mais non pas la suivante. Les droites
rectangulaires OF, )Gy étant tangentes aux paraboles
trouvées en I et 9% d'une part, en F et v de lautre,
leur point de rencontre I appartient aux directrices de
ces paraboles, dont les foyers sont les projections ® et o
de I sur les cordes de contact I, 9%, Fv. [On voit en
passant que, lorsque (A) varie, enveloppe des direc-
trices est une parabole homothétique & la proposée avec
F comme centre et 3 comme rapport d’homothétic].
Qu’on abaisse maintenant IS perpendiculaire sur FD,
S est le sommet de la parabole donnée, ct, par construc-
tion, les points 5, ®, © apparticnnent a un méme cercle
décrit sur le diamétre 1. Donc ’angle S®F est égal a
Pangle SIF, c’est-a-dire a 'angle DOF. Mais, dans le
cercle O@0GFy, de centre ., cet angle formé par une sé-
cante I O et par la tangente en © est égal al’angle inscrit
0L, Les droites ©)%, S® sont donc paralléles, et,
par suite. la deuxiéme, qui joint le foyer de la parabole
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a son point & l'infini est Paxe : il passe, comme il avait
été annoncé, par un point fixe, le sommet de la para-

bole donnée.

Le paramétre d'une parabole est égal a deux fois la
distance du foyer a la directrice. Le paraméire d’une
des paraboles trouvées est donc égal au double de la pro-

jection de 1@ sur S®, c’est-a-dire a
2T sin(1d, 6v).

Or P'angle en question est égal a

N N 2N

69LF = DOF = 159G, DI = 0.
De méme le paramétre de 'autre parabole est égal a

2 I‘c"? sinf),

et, par suite, la somme des carrés est

f——2 —2
4([4’ o ) sin20,
Mais

2 -2

Il? =1IF

—2

1o

.
ct, par suite, quatre fois cette somme vaut OF qui,

.
multipliée par sin20, donne DF | quantité constante.
Je passc maintenant au licu des sommets des denx
paraboles trouvées quand la direction (A) varie. 11 s’agit
d’abord de voir comment on peut le plus directement
en construire un point. I’examen attentif de la figure
montre que, par exemple, ayant construit sur la base SF
un triangle SF® dont I’angle en ® soit double de ’angle
en S, on ménera la bissectrice ®O et I'on projettera
d’abord le point F sur cette bissectrice, ensuite le point
ainsi obtenu sur S® en ¥. Ou bien, ce qui revient au
méme, considérant un cercle passant par les points S
et I, ct le point milicu O de I'arc SF, on portera, a par-
tir de I, Pare F® égal a 'arc OF : joignant alors S® et
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y projetant O en A, le point cherché T est le milicu du
segment A®. Il est bien clair, d’ailleurs, que 'on ne
peut pas substantiellement distinguer I'une des deux
paraboles trouvées de I’autre et que la méme courbe
géométrique (symétrique nécessairement par rapport
a SI') sera le lieu de leurs sommets.

Par exemple, dans le dernier mode de construction
indiqué, le point ¢ du cercle diamétralement opposé
a @, étant joint a S, donne un point ¢, milieu du seg-
ment 93, ¢ étant la projection du point milieu du plus
grand arc SF. Les points ® ct v, A et 8, ¥ et ¢ vont par
couples maturels, suivant ce qui a été admis dans
I’énoncé.

Ccla étant, il faut reconnaitre que I'équation polaire
du licu est la traduction immédiate de propriétés évi-
dentes dans les figures, et que se refuser a écrire sous
sa vraie forme ct a interpréter cette équation, est sur-
tout faire acte d’intransigeance géométrique.... En adop-
tant cependant exclusivement ce dernier point de vue,
la courbe (I), lieu des sommets, se présente comme dia-
métre curviligne, par rapport au pole S, des courbes
(@), lieu des foyers, et (A), lieu des points centraux sur
les directrices. Ces lieux n’étant point envisagés dans
Iénoncé, leur introduction fait longueur, bien queleur
étude soit en somme facile.

Jexamine d’abord la courbe (A). Elle résulte (isolé-
ment) de la construction suivante. Etant donnée une
droite SI et la parpendiculaire OO’ au milieu © de SF,
on cousidére un triangle isoscéle ayant pour sommet S
ct sa base sur OU' : les pieds A et A’ des hauteurs sont
les points dont on cherche le lieu. Sur une droite issue
de S, il y a donc un seul point variable du lieu, mais ce
poini vient deux fois en S suivant les droites a 43°
sur SI°, quand le wiangle SOO' est rectangle : on a
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donc affaire 4 une cubique. Les points AA’ se réunissant
en o quand P'angle en S est nul, cette cubique forme
une boucle SwS. Pour aller plus loin, je remarque que
les points S, A, A’ et H (point de concours des hauteurs)
sont sur un cercle, et que les points S, K ( projections de
A, A" sur SF),. H et w, forment une division harmo-
nique. Donc, sur une droite AK4’, les points du lieu
s’'obtiennent en coupant par un cercle ayant son centre
sur SI et passant par les points S et H (conjugué de S
par rapport au segment Kw). H venant en ' quand AA’
passe a U'infini, deux des points a I'infini de la courbe
sont, par définition, les points cycliques; d’autre part,
H étant a Uinfini lorsque K est symétrique de » par
rapport a S, on a 'asymptote réelle de la courbe, que
toutes ces propriétés identifient a la strophoide droite.

Jétudie maintenant la courbe (®). Sur chaque droite
issue de I il y a trois points du licu, car a cette droite,
faisant 'angle @ I'X, correspondent trois droites passant
par S et faisant avec SI les angles

SN SN 1./\
1®FX, 21®FX 4-100°, 1PFX 240"

La courbe est donc aussi du troisiéme ordre, & moins,
cependant, que F' ne soit un point du lieu, et cela ne
peut avoir lieu que si F® coincide avec I'X; mais alors
deux des droites S® font avec SF les angles de 60° et
120°, et ce sont les tangentes en S qui est un point
double; quant au point commun a la limite aux droites
coincidentes SF, X, et qui parait, & premiére vue, in-
déterminé, la construction des points de (®) par le moyen
du cercle SF®¢ montre que 'arc SF s’étant appliqué
sur sa corde, @ est venu au point X tel que 'on ait

FX = 1SF.

La position correspondante au point % est a 'infini. Du



(63)
reste, d’unc facon générale, le point o étant projeté sur
SF, la distance de cette projection au point S s’exprime

J— PN
par So.sinfl, en désignant par § Pangle FS®; or, ona

2

oo 2 2 S
So 5S¢ =dg = .
' ' sinZa.()
Donc
N §i7_‘ sin2() 2
i Se.sinf) = li DF ST S@ sin?
Ilm(bcr sinf) un\/ 2ol Sa .sin20,

la limite cherchée est la méme que celle de

- sinf)

SK = 4 SF.

-

sin2

La courbe (®) a donc méme asymptote réelle que la
courbe (A). D’autre part, sur tout cercle passant par les
points S ct I, il y a sculement deux points variables du
lieu : il y ¢n a donc quatre autres fixes, parmi lesquels
deux ont été reconnus en S; les deux derniers, puisqu'ils
ne peuvent ¢tre en I, sont néeessairement les points
cyeliques. La courbe (@), comme la courbe (A), est unc
cubique circulaire.

Cela étant, pour trouver ordre de la courbe (E), il
suffit de compter ses points a 'infini, lesquels répondent
un par un a chacun des points a l'infini de (®) ou
de (A); mais comme les points a D'infini de ces courbes
coincident, il y a seulement trois points £ 4 I'infini. La
courbe (2) étant ainsi une cubique et un scul point E
existant sur chacune des droites telle que Sg, c’est
que S est un point double : ces considérations exclusi-
vement géométriques ne permeltent pas de fixer com-
modément quelle est la direction des tangentes en S; on
voit seulement qu'elle est intermédiaire entre 43¢ et Go®.
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La véritable valeur est

angle (tang = v/2).

Au lieu de supposer que le point T divise le segment
A® en parties égales, on pourrait, sans avoir & modifier
aucune conclusion essentielle, supposer qu’il partage le
méme segment dans un rapport donné. A la limite on
trouverait une cubique composée de 'asymptote réelle
commune et des droites isotropes issues de S. Par suite,
en ayant égard a la position d’un seul couple particulier
A®, on verrait que (A) est la courbe diamétrale de (@)
et de son asymptote réelle par rapport au pole.

Remarqgue. — Si, au lieu de s’en tenir strictement a
I'énoncé tel qu’il a été proposé, on lui eit fait subir une
trés légére modification, la démonstration et pu étre
assez notablement abrégée. Dans le premier cas, les
couples de points N et N, n et n' s’obticnnent en pre-
nant d’abord les deux points M et im ou une droite de
direction donnée coupe une parabole, puis en cherchant
les intersections de cette méme droite avec les cercles
ayant les points M ctm pour centres et les distances de
ces points au foyer de la parabole comme rayons : le
probléme est biquadratique, le lieu est a priori une
quartique, et il est nécessaire de faire voir qu’il y a
sur cette quartique un nombre surabondant de points
doubles, pour établir du méme coup qu'elle se dé-
compose en deux coniques. Mais si, au lieu des dis-
tances des points M et m au foyer, on considére leurs
distances & la directrice, le probléme commence 4 chan-
ger de nature, car on n’est plus alors forcé de détermi-
ner a la fois chaque couple NN', mais on peut consi-
dérer séparément le point N, par exemple, comme I'un
des sommelts 4 la base d’un triangle isoscele dont le
sommet principal décrit une parabole et I'autre sommet
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a la base la directrice de cette parabole, les cotés con-
servant des directions constantes. Il est évident cette
fois que le probléme est simplement quadratique, et le
lieu de N est, a priori, une conique; quant a établir
qu’il s’agit effectivement d’une parabole, c’est ce qu’il
est facile de faire de la méme maniére que ci-dessus en
cxaminant la nature des points a I'infini.

SUR LA CORRELATION ENTRE LES SYSTEMES DE COOR-
DONNEES PONCTUELLES ET LES SYSTEMES DE COOR-
DONNEES TANGENTIELLES;

Par M. Mavrice D’OCAGNE,

Ingénicur des Ponts et Chaussées.

Un intéressant article (*) de M. Casorati, dont la tra-
duction a paru dans les Nouvelles Annales (2° série,
t. XVIIL, p. 5), contient les lignes suivantes :

« Ces deux sysiémes de coordonnées (le systéme car-
tésien et le systéme pliickérien) ne donnent pas tou-
jours des formules correspondantes de méme nature
analytique, et I'on en conclut que les coordonnées carté-
sienncs ne peuvent se concilier entiérement avec le prin-
cipe de la dualité. Il me semble que cette conclusion
n’est pas licite et que le fait qui y donne lieu ne prouve
qu’une chose, c’est que les coordonnées pliickériennes
ne sont pas en corrélation parfaite avec les coordonnées
cartésiennes. »

Transformant, dés lors, suivant la loi de la duwalité
judicicusement interprétée, la conception ordinaire des

(*)*Cet article a paru en 1857 dans les Comptes rendus de 'In-
stitut lombard.
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coordonnées cartésiennes, I’auteur obtient un systéme
de coordonnées tangentielles qui ne sont autres que
celles dont, sous le nom de coordonnées paralléles,
nous avons ici méme développé la théorie (3¢ série,
t. I et 1V).

On sait qu’indépendamment de la notre, et simulta-
nément avec elle, une autre théorie des coordonnées pa-
ralleles a été publiéc en Allemagne par M. K. Schwe-
ring (') qui, dans des écrits partiels, s’était déja occupé
du sujet a plusieurs reprises (2).

M. Schlegel, dont I’attention avait été attirée sur ce
sujet par les recherches de M. Schwering avait, de son
coté, remarqué la parfaite corrélation des coordonnées
paralléles avec les coordonnées cartésiennes ( Zeitschrift
Sfiir Mathematik und Physik, v. XXIII).

Celle-ci a encore é1é mise ¢n lumiére, dans un ordre
d’idées plus pratique, par le lien que, dans le Cha-
pitre 1V de notre Nomographie (*), nous avons établi
entre nos abaques & points isopléthes et les abaques a
droites isopléthes de M. Lalanne.

Nous nous proposons de revenir encore ici sur ce fait
pour en fournir une nouvelle justification théorique
propre & mettre en évidence les rapports mutuels des
divers systémes fondamentaux de coordonnées ponc-
tuelles et tangentielles.

Envisageant d’ailleurs, pour plus de généralité, le cas

(*) Voir Pintéressante comparaison de ces deux théories, faite par
M. Schwering lui-méme dans la Zeitschrift fir Mathematik und
Physik, t. XXXI, [2], p. 71.

(2) Jai fait voir dans le Bulletin de la Socicte mathématique
de France (t. XVIII, p. 109) que I'idée premiére des coordonnées pa-
ralléles devait étre attribuée a Chasles.

(*) Ouvrage paru en 1891 chez Gauthier-Villars et fils, et dont il a
€té rendu compte dans le numéro de décembre 1891 des Nouvelles
Annales.
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de P'espace, nous partirons du systeme trés général ainsi
défini :
Soit OABC un tétratdre de référence.
Etant donné un point P, supposons que :

Le plan PBC coupe OA en q,
» PCA » OB » b,
» PAB ” 0OC » ec.

Nous poscrons, en faisant I’hypothése que les para-
métres A, u, v aient des valeurs fixes pour tous les
points de I'espace, mais d’ailleurs quelconques, et que
les segments soient pris avece leur signe,

() .5 Oa . 0b " Oc
' S WA Al Ty A A (P

¢t nous dirons que x, 3, z sont les coordonnées du
point P.

De méme, si un plan = coupe OA en 2, OB en 3, OC
en ¥y, nous poscrons

1 Az 1 BB

—_— ¢ o= o == —-

X0z’ RN

O
-2

(2) u

HA

< |-

U*(’
et nous dirons que u, ¢, & sont les coordonnées dun
plan =.

On voit que le point O et le plan ABC jouent ici des
roles symétriques; les coordonnées de I'un ct de 'autre
sont nulles. Nous pourrons appeler 'un le point fonda-
mental, I'autre le plan fondamental du systéme consi-
déré.

Cherchons, dans ce systéme, I'équation du point et
du plan unis, c’est-a-dire la condition analytique qui
doit lier les coordonnées x, y, z aux coordonnées u,
v, w, pour que le point P soit dans le plan =.

A cet eflet, prenons momentanément les droites OA,

OB, OC comme axes cartésiens OX, OY, OZ, ct dési-
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gnons par X, Y, Z les coordonnées du point P dans ce
systéme.

Puisque, par définition, le point P est a la fois dans
chacun des planus aBC, AbC, ABc, on a
x ., z_ X Y z_  X_ X
Oa OB OC™" OAT0s 0CT" OUATOBTO

Mais, des égalités (1), on tire

>

Oa z 0b _  y 0)

'—‘_’

c
OA ~ z—4r’ OB~ y—n 0C ™~ 3

)

Les équations (3) deviennent dés lors

) )‘X—P‘Y_.LZ__X_LY VA
70X~ OB~ zOGC OA "0OB "0GC "

La condition pour que le point P se trouve dans le
plan = ou a3y s’exprime par
. X Y Z
(C)) —_— e e =
Oa 08 " Oy

Mais les égalités (2) donnent

oA op_ . 0c_
Oz he+h 08 = e+ 1, oy = “+ 1,
ct ’équation (5) devient
S SR SRR S S S R
“Oh "o 7' 0OCcTOA OB TOoC 7Y

ou, en vertu des équations (4),

.Y oz
(lta“+v)f+w;+1)(61—\ﬁ—(—)—g+m_l =o.

Si nous écartons le cas limite ou le second facteur se-
rait nul, ¢’est-a-dire out le point P serait dans le plan
fondamental ABC, auquel cas les coordonnées x,y, z
de P scraient infinies, nous voyons que la condition se

c

= 1.
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réduit a
(6) Ux 4+ vy + wzs +1=o.

Telle est, dans le systéme général de coordonnées
(ue nous considérons, ’équation du point et du plan
unis. Ce systéme établit donc entre les éléments point
et plan le méme mode de correspondance que celui qui
résulte du rapprochement des systémes cartésien et
pliickérien d’une part, des systémes paralléle ponctuel (*)
ct paralléle tangentiel de I'autre. Nous allons voir main-
tenant comment ces divers systémes peuvent en dériver.

Imaginons d’abord que le plan fondamental ABC soit
rejeté a linfini. Pour que, dans cette hypothése, les
coordonnées d’un point quelconque ne soient pas nulles,
donnons-nous d’abord pour les paramétres X, w, v les
valcurs

A =— OA, —_ 0B, v=—OC.

Nous avons alors 4 la limite

x =O0a, y =00, 5=0c¢ (coordonnées cartésiennes),

1 J 1 ( d . liickéri )
U=— —, 0 =— > w = — — (coordonnées pliickériennes).
Oa 0B Oy P

Corrélativement, rejetons le point fondamental O a
Uinfini. Ici, nous prendrons

I I 1
A=—5%x *TTOoB T oc
et nous aurons a la limite

R R
T==xa YT

14}

= _Cl—c (coordonnées paralléles ponctuelles),

w=Aa, v=B§, z = Gy (coordonnées parall¢les tangentielles).

(1) Nous ;avons défin1 celui-ci, au signe prés des coordonnées, dans un ar-
ticle des Nouvelles Annales (3¢ série, t. VI, p. 4g3).
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On voit que de 'une a 'autre de ces deux hypothéses
corrélatives, il y a correspondance parfaite d’une part
entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées
paralléles tangentielles, de 'autre entre les coordonnées
pliickériennes et les coordonnées paralléles ponciuelles.
Ainsi se trouve confirmé, pour la premiére partie, et
complété, pour la seconde, par voie analytique le fait
que le professeur Casorati avait déja mis en évidence
par voie synthétique dans ce Journal.

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES PROPOSEE
AU CONCOURS D'ADMISSION A L'ECOLE NORMALE SUPE-
RIEURE EN 1891 (*);

Par M. L CariTAINE MALO.

La premiere partie de I’énoncé est un corollaire immé-
diat de la proposition plus générale : Denx points P, Q
d’une conique, et lepole M de la droite PQ par rapport
@ cette conique, sont sur une méme conigque avec tout
systéme analogue P'Q'M' (), et il suffit de faire I'hy-
pothese particuliére que les points P'Q’ ont é1é pris sur
le cercle déterminé par le triangle MPQ. Quant a la pro-
position générale, elle est fondée sur ce fait que la droite
de Pascal, relative a I’hexagone MPP'M'Q'Q, est obte-
nue par les constructions méme qui donnent la polaire
par rapport a la conique du point d’intersection I' des

(') Voir I'énoncé, t. X, p. 3t1; 18g1.

() Plus généralement encore : Les sommets de deux triangles
autopolaires par rapport @ une conique sont sur une méme co-
nique; les coteés sont tangents a une méme conique.
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droites PQ’, PQ. La derniére partie de I'énoncé aussi
est immédiatement vérifiée en raison de ce qui précéde,
car clle revient a dire que les points I’ et I’ sont con-
jugués par rapport aux points M et M, proposition qui
vient d’étre acquise, quelle que soit la nature de la co-
nique MPP'M'Q'Q.

Pour établir que les points FF'MM’ sont sur un
méme cercle, le plus court est peut-éire de ne pas cher-
cher a tirer directement cette conséquence des construc-
tions de I’énoncé, et d’autres qui peuvent s’en conclure,
mais d’examiner d’une facon générale la nature de la
correspondance entre les points M et M/, laquelle est
évidemment unique et réciproque (c’est-a-dire ration-
nelle), et d’achever de caractériser cette correspondance
par I'élude de ses points exceptionnels, c’est-a-dire
d’une part ceux pour lesquels le point M/ coincide avec
M, et de 'autre, ceux pour lesquels ce point est indé-
terminé sur une certaine courbe algébrique dont I’ordre
est principalement a reconnaitre. Or, en premier lieu,
si M et M coincident, m el P’_Q’col'ncident aussl :
donc P, Q sont les points de contact avec la conique d’un
cercle bitangent et contenant le point M, c’est-a-dire
d’un cercle évanouissant; les points M en question sont
donc les quatre foyers, réels et imaginaires, de la co-
nique considérée. En second lieu, il est clair que, si M
vient en O, centre de la conique, PQ passe a I'infini,
ct, par suite, le cercle OPQ se décompose en deux
droites, PQ, qui contient quatre points du lieu (P, Q
et les points cycliques w, w'), et une droite indétermi-
néc passant par O : le pole M’ de cette droite est donc
lui-méme indéterminé a l'infini.

Un raisonnement analogue, quoique un peu plus
abstrait, en raison de I'imaginarité de presque tous les
éléments, montre que les points cycliques o et ' sont
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deux autres positions de M pour lesquelles M’ est indé-
terminé sur les droites Ow et Ow/, respectivement.

Tout cela caractérise la transformation particuliére
du second degré dans laquelle un couple de points MM
se présentent comme conjugués par rapport a toutes les
hyperboles équilatéres construites sur un diamétre fixe
(iciladroite F'F joignant les foyers de la conique don-
née), et qui est caractérisée par la relation métirigue

OM.OM = OF , les droites OM, OM’ érant symétriques
par rapport a OF. Dés lors, si I’on méne par M’ deux
droites, 'une paralléle et autre perpendiculaire a OF,
jusqu’a leurs rencontres avee OM, enm et @, on voit que
les points M, m et les foyers réels de la conique d’'une
part, M, u et les foyers imaginaires d’autre part, sont
situés sur deux cercles, qui, en raison de la symétrie par
rapport a I’axe OF, pour le premier, et a I'axe perpendi-
culaire, pour le second, passent nécessairement par M.

Cela établi, tout le reste est facile, car, les droites
OM, OM’ étant toujours également inclinées sur OF, M’
est invariable du moment que FF' et M le sont, ce qui
est ’hypothése. Alors les points I, 1" sont sur la droite

fixe MM/, qu'ils divisent harmoniquement, et, quant au
point I, étant le pole d’une droite fixe par rapport a
une série de coniques confocales (cas particulier du
faiscean tangentiel de coniques), il déerit, comme on
sail, une autre droite.

Ann. de Mathémat., 3* série, t. X1, (Février 18g2.) ()
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PrincipEs DE LA NouvELLE GEOMETRIE DU TRIANGLE, par
M. Aug. Poulain. In-8 de 48 pages. librairie Cro-
ville-Morant ; 18g2. Prix : 2%, 5o.

Il'y a toujours eu des géométres qui ont signalé des pro-
priétés du triangle; mais, depuis peu d’années seulement, une
étude systématigue en a été faite, et les résultats ont été si
rapidement multipliés, qu’ils ont, parmi les diverses bran-
ches de la Géométrie pure, formé un rameau spécial qu'on
appelle maintenant la Géométrie du triangle.

Au fur et 3 mesure du développement de ces nouvelles
études, de nombreux géométres en Allemagne, en Angleterre,
en Belgique, en France, en Hollande, etc., ont essayé de fixer,
chacun a un certain point de vue, dans des notices bibliogra-
phiques, dans des résumés, I'état des connaissances au mo-
ment ou ils écrivaient; pour ne citer que les travaux de
langue francaise, parce que je connais trés incomplétement
les autres, j'indiquerai ceux de MM. Neuberg, de Long-
champs, E. Vigarié, Morel, Em. Lemoine. A leur suite, le
travail de M. Poulain vient & son heure, il les englobe pour
ainsi dire tous, en exposant, dans un tableau habilement pré-
senté et rigoureusement coordonné, le matériel des principes
fondamentaux, des définitions et le vocabulaire des mots de
récente création avec lesquels la Géométrie du triangle s’est
construite, s’exprime et se développe.

La nature méme du travail dont nous parlons le rend im-
possible a résumer, puisqu’il est lui-méme un résumé ou rien
n'est inutile, aussi je n’écris point cette Notice dans le but
que Pon puisse se faire une idée de ce qu’il contient, mais
pour engager les géométres quis'intéressaient déja au triangle
a lire le Mémoire de M. Poulain et pour affirmer, a tous ceux
qui veulent se mettre au courant de ces nouvelles études,
qu’ils y trouveront un moyen facile d’initiation, et je dois
ajouter : j'en connais peu oit la question soit aussi simplement
et aussi complétement traitée.
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Je vais donc me borner a quelques remarques générales.
L’auteur, dans ses démonstrations, se sert de la Géométrie
analytique, de facon que tout éléve des classes scientifiques
puisse les suivre facilement ; page 32, Pauteur donne une dé-
monstration géométrique rigoureuse de l'existence des points
de Brocard : il trouve rapidement les coordonnées barycen—
triques de ces points; la valeur des fonctions trigonomé-
triques de l'angle w de Brocard est également déduite des
formules de T'auteur relatives aux coordonnées qu’il a appe-
lées angulaires et introduites dans la Géométrie du triangle.
Remarquons encore le théoréme fondamental de la page 31
sur la puissance d’un point par rapport au cercle circonserit,
théoréme dont Iimportance se révéle bientdt; le Chapitre
sur les coordonnées tripolaires et sur les coordonnées angu-
laires ; la collection de formules pages 36 et suivantes; les
formules générales de la transformation des coordonnées
lorsque 'on change le triangle de référence: la systématisation
de la recherche de points remarquables en ligne droite (en
alignement) ; 'exposé en une seule page de presque tous les
théorémes sur le cercle de Brocard avec leur démonstration.

J’ai du plaisir & écrire ces hignes, élogieuses sans restriction,
en conslatant, a aide du Mémoire de M. Poulain, le chemin
parcouru par la Géométrie du triangle et surtout a les écrire
dans ce Journal, qui, en 1873, p. 364, a accueilli la petite Note
sur le point que j'appelais alors : le centre des médianes anti-
paralléles, Note qu'on a bien voulu considérer comme une
des origines de I'évolution actuelle de la Géométrie du
triangle. Em. LEMOINE.

SUR LE THEOREME GENERAL RELATIF A I'EXISTENCE
DES INTEGRALES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ORDINAIRES ; .
Par M. G. PEANO,

Professeur a I’'Cniversité de Turin.

M. E. Picard, sous ce méme titre ( Nouvelles An-
nales,"t. X, p. 197), prouve que, si 'on envisage le
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systéme des n équations du premier ordre,

dw

du
e E; zfll(zy u)vv"'yw)a

dr:f,(m,u,u,...,w), Cey

ou les f sont des fonctions continues réelles de x,
u, ..., w, dans le voisinage de xy, wy, ..., w, et si de
plus on suppose que I'on puisse déterminer n quantités
positives A, B, ..., L, telles que

| fla,w'y o' o) — f(zyu,0, oo, w) | < Aju'— u|

B¢ —o]l+.. .+ Llw—w|

(2)

alors il existe des fonctions u, v, ..., w de x, continues
dauns le voisinage de x,, satisfaisant aux équations dif-
férentielles, etse réduisant respectivement, pour x = x,
A Ugy Voy + o oy V.

Or, pour démontrer I'existence des intégrales, I'hy-
pothése (o) n’est pas nécessaire. En la faisant, on peut
déduire non seulement Vexistence des intégrales dont il
s'agit, mais aussi qu’elles sont uniques. J’ai prouvé cela
dans ma Note Démonstration de lintégrabilité des
équations différentielles ordinaires (Mathematische
Annalen, t. XXXVII, p. 182). La démonstration de la
premiére partie de ce que jaffirme est un peu longue;
la deuxiéme partie (la plus intéressante dans I'ensei-
gnement élémentaire) se prouve aisément.

En effet, soient u, v, ... et d/, ¢, ... deux systémes
de fonctions de x, définies aux environs de x = x,, sa-
tisfaisant aux équations diflérentielles, et se réduisant
tous les deux & ug, ¢g, ... pour & = 2. On aura

du
(71‘“ :f1(x,ll,(‘,...,“’>- e

du’ ., ,
' dr =fila,u ¢ oo, 0, N
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d’ou 'on déduit

d(u'—u .,
(a) —(7‘—)=ft(~7»',uy"yo--)——ft(x,u,v,...).

Or, quelle que soit la fonction u de x, on a

dlul
£Zr

d

du

dx

En posantu’ —u, v/ — v, ... au lieu de « dans cette
indgalité, en vertu de (a) ct de (8) on a

dlw—u]
() dx

SA|lW —u|+Blv—¢|+.. .- Lo —w]|

. M .,
Soit - la plus grande des quantités A, B, ..., L; po-

sons X = |u —u|+|¢v —¢|+... +]|w—w| Som-
mons les inégalités (y); on a
o dX .
(0) Zi; <MX.
Pour tirer X de cette inégalité, multiplions par
e~ ™= (e facteur inlégrant)
[ dX

\
~Mr—xg { 220 __ MX )<
e ((LT MX ) o,

d’ou

(.;d;; (e—mr—.ra) X) é 0.

Donc e =" X qui s’annule pour x =.0, et dont la
dérivée est So, scra, pour toute valeur de x > x4, né-
gative ou nulle

e=Mr-r0X <o.

Mais e~*—% est positif, X est positif ou nul; donc
X = o, et chacune deses parties |/ — w|, |v — v, ...
est aussi nulle, d’ou

’

u' = u, o' =y,
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Cela prouve qu’il y a un seul systeme de fonctions
qui satisfait aux équations doundes, ct qui prend des
valeurs données pour la valeur fixée de lavariable.

SUR LE THEOREME DE BUDAN ET FOURIER;
Par M. G. FOURET,
Examinateur d’admission a I'Ecole Polytechnique.

1. Le cours d’Algtbre supéricure de Serret contient
une démonstration, déja trés simplifiée, du célebre théo-
réme découvert a la fois par Budan et par Lourier (*).
On peut cependant, comme nous allons le faire voir, don-
ner a cette démonstration une forme encore plus simple,
ui nous semble oflvir quelque intérét, tant en raison
du théoréme lui-méme que des conséquences auxquelles
il conduit. On sait, en effet, que le théoréme de Des-
cartes s’en conclut immédiatement. On verra également
plus loin comment on en fait découler trés naturelle-
ment la régle de Newton, pour trouver une limite supé-
rieure des racines d'une équation et une régle toute
semblable, qui ne nous parait pas connue, pour déter-
miner une limite inférieure de ces racines.

La valeur pédagogique, qu’acquicrt ainsi le théo-
réme de Budan et Fourier, nous engage a traiter ce
sujet avee quelque développement.

" L2 Al , D Al i) .
2. Tutoreve pe Buban er Founter. — /rant donnde
une équation algébrigue entiére X = o, ¢ une seule
inconnue x, le nombre des racines réelles de cette

equation, comptées avec lour ardre de multiplicité,

(*) M. Ossian Bonnet en a donné, il y a plusieurs années, une
démonstration toute différente, bhasée sur le théoréme de Rolle
(Nouvelles Annales, 1 sévie, t. 1L, p. 119),
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que sont comprises enire a et 3 > a, est égal, ou infé-
rieur d'un nombre pair, au nombre des variations que
perd lasuite formée par X et ses dérivées successives,
lorsqu’on y fait consécutivement x = » et x = 2.

Les fonctions algébriques entiéres, qui composent la
suite

(1) N, X, X', L., Xy

m désignant le degré de X, ne peuvent changer de signe
qu'en s’annulant. Cette suite ne peut done perdre, ou
gaguer de varialious, que lorsque a passe par une valeur
anunulant unc ou plusicurs des fouctions (1).

S0it @ unc racine, d’ordre de multiplicité p, de X =o.
On peut toujours trouver un nombre positif 4, tel que
les fonctions X, X/, ..., X790 ne s'anoulent pas,
lorsque & varicde @ — ha aevde a i a+ h. Alors, en
vertu d’an théoréme bien connu sur la dérivée loga-
vithmique, la suite

(2) X, X, ..., X\»

présente p variations, pour les valeurs de & comprises
entre a — h et a et p permanences, pour les valeurs de
x comprises entre @ et a + I Done, la suite (2) perd p
variations, quand x passe, en croissant, par une ra-
cine, multiple d’ordre p, de X =o.

Soit maintenant b une racine, d'ovdre de multiplicité
¢, de X =0 (). D'aprés la remarque précédente, la
suite

Xow, Xt L, Xt
perd ¢ variations, lorsque x passe, cn croissant, par la
valeur b. Par conségquent, Jors méme que Tintervalle

(*) Serret distingue deux cas, suivanl que g ¢st pair ou impair.
Notre raisonnement rend cette distinetion inutile.
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de X(2=1 4 X acquerrail une variation, la suite
xv'uvi)’ xvn" _\'(n+1‘_‘ - N n+q

ne peut gagner aucune variation, quand x passe, en
croissant, par une racine, multiple d’ordre ¢, de
X —= o,

Cela posé, substituons o et > 2 a x dans lasuite (1),
et désignons par vy et vg les nombres de variations résul-
tant de ces substitutions. 11 est clair que ¢, surpasse vg
d’autant d’unités an moins, qu’il y a, entre o et B, de
racines de X = o, comptées avee leur ordre de multipli-
cité, puisque la suite (1) ne perd de variations que
Jorsque x passe en croissant par une racine de X =o,
etquelle en perd, dans ce cas, autant qu'il ¥ a d'unités
dans 'ordre de multiplicité de la racine.

Pour compléter la démonstration du théoréme, sup-
posons, par exemple, que 'intervalle (2, 3) comprenne
un nowbre impair de racines de X = o, chacune d’elles
étant comptée avee son ordre de multiplicité. En subs-
lituant successivement z et £ a x dans X, on obtient des
résultats de signes dillérents, et, comme X est une
constante, les nombres de variations v, ct vg sont de
parités différentes. Leur diflérence est done impaire, de
méme que le nombre des racines comprises entre o et 3.

Le raisonnement ct la conclusion sont les mémes,
lorsqu’on suppose que P'intervalle (2, B) renferme un
nombre pair de racines de X = o.

3. Remarques. — 1* La démonstration précédente,
en ce qui concerne X', s’appuic uniquement sur la
constance du signe de celte dérivée. On en conclut que
dans I'application du théoréme de Budan et Fourier, on
peut limiter la suite des dérivées a une dérivée qui,
méme en s’annulant, ne change pas de signe, pour les
valeurs de a comprises entre les nombres 2 et g.
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Cette remarque permet d’étendre le théoreme aux
équations transcendantes, sous certaines conditions de
continuité qu’il est superflu d’énoncer ici.

2° 1l peut arriver que les nombres substitués, « et 3,
annualent une ou plusieurs fonctions intermédiaires de
la suite (1). On doit, en pareil cas, dans 'application du
théoréme, compter le nombre des variations de cette
suite, en faisant abstraction des zéros.

En cffet, supposons d’abord que ce soita << 3 qui an-
nuleles fonctions conséeutives X® X (a+t) | X(atg—1),
Prenous ¢ positif et asscz petit pour qu’aucun nombre
compris entre 2 et 2 + & n’annule quelqu’une des fonc-
tions (1). La substitution de a+¢ & x dans X®,
Xt o, X#re=t) ne donmant lieu qu’a des perma-
nences, les variations de la suite (1), pour x =2 + ¢,
sont en méme nombre que pour x = a, abslraction
faite des fonctions qui s’annulent. D’ailleurs, I'équa-
tion X =0 n’a aucune racine entre « et o 4¢. On
doit donc, pour appliquer le théoréme de Budan et
Iourier, compter les variations de la suite (1) pour
x = a, sans avoir égard aux fonctions qui deviennent
nulles.

Supposons maintenant que ce soit 3 qui annule X,
Xt ., X910, Prenons 7 posilif et assez petit
pour qu'aucun nombre compris entre 3 —n et 3 n’an-
nule quelqu’une des fonctions (1). La substitution de
x = 3 — 7 dans la suite X, X0, X(ntg=t n’y
produit que des variations. Il est bien clair alors que
le nombre des variations de la suite (1), pour x = 3, ne
prut éure qu’au plus égal au nombre des variations ré-
sultant de la substitution de o = 3 — 7. On cst done
en droit, dans Vapplication du théoréme de Budan ct
Fourier, de compter les variations qui correspondent &
x =8, abstraction faite des fonctions qui s’annulent.
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b Application du théoréme de Budan et [ourier
anx équations ayant toutes leurs racines réelles. —
Yemarquons d’abord que la suite (1) présente toujours
m varialions, pour x=-— 20, ¢t m Permancnces, pour
x=—+%. Done, dans le cas oul'équation X = o a loules
ses racines réelles, le nombre de ces racines est juste-
ment égal a v_, — v,,. ll résulte de la que, dans cette
hypothese, le nombre des racines réelles comprises entre
o et 3> 2 ne peut étre inférieur ct, par conséquent, est
¢gal au nombre ¢y — vg; car, pour que le premier de
ces nombres fut inféricur au second, il faudrait, par
compensation, que ¢_, — vy fit inféricur au nombre
des racines réelles comprises entre —oo et o, ou vg— vy,
inféricur au nombre des racines réelles comprises entre
B et + oc, cequi serait contrairve au théoréme de Budan
et Fourier. Done, quand une équation algebrigue en-
tiére X = o atoutes ses racines réelles, le nombre de
ces racines, comprises entre deux limites u ¢t 3, est égal
aladifférence des nombres de variations que présente
la swite formée par’X et ses dérivées successives, quand
on y substitue consécutivement o et B.

5. Théeoréme de Descartes. — Le nombre des va-

riations de la suite (1), pour & = o, est égal au nombre
des variations du polynome

{ — n m—1 _ : P
X=aozm 4+ ayxm T Ay T A Wy T A @y,

supposé ordouné; car les fonctions, qui composent la
suite, prennent alors respectivement les valears Ay
Ay ’1 <2 lp_ay. o 1e20mag. Dailleurs, la suite (1)
ne présente aucune yarialion pour & =+ . Donc,
d’aprés le théoréme de Budan et Fowier :

1° Le nombre des racines positives d’une équation

algébrique entiére X = o est au plus égal au nombre
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desvariationsdu polynéme X ordonné, et la différence,
s’il y en a une, est un nombre pair.

2* Le nombre des racines positives d’une €quation
algébrique entiére X = o, qui a toutes ses racines
réeelles, est égal aunombre des variations du polynome
X ordonné.

6. Limite supérieure des racines d’une équation. —
Regle de Newton. — Soit [ un nombre qui, substitué
a z dans lasuite (1), n'y produit que des permanences.
Comme il en est de méme pour la substitution de
x =+ o¢, on peut afirmer, d’aprés le théoréme de Bu-
daun ct Fourier, que I'équation X = o n’a pas de racine
véelle comprise entre /et + o0, Done, tout nombre qui,
substitué & x dans le polynéme entier X et dans ses dé-
rivées successives, donne des 1ésultats de méme signe,
est une limite supérieure des racines de U’équation

X =o.

7. Limite inférieure des racines d’une équation. —
Soit & un nombre positif ou négaltif, qui, substitué a x
dans la suite (1), y donne des résultats alternativement
positifs et négatifs. Comme il en est de méme pour la
substitution de 2 = — o0, on est en droit d’cn conclure,
d’aprésle théoréme de Budan et Fourier, que I'équation
X == 0 n’a pas de racine réelle comprise entre — o0 ct
k. Donc, tout nombre qui, substitué & x dans le poly-
néme entier X et dans ses dérivées successives, donne
des résuliats alternativement positifs et negatifs, est
une limite inférieure des racines de Uéquation X = o.

8. Il serait sans doute téméraire d’affirmer que cette
régle si simple, pour trouver une limite inférieure des
racines d’une équation, est nouvelle; et cependant, si
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elle est déja connue, comment se fait-il qu’on ne la
trouve dans ancun des ouvrages classiques qui traitent
de la résolution des équations? Elle présente en eflet,
comme il est facile de le voir, les mémes facilités d’ap-
plication etles mémes avantages que larégle de Newton
donnant une limite supérieure des racines. Elle jouit
notamment de ces deux propriétés : 1° de fournir une
linrite inférieure, plus approchée de la plus petite racine
que toutes celles données par les autres méthodes con-
nues; 2° de permettre, dans le cas d’unce équation ayant
toutes sesracines réelles, de déterminer un nombre aussi
peu inférieur que I'on veut a la plus petite racine.

Rien n’est plus aisé d’ailleurs que d’établir directe-
ment la régle en question de la maniére suivante.

9. Soit k un nombre qui, substitué dans le polynome
entier F'(x) et dans ses dérivées successives, donne des
résultats alternativement positifs et négatifs. Nous al-
lons montrer que I(x) ne peut s'annuler pour aucun

nombre plus petivk —h(h > o0). On a, cu eliet,

—F"(fy ...

F(k—h)=F(k)— hF (k) +

A

1
he

-+ (— I)’) r)‘——l; rp(/\‘) IS S Gl I——:L—m—’n F”‘(k}.

D’une maniére générale, F7 (k) est du signe de ' (k)
. . .
ou d’un signe contraire, suivant que p est pair o im-
. hp
air, et le terme ——— Fr(k icédd s dé
pair, terme —— > F'r(k) est précédé, dans le dé-

veloppement précédent, du signe + dans le premier cas,
du signe — dans le sccond. Done I'(A—1), étant une
somme de termes tous de méme signe, ne peut étre nul.
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MOUNEMENT D'UN POINT PESANT ATTIRE PAR UN POINT
FIXE SUIVANT LA LOI DE NEWTOY;

Par M. A. pe SAINT-GERMAIN.

Le Bulletin des Sciences mathématiques contient,
dans son numéro de juin 1891, une étude posthume de
Celléricr sur le mouvement d’un point pesant attiré vers
un centre fixe O par une force réciproque au carré de
la distance. L’analyse du savant génevois est trés ingé-
nieuse, mais diflicile & retrouver et a imiter. Or, le pro-
bleme est de ceux dont la solution s’obtient avec une
facilité remarquable a I’aide des équations d’'Hamilton ct
de Jacobij je vais la développer 4 ce point de vue, en
complétant quelques résuliats de Cellérier, sauf a laisser
de coté une discussion diflicile qu’il entame et dont I'in-
térét est surtout analytique.

Prenons trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, dont
le dernier est dirigé dans le sens de la pesanteur; soient
x, ¥, z les coordonnées du point mobile M, 7 ct p ses
distances a l'origine et a 'axe OZ. En M passent deux
paraboloides ayant OZ pour axe de révolution, O pour
foyer et

24 yr =12+ 2h3, T2 yr=pi—aus
pour équations respectives : 4, p sont positifs ¢t I'on a

T ;J.-—).
’ 5=

2 2

2

= A, r= .

O

La position du point M peut éire définie par les va-
leurs de 2, w et de son azimut o : faisant la masse égale

Ann. de Mathemat., 3¢ série, L. XL (Mars 18¢2.) -

J
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a Punité, j’ai pour la demi-foree vive

N N\ L hp
, ' h [l L T '2,
(912_:_52_‘_92? 2)__—- —_t = + ; 7

T= 8 x

1
2

Fntroduisons les variables d’Hamilton

oT )\+11),

p:———;: 7= t
o\ Ak

JoT A —+u

() CPv= g = iv el
’ —()T—)Lo'
‘Pz——df?,— .

Si, daus ', je remplace 7/, u’, ¢’ par leurs valeurs ti-
rées des équations (1), il vient

2 2 .

(2) T:TE P P, PE

I
Il existe une fonction des forces

& p—=xr o2k
U_g~+;‘_g_—z_-r7x+p.'

Cela posé, I'équation dont, suivant le théoréme de Ja-
cobi, il suffirait de connaitre une intégrale compléte pour
cn déduire, par de simpl<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>