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ETUDE GEOMETRIQUE DES PROPRIETES DES CONIQUES
D'APRES LEUR DEFINITION ('):

Par M. L. MALEYX,

IV. Construire les points communs de deux coniques
situées dans un méme plan, ayant un diameétre commun
coNNvU, divisant en parties égales des cordes de direc-

tion donnée.

Supposons d’abord deux coniques a centre ayant le
diamétre commun EF; divisant dans 'une et 'autre en

Fig. 64.

parties égales les cordes paralléles a AB, la position du
diamétre étant connue, ainsi que la direction de la corde
s q
(fig. 64).
Nous pouvons supposer, en outre, la premiére co-
N p PI y tre, 1 e
nique définie par trois points M, N, P, qui, d’aprés la
propriété du diamétre, en font connaitre trois autres,

(*) Voir t. X (18g1), p. 37.
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et la deuxiéme par trois autres points M,, N, P,.
D’aprés le théoréme établi au n° VI, Chapitre II, nous
pouvons construire un cercle O passant par les points
véels ou imaginaires E, F, ou la premiére conique ren-
contre le diamétre commun, et de méme un cercle O,
passant par les points G, H, ot la seconde rencontre le
méme diamctre.

Si A, B, C, D sont ces points inconnus, la question
se raménce i déterminer les cordes communes AB, CD,
ou, ce qui revient au méme, les points R et S ou elles
rencontrent EIF.

Menons par les points M ct M, les paralleles & AB,
MK, M, K,. coupant EF en K et K, ; désignons par P
et p les puissances des points et K par rapport au
cercle O, et par Py et py les puissances des points R et
K, par rapport au cercle O,; nous aurons, d’aprés le
théoréme de Newtou,

NIRRT N N

- = ct - T

Y2 Iy P

d’ou, divisant membre & membre,

P MK

P,

2
1

r

MK

Le rapport des puissances du point R, par rapport
aux cercles O et Oy, est donc connuj il en résulte que
le point R ct le point S, pour lequel il en est de méme,
se trouvent sur un cercle ayant méme axe radical avec
les cercles O et Oy ; ce cercle peut étre construit, comme
on I'a fait au n°® VI, Chapitre 1I, ¢t la question est ré-
solue.

Considérons actuellement le cas ot Pune des coniques
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est une parabole; supposons toujours connu le diamétre
commun EZ de position et la direction des cordes, telles
que AB, qu’il divise en parties égales ( fig. 65). Suppo-
sons la parabole définie par deux points qui en déter-
minent deux autres, d’aprés la propriété du diamétre; il
est facile de construire le point E ou la courbe coupe le
diametre, car il est le centre de I'involution déterminée
sur EZ par ses points de rencontre avee les couples de
cotés opposés du quadrilatére inscrit, dont les sommets

s¢ déduisent des données, son conjugué étant a I'infini.
Les points G, 1, ou la seconde conique rencontre EZ,
sont a l'intersection de cette droite et d’un cercle Oy,
(u’on peut construire, si 'on connait trois points de la
courbe, comme dans le cas précédent.

Menons, par le point M de la parabole et par le point
M, de la seconde conique, MK ¢t MK, parall¢les a la
direction de AB ct coupant EZ en K et Ky, el proposons-
nous de trouver les points R, S ou les cordes communes
paralléles coupent EZ.

D’aprés la modification du théoréme de Newton éta-
blic au n° I du préscut Chapitre, quand la courbe est
une parabole et quand 'une des sécantes est paralléle
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au diamétre, nous aurons

2

AR MK
ER ~ 'EK

ct, d'aprés le théoréme de Newton lui-méme,

-——2 - —2 2

AR MK, MK,
RH =< RG K UxK G p; ~
si p,y est la puissance du point K, par rapport au
cercle Oy.

Divisant menibre & membre,

RI = R MK
TP~

—2
MK,

a étant unc longueur qu’on peut construire.

D’aprés cela, le point R et le point S, sur lequel on
peut répéter le méme calcul, appartiennent au lieu des
points dont la puissance par rapport au cercle O, et la
distance & unc droite quelconque passant par E (perpen-
diculaire a EZ, si 'on veut), comptée parallélement a
EZ, sont dans le rapport aj ce lieu, qu'on a déterminé
d’apres le théoréme II, Chapitre I, n° I, est un cercle,
qui peut &tre construit et dont l'intersection avec EZ
donne la solution de la question.

Enfin les deux coniques peuvent étre deux paraboles
ayant un diamétre commun.

Supposons que ce diamétre soit EZ, divisant en parties
égales les cordes paralléles 8 AB (fig. 66); admettons du
reste quc nous connaissions des éléments en nombre
suffisant pour déterminer ces deux courbes; nous pou-
vonssupposer connus les points E, E,, ou clles rencon-
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irent EZ, et les ordonnées paralléles 4 AB d’un point
de chacune d’elles, soient MK, M, K,. D’aprés ce que

Fig. 66.

nous avons vu au n° I du présent Chapitre, nous aurons
les égalités

AR _ MK AR _ MK,
Lk ~ KE E R EK
Divisant membre 4 membre,
ER_ MK o Ei Ky
ER m; Eh

Le second membre est connu, on en déduitla position
du point R, connaissant le rapport de ses distances aux
points E ¢t E,; la scconde sécante commune passe a I'in-
{ini, la question est complétement résolue.

RemarQuE 1vrorTanTE. — Cetle question peut étre

utilisée pour déterminer exactement les points doubles

virtuels de la projection sur un plan de I'intersection de
deux quadriques.

V. Tatorive peE Carxor. — Si I'on considére unc
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conique et un triangle situés dans un méme plan, la
conique rencontrant en deux points chaque coté du
triangle, le produit des six segments déterminés sur
chaque coté entre un sommet du triangle et ses points
de rencontre avec la conique, ces segments étant comp-
tés dans le sens du mouvement d’un point qui parcourt
le périmétre du triangle sans rétrograder, est égal au
produit des six seginents comptés de la méme maniére
¢n sens contraire.

Considérons la conique de la fig. 67 coupée par les
cotés du triangle ABC aux couples des points D et Dy,

Fig. 67.

Set By, 19 et 1Yy par un point O du p]an, menons les
transversales PPy, QQy, RRy respectivement paralléles
aux cotés AB, AC, BC du triangle.

D’apres le théoréme de Newton, on a les égalités

CAD XD, 0P x 0P,
AF < AF, — 0Q =< 0Q;’

BE < BE, _ OR x< OR,
BD < BD, ~ OP < OP;’

CF x CF, _ 0Q < 0Q; .
, CE < (F, — OR < OR,’
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multipliant membre 4 membre,

AD > AD{ > BE x BE; < CF < CFy _
AF < AF; < CE < CE, < BD < BD, _ "

ce qui démontre le théoréme énoncé.

Entre autres usages de ce théoréme, on peuts’en servir,
quand on connait cing points d’une conique, pour dé-
terminer le second point de rencontre, avec cette courbe
d’'une droite quelconque passant par I'un des cinq points
donnés.

Propriétés des coniques dont les points communs
appartiennent 4 un cercle.

VI. Soient O (fig. 68) une conique; A, B, C, D

qualre points communs a cette conique et @ un cercle;

Fig. 68.

B A2 A

construisons un des couples de sécantes rectilignes,
passant par ces quatre points, soit AC, BD se coupant
€en w.

Si par un point quelconque, A, du plan nous menons
les paralléles A,C,, B,D, aux droites AC et BD res-
pectivement, les points communs A., By, C,, D, de ces
sécantes avec la conique appartiennent & un méme
cercle.

Ann.de Mathemat., 3¢série, t. X. (Février 18g1.) 7
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En effer, d’aprés le théoréme de Newton, on a P'éga-
lité
AAs>x %Gy wA xwC,
AByxADy  wBxwD’

mais, d’aprés unc propriété connue des sécantes au
cercle, le second membre est égal a 1: donc il en est de
méme du premier;dés lors, d’aprés la réciproque de cette
propriété, qui est vraic et aussi connue, la proposition
énoncée est évidente.
. En sccond lieu, les deux sécantes considérées AC,
BD sont également inclinées sur 'un des axes de la
courbe, soit PQ.

Pour le démontrer tracons la sécante A, C, paralléle
a AC, et faisons passer par A, ct C; un cercle dont le
centre, 9, soit situé sur 'axe PQ. Ce cercle passera par
les points Dy, B, respectivement, symétriques de A, et
C,, par rapport a PQj; la droite B, D, sera symétrique de
A, C, par rapport & PQ; ces deux droites se couperont
sur PQ ct seront également inclinées sur cette droite. 1l
suflit donc de montrer que By D, est paralléle & BD : or
cela cst évident; car, sinous menions par B, une paral-
léle 4 BD, le second point de rencontre de cette droite et
de la conique appartiendrait au cercle 8, d’aprés la pro-
position précédente, ct, si ce second point était distinct
de D, C’est-a-dire si B, D, n’était pas paralléle a BD, le
cercle § aurait avec la conique cinqg points communs et se
confondrait avec eclle, ce qui est contraire & 'hypothése.

Il résulte de ces deux théorémes :

1° Que, si les points communs de deux conigues sont
situés sur un cercle, les axes de ces coniques sont paral-
leles aux bissectrices des angles d’un de leurs systémes
de sécantes rectilignes communs, el, en conséquence,
‘paralléles entre eur;

2° 'Que, st un des systémes de sécantes rectilignes
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communs de deux coniques est composé de deux droites
e’galement inclinées sur l'un des axes de l’une d’elles,
les points communs des deux coniques appartiennent a
un méme cercle; car les points communs de deux paral-
léles a ces droites menées par un point de I’axe avec la
conique correspondante sont symétriques deux a deux
par rapport a cet axe et, en conséquence, sur un méme
cercle;

3° Que, si deux coniques ont leurs axes paralléles,
leurs points communs sont situés sur un cercle, et gu’en
conséquence leurs couples de sécantes communes sont
composés de droites également inclinées sur les axes.

Soient, en effet, deux coniques dont on suppose les
axes paralléles, et se coupant aux points A, B, C, D
(/ig- 69)-

Faisons passer un cercle par les points A, B, C, et
menons par le point B, BR paralléle a AC; soit encore
PQ I'un des axes et I'une des coniques, ou une paralléle

Fig. 6q.

/’7' B

D] p”

4 cet axe. Sile cercle passant par A, B, C passe égale-
ment par D, le théoréme résulte des propositions pré-
cédentes; mais il ne peut en étre autrement, car s'il
rencontrait les deux coniques en des points différents,
soient D/ ¢t D”, les trois droites BR, BD’, BD”, issues du
méme point, seraicnt également inclinées sur une méme
droite PQ, ce qui est contradictoire avec un théoréme
connu: la proposition est donc établie.
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VII. Construction du cercle osculateur en un point
d’une conique. — Si trois des points communs d’un
cercle variable et d’une conique fixe viennent se réunir
en un scul, la limite du cercle variable porte le nom de
cercle osculateur de la conique en ce point C ( fig. 70).

Dans ce cas, les trois systémes de sécantes rectilignes
qui passent par les quatre points communs de la co-
nique et du cercle se réduisent a un seul composé de la
tangente a la conique au point d’osculation, C, et de la
droite CM qui unit ce point au quatriéme point com-
mun qui en reste séparé. Dés lors, en construisant la
tangente CT au point C de la conique, et la droite CM,
de telle sorte que les droites CM et CT soient également
inclinées sur I'un des axes de la courbe, soit PQ, puis

Fig. 5o.

M

déterminant le point M, ou CM rencontre la conique,
le cercle osculateur sera défini par les conditions d’étre
tangent 4 CT en C et de passer par le point M.

VIII. Propriétés de certaines sécantes communes au
cercle et a U'hyperbole équilatére. — On donne le nom
d’hy perbole équilatére a celle dont les asymptotes sont
rectangulaires; il en résulte que les axes de cette courbe
sont égaux, et qu'il en est de méme de deux diamétres
conjugués quelconques d’apres le second des théorémes
&’Arorronius. Dés lors le parallélogramme construit sur
deux diamétres conjugués est un losange, et les asym-
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ptotes qui en sont les diagonales, n° XVII, Ch. I, 'sont
bissectrices des angles de deux diamétres conjugués.

On donne le nom de cordes supplémentaires d’'une
conique & deux cordes unissant un point de la courbe
aux extrémités d’'un méme diamétre. Il en résulte que
deux cordes supplémentaires d’une conique sont tou-
jours paralléeles a4 deux diamétres conjugués, ceux qui
unigsent le centre au milieu de chacune de ces cordes,
et de 1a que deux cordes supplémentaires d’une hyper-
bole équilatére sont également inclinées sur les asym-
ptotes.

De ces définitions ou propositions, et de celles sur les
sécantes a une conique et a un cercle on peut déduire la
proposition suivante :

Tatorime. — St Lune des sécantes conununes & un
cercle et a une hyperbole’ équilatére passe par le
centre de Uhyperbole, la sécante associée passe par le
centre du cercle.

Soient A, B, C, D quatre points communs a I'hyper-
bole équilatére dont les asymptotes sont PQ et RS, et a
un cercle (fig. 71); de plus, supposons que la sécante
AD passe par le centre O de I'hyperbole.

Menons AX, AY respectivement paralléles aux asym-
ptotes PQ, RS; la bissectrice AZ de I'angle XAY est
paralléle & un des axes de la courbe et fait avec AY un
demi-angle droit. Prolongeons CA suivant AL, BA sui-
vant AM, et mencns AN paralléle a CD; AN étant pa-
ralléle a la corde CD supplémentaire de CA, AN et AL
font des angles égaux avec AY, d’ou NAY = YAL; AB
¢t CD étant deux cordes communes de ’hyperbole et
du cercle sont également inclinées sur les axes; il en ré-
sulte que AM, prolongement de BA, et AN, paraliéle a
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CD, font des angles égaux avec AZ, et ZAN = ZAM.
Ajoutant membre 4 membre

ZAN + NAY = ZAM + YAL,

et le premier membre étant égal 4 un demi-droit, la
somme des decux membres est égale & un angle droit;

Fig. 71. .

R

donc MAL == CAB =1 droit, et le cercle circonscrit au
quadrilatére ABCD a son centre sur BC, ce qu'on vou-
lait démontrer.

(A suwre.)



