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MULTIPLICATION DES DETERMINANTS (*):
Par M. E. CARVALLO,

Examinateur d’admission a I'Ecole Polytechnique.

1. ProsrivEe. Représenter le produit de deux déter-
minants d’ordres m et n par un déterminant d’ordre
m —+ n. — Considérons les déterminants des deux sys-
témes
s ri=alr + alxry+ ajx;,

(1) o= alri+ ajr,+ alx;,
Yi=alr;—alr,+—alrs,

( Yi=atx,—alr;,

) YVs=atr,—alrs.

On a, d’apreés la définition que j’ai donnée des déter-
minants ('),

(") [yipaysl= {gii;;,e}[xﬂ'i?s]-
(2) [yuy.]= [V }[T'wJ

et en opérant la multiplication extérieure sur les deux
membres de ces égalités,

[r1yeys] [yoys]

[(z1@y25] [275]

(129232, 25].

3)  [yiyysrysl=

Cette formule exprime que le produit des deux déter-

Lrayeys) [rarsl | qefinis :
minants /22273 , définis par les systémes (1
[z 17213] [x TJ ! y ( )

(") Cet article fait suite a celui que j’ai publié récemment (Nouy.
Ann., 3¢ série, t. X; mai 1891).
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( 342)
et (2), est égal au déterminant unique du cinquiéme
[ .‘Vz,Vs]/z}’;]
[z x5, 25)
comme formant un systéme unique de cinq fonctionsy

ordre qu’on obtient en regardant (1) et ()

a cinq variables x.

Remarque. — Si dans les seconds membres du sys-
téme (2), par exemple, on introduit des termes en x,,
Xy, 3, ccux-ci donneront dans la formule (2') de nou-
veaux termes ¢n [ 2,], ..., etc.; mais, dans la multipli-
cation de (1') et (2'), ces termes disparaitront. La for-
mule (3) subsiste. On peut donc, dans le déterminant
[Zm’z}’a,)’l.)/s] de ce

[zyzaxsa, a5 )
arbitraires dans les colonnes 1, 2, 3 des lignes 4, 5 (*).

tte formule, introduire des éléments

ProsLime. Représenter le produit de deux déter-
minants de méme ordre par un determinant de méme
ordre. — Soient A et Bles valeurs des déterminants des
deux systémes

y1=alz|+ a}z,+ a}x;,
(1) Yo=alxi+ alry—+— alx;,

J— 2 '
Yi= aé:rrr—a;;xg—r adxs,

(2) ng1)2.}/l~*—b2‘}/_*——bz.}’3.

‘ iy + b ys— biys,
t53 bly1+03ys— b3 ys.

(') L'expression du théoréme avec ces éléments arbitraires A et
dans la notation usuelle est celle-ci :

1 1

a, a; a, o o
al ai al® o o a, a* a’
2 2 2 ' 1 4 5
1 2 3 — 1 2 3 a; a;
a, a; a; 0 4] =l a;, «; a; i g
. . s a; .
AN OA A al «a; a, a; o

SR SR S
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On a, d’aprés ma définition des déterminants,
[ryaysl=Azizezs],  |51595] = B.[ 7102 55).
ct par suite
(3) [215253] = B.A . [2y 20 24].

Cette formule montre que le produit B.A est égal a la
valeur C du déterminant obtenu en exprimant les z en
fonction des x. Il suflit de remplacer, dans les for-
mules (2), les y par leurs valeurs (1). L’élément qui est &
la ligne p et a la colonne ¢ de ce nouveau déterminant
C est visiblement le coeflicient de x, dans Pexpression
de z,. Clest

(t) ¢t =bhal+bial—-bjal.

Remarques. — 1° La méthode s’élend au produit de
plusicurs déterminants.

2° Elle ne suppose pas qu’on ait le méme nombre de
variables dans les formules (1) et (2). Si, par exemple, les
formules (1) donnent seulement y,, y, en fonction de
Xy, X, 2y; si, de plus, les formules (2) donnent zy, z,, z5
en fonction de )y, ¥2, la méthode montre que le déter-
minant C est nul.

3° Le théoréme s’exprime intuitivement par la for-
[512235) _ [215231] [217305], 0y reconnait le théo-

[Ta@oxs] — [y1yeys) [#12225]
réme des fonctions de fonctions pour les dérivées et les

déterminants fonctionnels.

mule

3. DETERMINANTS RECIPROQUES. — Je suppose que dans
le systeme (2) (n° 2), b% soit égal au déterminant mineur
de I’élément ah.Le déterminant B est alors appeléle 7 éci-
progue du déterminant A (). La formule (4) offre alors

(*) SaLmox, Lecons d’Algébre superieure.
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deux cas. Si g =p, ch=">b},al + b} al 4 b3 a} repré-
sente le développement du déterminant A suivant les
éléments de la colonne p. Si g est différent de p, c? est
le développement du méme déterminant ou 'on a rem-
placé la colonne p par la colonne 4. Ce nouveau déter-
ninant est nul comme ayant deux colonmnes identiques.
Ainsi, le déterminant C s¢ réduit aux éléments de la

premiére diagonale et I'on a
(5) 51:1\-7/'1, 52:1\1'—2, L3 = A.7'3.

On cn conclut C= A®. Plus généralement, s’il s’agit
de déterminants d’ordre n, on a C = A”, et, en rempla-
cant C par sa valeur BA,

(6) B = An-1.

D’autre part, si 'on porte les valeurs (5) dans les
formules (2), on obtient

‘ Azy= by 1+ b} y2+ 0}y,
(2) ¢ Azy=0bly1+ biys+ by,
.A.Z'3: b§y1+ bg}/g—i— bg}’g.

Ainsi, des formules (1) on déduit les formules (2').
Je peux opérer de méme sur les formules (2'). Si je
représente par des lettres d les éléments du d¢termi-
nant D, réciproque de B, j'aurai, en appliquant la méme
régle,

; Byi=d} Az + d? Azwy+ d3 Az,
(1) By = di Az, - d3 Azy—+ di A,
( By;=diAx,+ d} Az, + d3 Az;.

En comparant ces égalités (1) aux égalités (1), on en
conclut

— a9
= a}.

]
d

==l
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et, en remplacant B par sa valeur A%~
(7) d,’,’ = A"—‘la'l’,.

Les formules (6) et (7) s’énoncent respectivement
ainsi :

1° Le réciproque d’un déterminant A d’ordre n a
pour valeur A%~

2° Le réciproque du réciproque d'un déterminant A
d’ordre 22 a pour éléments ccux de A multipliés par A#—2,




