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i 34 )

SUR LE DÉVELOPPEMENT DE
EN FRACTION CONTINUE;

PAR M. J. DOLBNIA.

Je me propose d'exposer ici la démonstration très
simple des quelques théorèmes insérés dans le Mémoire
d'Abel Sur l'intégration de la formule différen-
tielle, e t c . ( < ) .

THÉORÈME I. — R étant une fonction entière de x>
y II se développe en fraction continue illimitée

où a, a,, a2, . . . , a; sont des fonctions entières, )/ est
l'un des quotients complets quelconque. Je dis queji
est racine de Véquation

ky% -h 2Bj; — G = o,

ou

Ph Ci étant des fonctions entières, et les coefficients A,
B, C satisfaisant à l'égalité

(*) Œuvres complètes, t. I, p. 10/4 et suiv.; 1881.
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Di'inonsti ation. — Posons

Ian
ai

i

I
ai H

, _L _ Pi.

alors on aura

011

D'où il suit que

B 2 _ \ G = ( p ^ _ l — ^ ^ - O ^ R i z z R , c. Q. F. D.

Til CO II E Al E I I .

a,

rune des racines de l'équation

• (jo,2_, — 5-,-i R ) =

« étant constant, pour i impati, nous au/ons
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Démonstration. — Des équations

Pf — y?R = «»
piqi-\— qtpi-i = (— 0'-1 = i,

on déduit

d'où il suit que
Pi—aqi-\

qt

est une fonction entière. Mais, comme

il est évident que aqi_K est le reste de la division de p-L

par qL. Par conséquent,

ou

qi a-x jij_

Mais

donc

a2

i

- f - . t

i

aa3
* î

D'après une propriété bien connue des fractions conti-

(*)'§/?, est le degré de la fonction /?; (Œuvres complètes, t . I.
p. IOR et suiv.)»



nues, nous aurons (i )

Donc

Cette égalité entraîne les suivantes

a; = aa l 5

a, = a-1 a,-.

Si i est impair, en posant
l =rr '2 A H- I ,

JJOUS aurons
Cf.; -A- = « ± j aA--Hi,

OU

«A-+1 — a ^ a ^ H - i ,

et enfin
a = i. c. Q. F. D.

THÉORÈME III. — 5/, <Y<7/z.? /e développement t/ey/R
en fraction continue, Vun des quotients complets yk sa-
tisfait à Véquation

ay\ •+- i byt -+- c = o,

esf w/ze quantité constante, la fraction continue est,
nécessairement périodique.

( ') SERRET, Cours d'Algèbre supérieure, t. I, p. r>o ; i86T>.



Démonstralion. — Etant donné

a,

De l'équation
ay}-k- ibyt+c = o,

nous tirerons

et, en posant,

nous aurons

Cela posé, distinguons, avec Abel, deux cas.

Premier cas. — Le nombre i = 2/r -+- 1, A étant en-
tier. Dans ce cas

a = i,
donc

donc la fraction continue

est t'vîdemment périodique. En outre, nous avons vu



que pour i impair

En posant successivement

m = o, i , 2 , 3 , . . . , (X: — i), X-,

nous obtiendrons

a/_! = a2,

a*-*-* =

Par conséquent les quotients incomplets de la fraction
continue formeront la série suivante

OC, GCj y « 2 , • • • > « * >

Deuxième cas. —

Nous ;

Mais

donc

ou

c

avons

y — «i -t-

Posons

i = 2 k.

•— 3 l

i

1

I

2 H

a a3 -h . .

• • • >

i

i

| — M

a2, ai, p,

i

• i a / H

i

i



et par conséquent

i

a2-f-.

(

aa ,

i

I

)

î

«a :

i

. - * - . i

Il suit de là que les quotienls incoiupliîts forment la

série

a, ai, a2, . . ., a/, fi.

<7a1} (t-Xix1% a a : î a~lOL^ arà, ocu . . . .

La période se compose des nombres suivants

aL, ou, . . . , a/, p, «ai, «—1a2, ••-, a~1 a/, a p.

Ainsi, dans les deux cas, y/R se développe en frac-

tion continue périodique. c. Q. F . D.


