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SUR LE DEVELOPPEMENT DE VR
EN FRACTION CONTINUE;

Par M. J. DOLBNIA.

Je me propose d’exposer ici la démonstration trés
simple des quelques théorémes insérés dans le Mémoire
d’Abel Sur Uintégration de la formule différen-
tielle, etc. (1).

Tatorime I. — R étant une fonction entiére de x,

\"!l{ se développe en fraction continue limitée

ag +. I
1
A1 —y
i

Ot %y Gy, Oay ...y & SOnL des fonctions entiéres, ); est
l’un des quotients complets quelconque. Je dis que y;
est racine de ’équation

Ay?+2By;—C=o,

Pis qi étant des fonctions entiéres, et les coefficients A,
B, C satisfaisant a l’égalité

B2— AC=R.

('Y GEuvres complétes, t. 1, p. 104 et suiv.; 1881.
74 ’ s P 1
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Domonstr ation, — Posons

a 1
ay + — —
a . I —
2. = Pt
A1 91—
I
o = ;
a) -+
-1 . !
2. 4 -
“t—l"*"a_:l;q_l’
7] 3

alors on aura

ou

(pi—qlR))?
(PPt — g Ry + (p1, — gL R) =o.
D’on il suit que
\=pi—4R
B2 — AxC=(P¢(1—L—q1Pz—1)2R=Ry C. Q. F. D.

Tucoreve 1I. — Soit

‘/E:GL—F
Ay +

2 . 1
CR

1
—+ o, —>
3

ouy, est L'une des racines de l'équation
(P —qIR) 2}
+2(Pp—1— 4@ R) yo+ (P} — g7 R) =o.

S
Pi—qiR=a,

a étant constant, pour i impau , nous awi ons

a=1.
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Démonstration. — Des équations

pi—qiR=aq,
Piqi-1— qipi—y = (—1)i~1 =1,
on déduit
i—agi_
9iqi~1R—pipi = i i,
qi
d’ou il suit que
Pi—=aYi
q:

est unce fonction entiére. Mails, comme
o N o .
opi>08q;>8qi1 (1),

il est évident que ag,_y est le reste de la division de p;
par g;. Par conséquent,

[ aq;—
pi _ ., 29t

qi qi
ou
Pi_ g ' .
g a-! qi
N qi—1
Mais
L
1 2 —+ !
Ay . ,+,l ,
%
donc
a-tqg; 1
R
qi-1 % t
- oy .
* bl
q; 1
7 = A; —+
7i- ala L
aog +.
t

D’aprés une propriété bien connue des fractions conti-

(*) 8p, est le degré de la fonction p, (OFuvres complétes, t. 1.
p. 108 et suiv.).
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nues, nous aurous (')

; I
——-——q' = + —
1 L
ek a -y + —————
Gzt 1
Ay
Donce
1
A 4 ——————
PT 1 1
i1 “—— a4 —
Ay
a—1aog -, !
e ———
a=la;
Cette égalité entraine les suivantes
aA; = A%y,
%1 = a'a,,
di—9 = A3,
2y = a=ta,.
Si i est impair, en posant
1t =92k —+1,
nous aurons
o8 = a1 ALi-1y
ou
Ot = @ Ay,
a*l =1,
¢t enfin
a =1, C. Q. F. D.

Tatorime II. — Si, dans le développement de\/R
en fraction continue, 'un des quotients complets y; sa-
tisfait a U'équation

ayi+2by;+c=o,

ou
a=%(p}—9iR)

est une quantilé constante, la fraction continue est
nécessairement periodigue.

(*) SERRET. Cours d’Algébre supérieure, 1. 1. p. 30: 1866.
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Démonstration. — Etant donné
— 1
VR =a+ g
ay +
g —+. 1
2 .
1
a; 4+ — -

De I’équation
ayl+2by;+c=o,

nous Llirerons

_ —b+ VR
y‘_ a ’
1
—b+a+ —
yi= ———"
et, en posant,
—b+a
Tt o,
a
nous aurons
I
- —t —
yi=g+ =

Cela posé, distinguons, avec Abel, deux cas.

Premier cas. — Le nombre i = 2k + 1, k élant en-
tier. Dans ce cas
a=1,
donc
1
Yi= ﬁ )
Y

donc la fraction continue

VR =a+

cst dvidemment périodique. En outre, nous avons vu
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(ue pour 7 impair

% = Am+1.
En posant successivement
m=o0,1,2,3,...,(k—1),k,

nous obtiendrons

a; = a1,
Aj—y = G,
Oftrg = ke

Par conséquent les quotients incomplets de la fraction

continue formeront la série suivante
a, Ofy, Qgy, eeey Xpy Lpiqy Ahy ..., %o, %y, 5,

Deuxiéme cas. — Posons

i =2k
Nous avons
1
;= -t —
yi=8 ay
Mais
1
Y = o+ I
oy +
az+. 1
LRI -
O~ ——
(i
donc
1
ay =au+ -
a—lay+
aag—+. 1
B4
1
ata;+ —
ay,~
ou
1
ay=a11+ 1
a-’:z2+
as. . 1
s



et par conséquent
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1
ata, -
1
(l?; - T
R

I suit de 14 queles quotienis incomplets forment la

série

&, %y, %o,

axy, o=1uy,

(R}

%

8.

aay.

Looas by,

n ~
ag, Ay,

La période se compose des nombres suivants

Ly, Oay  eeey A

B

aos,,

a-lay, ..., a-la,

af.

Ainsi, dans les deux cas, /R se développe en frac-

tion continue périodique.

C. Q. F. D.



