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SUR LES SURFACES DU DEUXIEME DEGRE;
Par M. Cu. BIEHLER.

Nous nous proposons, dans ce qui suit, de chercher
les conditions nécessaires et suffisantes pour que 'équa-
tion générale du second degré a trois variables représente
une surface du second ordre d’une nature déterminée.

(*) N° 66 de notre premier Mémoire (/Nouvelles Annales, 1885;
p. 121).
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I. — ConmiTiON POUR QUE L'EQUATION GENERALE

DU SECOND DEGRI REPRESENTE UN CONE.

Considérons Vinvariant de la fonction homogéne du

second degré i quatre variables x, y, z, t

F(a,y,5,1)

=A2+Ay2+ \V32+9Byz+a2Bar+ 2B 2y
—olrt +20pt —2C"5t+Dt2,

a savoir
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On a identiquement
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ct, par suite,
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F(z,y,5.1)

o =
A
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P N

LR
§Fx‘ '
15
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3F;

Silon fait, dans cette identité, t =1, I'(z,y, z,7) de-
vient le premier membre de I'équation de la surface que
nous désignerons simplement par I, et. si 'on désigne,
pour abréger, par X, Y, Z ce que deviennent les demi-
dérivées de I' parrapporta x,y ,z, Uidentité précédente

devient
A B B X
B A' B Y
A —
B B A" Z
X Y Z F
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La surface conique du second ordre est définie par la
condition que son centre s¢ trouve sur la surface. Soient

X0y Yoy Zo les coordonnées du centre; pour ces valeurs
de x, y, z,0ona

X =o, Y =o, Z=o, F=o;

le seccond membre de I'identité précédente est nul pour
ces valeurs : on a donc

A =o.

La condition A = o est donc nécessaire.
Cette condition est aussi suffisante; car, si clle est
remplie, on a, pour toutes les valeurs de iy 9, 2,

} A B” B X
B" A' B Y
Tle B oAz
X Y Z F
on en déduit
A B” B'" X
B A B Y
3F = ,
B B A" Z
X Y Z o

¢ désiguant le déterminant du troisiéme ordre

A B" B
¢=|B" A" B
B B A’

(ue nous supposons diflérent de zéro.

F est alors une fonction homogeéne et du second de-
gré des fonctions linéaires X, Y, Z, ct, comme les
plans X =0, Y=o0, Z =10 se coupent en un point
unique, I’équation I' = o représente un cone.
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II. — CoNDITIONS POUR QUE L'EQUATION GENERALE
DU SECOND DEGRE REPRESENTE UN CYLINDRE.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que
I'équation générale du second degré représente un cy-

lindre sont
A = o, ¢ =o.

Elles sont nécessaires; car, si 'équation F'= o repré-
sente un cylindre, la surface a une ligne de centres; par
suite, il existe une relation linéaire et homogeéne entre
les trois dérivées de F par rapport ax, y, z

X+ pY+vZ =o0;

on a donce, cutre les quantités %, u, v qui ne sout pas
toutes nulles, les quatre relations

AX+B'u+B'v=o.
B'A+ANp+Bv=o,
B'A+B u+ A =o,
[ Ch+Cp+GC'v=o;

(2)

par suite, les quatre déterminants du troisi¢éme ordre
formés avec les coeflicients de ces équations prises trois
A trois sont nuls.

Nous les désignerons par ¢, 5,, 6., 033 ¢ étant 'inva-
riant de la fonction homogéne des trois variables x, y, z
qui figure dans F et 8, 8,, 83 les caractéristiques du
troisicme ordre des équations X =0, Y =o, Z=o.

Si la surface est un cylindre, on a donc

N N ~ n
0 = 0, 0y = o0, Gy = 0, 03 = 0.

Or ¢, ¢y, ¢,, oy sont les coefficients de D, C”, C’, C dans

le développement de A suivant les éléments de la der-
1
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niére colonne; A est done nul; par suite, les conditions
A = 0, ¢ =0 sont nécessaires.
Ces conditions sont sullisantes.
En effet, des relations A = 0, ¢ = o on déduit
A BB C
B" A" B ()
B B A"
¢ ¢ ¢ o
Le premier membre de cette équation est une fonction
homogene et du second degré par rapport a C, €', C” ¢t
de la forme

2024 2'C24 2" C2 42800 = 28 CC"+ 28"C'C = o;

les coeflicients a, o/, o, B, &, &” sont les ¢éléments du

déterminant adjoint de 6. Or, par hypothése, ¢ = o;
pav suite, les mineurs du sceond ordre du déterminant
adjoint sont tous nuls; on a donc

ar’ —8"=o0 a —8'8"=o0
' 03 — o8 __nra

A — o= 0, i P2 =0,
" 919 "R nat .
a'a— 92 =0, 23— 458" =o;

ces mineurs élant ceux de Pinvariant de la fonction ho-
mogéne en G, €', €, il s'ensuit que cetie fonction ho-
mogéne cst un carré parfait.

Cette fonction est, par suite, le carré de 'une quel -
conque de ses dérivées par rapport a G, €/, C; la fonc-
tion étant nulle, les trois dérivées sont nulles; on a donce

2 G4+ 8 5 C =0,

YO (o §

il

o,

FC+pu+aC=o.
. . ~
Ces trois cquations ne sont autres que oy = o0, 52 = o0,
83 =03 les quatre équations (2) sont donc satisfaites
Ann. de Mathemat., 3¢ série, . VIIL. (Décembre 1889.) 37
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pour des valeurs de A, 1, v, non toutes nulles; par suite,
il existe, entre les dérivées X, Y, Z, la relation identique

AX + pY +vZ =o;

la surface est donc un cylindre.

III. — ConpiTiON POUR QUE L’EQUATION GENERALE DU
SECOND DEGRE REPRESENTE TUN SYSTEME DE DEUX
PLANS.

1l faut exprimer d’abord que la surface est un cylindre,
don
A=o, S =o;

il faut ensuite que les traces de ce cylindre sur chacun
des trois plans de coordonnées soient un systéme de deux
droiles.

On obtient ainsi les trois relations

B A B A B C
B\ (| =o, BN ¢ o B A" C | =o,
1

¢ ¢ b ¢ D ¢ ¢ D

ce que Pon peut éerive d’une maniére plus simple

0N o 0y ZAN
I =0, I

Les conditions

A=o, S =0,
0A 0A 0A
—_— = —_— O, —_—
I U ax Y

sont évidemment suflisantes pour que I'équation 1'=o
représente un systeme de deux plans.
I} est aisé de montrer que ces conditions se raménent



(979)

a Lrois ¢quations distinctes

N
A =o, ¢ =0,

JA 0N 0A

l)\+(—L—\,—.—('r\”:0.

Pour le faire voir, nous allons établir que, sous la con-
dition A = o0, on a, entre les mineurs de A, les velations

JdA  0A (l ()A)z
- - =o0,

JA O\ (I_BM'/
d\ oA (l 0A 2
vy~ (Gan) =
ANEGAY /1 0A\*?
o G m) = o

qui montrent que les trois quantités j}—_\v —U—A—, —O—A-,, sont

JA 0N 0\
de méme signe ct, par suite, sont nulles toutes les trois,
lorsque leur somme est nulle.

Soit @ le déterminant adjoint du déterminant A,

. qe , . - AN
c¢'est-a-dire le déterminant dont les éléments sont

N’
72N 0A  0A (AN ..
—)\77 (—)'—(,,7 Jl—)» —) Jl—‘;’ ) (lllc nous deSlgll(?l'()l]S, p(»ur
J. A 2

abréger, pava, o', d", d, b, 0", b, ¢, ¢, ¢"; on aura
te) 7 9 b ) 9 ) 9 b ’ b k)

a b ey

O A b e

A



il viendra

ta 0" b e |

" a! b cr !

991 = I
o o0 A o
l 0o 0 A

comme 0 = A®, I'égalité précédente devient
A30; = (aa'— ") A2
ou
AQy = (aa' — 0").

Si donc A = o, on aura

ad'— b'2= o.

Or
A ,_0A v ] 0A
TN ax’ 2 OB’
par suite,
JA 0\ / 2

On ¢tablirait dela m(‘mc manicre les deux aulres rela-

JA  0A
o_\ AU
par suite, si leur somme cst nulle, chacune de ces

tions, ce qui montre que sont de méme signe,

quantités cst nulle.
. . . . ., 0A
Toutefois, pour affirmer que les trois quantités —=,
A 0A . . . . .
Sx? g7 sont de méme sigue, il faut que les trois mi-
Py s
neurs
JA 0A A
B’ 9B’ OB

ne soient pas nuls a la fois; si on les suppose nuls, deux

[2A N A AN

des quantités TV o A sont nulles, ct, par suite, la

condition
AR . 0\
oA T ON T av”
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entraine la nullité des trois quantités

JA 0A 0A
oA’ 9N ON
Remarquons que les conditions précédentes entrainent
la nullité de tous les mineurs du troisieme ordre de A.

IV. — ConpiTiON POUR QUE L'EQUATION GENERALE
DU SECOND DEGRE REPRESENTE UN PARABOLOIDE.

On sait que cette condition est
o
0= 0.

Nous ne nous y arréterons pas.

V. — ConNpITION POUR QUE L' QUATION GENLRALE
DU SECOND DEGRE REPRESENTE UN CYLINDRE PARABOLIQUE.

Il faut et il suffit, poar cela, que la fonction homogéne
du second degré aux trois variables x, 5, z qui figure
dans I' soit un carré parfait. On sail que les mineurs du
second ordre de 'invariant ¢ sont nuls dans ce cas, et
ces conditions sont suffisantes.

st aisé de montrer que les six égalités qu’on oblient

Il est d t 1 galit
ainsi peuvent étre remplacées par
00 N 08 95
ZAN AN AN

n
° = o,

On a en effet les identités

03 93 (1 BN s
0A 9N T\ bﬁ) =40
03’ 05’_(1 00 2:_\3,
aX' ox T \s 0B

93 03 (1 oay_ R
o s aw) =A

/
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(qui nous montrent que les conditions

N 0% 03 03
0 =0, —_— -, ,+ ==, =0
’ 0N T 0AT T A
entrainent
s 03 03
—_— =0 =0 —_— == 0.
o\ ! AN ’ 0"
avee
0s D) 90
— =0, -, =0 Tpr — 0
oB JB ! oB”
Les deux équations
N 93 Q3 0%
o= 0. —+- =0

nTav o

équivalent a trois conditions distinctes entre les coeffi-
cients.

VI. — ConpiTioN rotR QUE L' LQUATION GLNERALE DU
SECOND DEGRIS REPRESENTE UN SYSTEME DE DEUX PLANS
PARALLELES.

Il faut d’abord que

5 ) 03

‘(T\ ¥ H,+l)-..(”__0.

D2

=0,

car I'équation d’un systeme de deux plans paralléles est
nécessairement de la forme

(ar +=by—+c3)+o>hax+by+cs)+p=o,

L’ensecmble homogéne des termes du sccond degré est
donc un carré parfait. Il faut exprimer de plus que les
traces de la surface sur les plans de coordonnées sont un
systeme de deux droites; il faut done ajouter aux condi-
tions précédentes les conditions nouvelles

aA 0\ A
0 — 0. — o.

oA = XY 7y
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(ui entrainent

nA /AN 0\

—, = 0

N TTav o T

Il reste a démontrer que les conditions

N 03 o5 o)
0=0 — o+ —— =0,
O N T oy T oA

J9d  0A  0A
= 0,

-+
0\ AN AN
sont suffisantes. Cela est évident, car si les deux pre-
miéres équations sont satisfaites, la surface est un cy-
lindre parabolique; ces conditions entrainent A = o3

par suite, si
Ja [ZAN 0A

oA Tov T T
les trois déterminants

JA AN [ZAN

ox’ JA” o\

sont nuls; les traces de la surface sur les trois plans de
coordonnées sont donc des systémes de droites paralléles.
La directrice du cylindre parabolique est alors un sys-
teme de deux droites paralléles et le cylindre se réduit a
deux plans paralléles.

Les trois éguations précédentes équivalent a cing con-

ditions distinctes.

VII. — CoxniTioN POUR QUE LT.QUATION GENERALE

DU SECOND DEGRE REPRESENTE UN PLAN DOUBLE.

11 faut d’abord que les trois équations
o5 ) D) _
o TV TN
A 17A 75

i —_— ==
a\ o\’ "~ AN

i

= O
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soient satisfaites; il faut ensuite exprimer que les traces
de la surface sur les trois plans de coordonnées sont
des droites doubles.

Il est aisé de voir qu’aux conditions précédentes il faut
ajouter
J2A ZE 02A
JNON T ONON 9ATIA

= 0.

Pour le démontrer, cherchons la trace de la surface
sur le plandes 2175 son équation est

A2+ A2+ oBa2y +9Cr+ 20y +D =o0:

il faut exprimer que cette équation représente une droite
double.

. Lo 0A , .
Puisque nous avons déja p\r = 0, cette équation re-

présente un systeme de deux droites; ces deux droites
\ . 03 . .

sont paralléles puisque Sy est aussi nul; il faut enfin
[N

que les traces de ces droites sur les axces soient confon-
dues pour que les deux droites soient elles-mémes con-
fondues; on a ainsi

C— \D =o. 22— \'D —o,
les dgalités ne sont autres que

)2\ 2N
PANTA o RANKZAN

== 0.

Mais si la somme

0*A ERN
NN T NN
est nu”c, avee
1)A

chacune de ces quantités est nulle.

Al
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Cela résulte en effet de 'identité

_p 9.

02 A 92A /1 02N \2
( ) 5&” >

JATON ONTOA T\ 5 9N,

le second membre étant nul, les deux quantités

d2A 02\
0N 0N U\ 0A

sont de méme signe, et par suite, si leur sommeest nulle,

chacune de ces quantités est nulle, et cela a lieu encore si
92 A

ANE] 53
Comme on en dirait autant des traces de la surface sur

est nul.

les autres plans de coordonnées, les trois déterminants

02A 02A 02A
0N N 0N 0N IN'OA

sont de méme signe ct, si leur somme est nualle, chacun
d’eux estnul; la propriété précédente subsiste encore si,
dans la démonstration, on supposc nuls les déterminants

analogues A oS la condition
o dA"0B"’
02\ N 02A N J2A _
IANIN TN T anox T °

entraine done la nullité des trois déterminants.

Les conditions précédentes sont évidemment suffi-
sanles.

Pour que I'équation générale du sccond degré repré-
sente un plan double, il faut et il suffit donc que Pon ait

N 05 ) o 05
5 = 0. (T( - l)‘__i—, :)-\" = O,
[ZAN 2N JA
”_\ - ,W (—;——\” = 0.
224 AERY 92
Son T ovaN T avay ™

Ces équations équivalent a

six conditions distincles.



