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SUR LES SURFACES DU DEUXIÈME DEGRÉ;
PAR M. GH. BIEHLER.

.Nous nous proposons, dans ce qui suit, de chercher
les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équa-
tion générale du second degré à trois variables représente
une surface du second ordre d'une nature déterminée.

(*) N° 66 de notre premier Mémoire {Nouvelles Annales, i885;
p. 1 2 1 ) .



I . — CONDITION POUR QUE L'ÉQUATION GÉNÉRALE

DU SECOND DEGRÉ REPRÉSENTE UN CONE.

Considérons l'invariant de la fonction homogène du
second degré à quatre variables .r, y, z, t

"xy
-H 'iC'yt —'xC'zt -h Dr2,

a savoir

»

On a identiquement
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et, par suite,
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Si l'on fait, dans cette identité, t = 1, F ( ^ , j , 2, /) de-
vient le premier membre de l'équation de la surface que
nous désignerons simplement par F , et, si l'on désigne,
pour abréger, par X, Y, Z ce que deviennent les demi-
dérivées de F par rapport à x , j ,z , l'identité précédente
devient

A B" B' X
B' V B Y
B' B A" Z
X Y Z F



La surface conique du second ordre est définie par la
condition que son centre se trouve sur la surface. Soient
«r0, yo, z0 les coordonnées du centre 5 pour ces valeurs
de x , y, z, on a

X = o, Y = o, Z — o, F = o ;

le second membre de l'identité précédente est nul pour
ces valeurs : on a donc

A = o.

La condition A = o est donc nécessaire.
Cette condition est aussi suffisante; car, si elle est

remplie, on a, pour toutes les valeurs de .r, j , z,

A B" B' X
B" A' B Y
B' B A* Z
X Y Z F

on en déduit

3F =

A B' B' X
B* A' B Y
B' B A" Z
X Y Z o

S désignant le déterminant du troisième ordre

A B" B'
B" A' B
B' B A"

que nous supposons ditïérent de zéro.
F est alors une fonction homogène et du second de-

gré des fonctions linéaires X, Y, Z, et, comme les
plans X = o, Y = o, Z = o se coupent en un point
unique, l'équation F = o représente un cône.



I I . — CONDITIONS POUR QUE L'ÉQUATION GÉNÉRALE

DU SECOND DEGRÉ REPRÉSENTE UN CYLINDRE.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que
l'équation générale du second degré représente un cy-
lindre sont

A = o, o — o.

Elles sont nécessaires ; car, si l'équation F = o repré-
sente un cylindre, la surface a une ligne de centres; par
suite, il existe une relation linéaire et homogène entre
les trois dérivées de F par rapport à jr,y, z

on a donc, entre les quanti lés X, JJL, v qui ne sont pas
toutes nulles, les quatre relations

A X -+- B"[JI-T- B'v - o.

B"X -h A' [j. -h B v — o,

B' X -4- B [jt -+- A"v — o,

par suite, les quatre déterminants du troisième ordre
formés avec les coefficients de ces équations prises trois
à trois sont nuls.

Nous les désignerons par 6, o{, 82, 83 ; 8 étant l'inva-
riant de la fonction homogène des trois variables x,y, z
qui figure dans F et 8,, 82, 83 les caractéristiques du
troisième ordre des équations X — o, Y = o, Z = o.

Si la surface est un cylindre, on a donc

<\ <\ IN i\

0 = O, Ôj =: O, 0 2 = O, 0 3 ~ O.

Or 8, 8,, 82, 83 sont les coefficients de D, C;/, C\ C dans
le développement de A suivant les éléments de la der-



nière colonne; A est donc nul; par suite, les conditions
A = o, 3 = o sont nécessaires.

Ces conditions sont suffisantes.
En elïet, des relations A = o, 0 = 0 on déduit
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Le premier membre de cette équation est une fonction
homogène et du second degré par rapport à C, C', C/; et
de la forme

a G 2 + a ' C'2 4- a" G"2 4- 2 [-J G" G' ~ 2 j3' CC" 4- 2 fi" C' G = o ;

les coefficients a, a', a", [3, [3', [i" sont les éléments du
déterminant adjoint de 0. Or, par hypothèse, 0 = 0;
par suite, les mineurs du second ordre du déUu'iiiinaut
adjoint sont tous nuis; on a donc

a a' — 3 " - = o,

a ' a ' — 3 2 = o,

a" a — [i'2 — o,

a? — 3'?"=o,

' - S ? ' = o ;

ces mineuis étant ceux de l'in\ariant de la fonction ho-
mogène en C, C', C", il s'ensuit que cette fonction ho-
mogène est un carré parfait.

Cette fonction est, par suite, le carré de l'une quel-
conque de ses dérivées par rapport à C, Cr, C"; la fonc-
tion étant nulle, les trois dérivées sont nulles} on a donc

a C

i'G

? ' G ' - + - p ' C ' = o ,

a'C-f 3 C' = o,

3 G'4-a'C = o.

Ces trois équations ne sont autres que o{ = o, o2 = o,
33==:o; les quatre équations (a) sont donc satisfaites
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( 5:8 )
pour des valeurs de \, ix, v, non toutes nulles; par suite,
il existe, entre les dérivées X, Y, Z, la relation identique

la surface est donc un cylindre.

III. — CONDITION POUR QUE L'ÉQUATION GÉNÉRALE DU

SECOND DEGRÉ REPRÉSENTE UN SYSTEME DE DEUX

PLANS.

11 faut exprimer d'abord que la surface est un cylindre,
d'où

A — o, o = o ;

il faut ensuite que les traces de ce cylindre sur chacun
des trois plans de coordonnées soient un système de deux
droites.

Ou obtient ainsi les trois relations

V'

B

G'

n
Y

G'

( \"

1)

A \v G

B' A" C

G G" 1)

A JV G

B" V G'

G G' 1)

ce que l'on peut écrire d'une manière plus simple

Les conditions

TJX ~~

— °> ùX"

A —

OM

sont évidemment suffisantes pour que l'équation F = o
représente un système de deux plans.

H est aisé de montrer que ces conditions se ramènent



à trois équations distinctes

A — o, o = o,

<)\ à\ à\

Pour le faire voir, nous allons établir que, sous la con-

dition A = o, on a, entre les mineurs de A, les relations

ÖX' ~<J\ \2 JÏÏ7/ ~ °'

(lui montrent que les trois quantités -r-r-i -,-.-> --r-^, sont1 1 x vA. <)\ o\
de même signe et, par suite, sont nulles toutes les trois,

lorsque leur somme est nulle.

Soit 8 le déterminant adjoint du déterminant A,

cYst-à-dire le déterminant dont les éléments sont --r >

<)\ ()\ f)\ i ô\

u\ d\ <JL) '2 0\i 1

abréger, par a, a\ a", d, A, />', // ' , c, </7; on auia

6 =

h' V <•

a' b v

h a" c"

c' c ' d

En faisant le produit de 6 par le déterminant 0 t ,

1 o o o

O I O O

W \\ A C"
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il viendra
1 a b" b' c |

b" a' b c' j

o o A o
I
| o o o A

comme 0 = A3, l'égalité précédente devient

ou
ABi = (aa!— b"- \.

Si donc A = o, on aura

an'— b- — o.
Or

par suite,
01 01 I i 01 \2 ^

On établirait de la même manière les deux autres rela-
01 01 01 ! . .

tions, ce qui montre que -r-j-, T.-,? r-r^ sont de même sijnie,
' -1 • 0\ OX OX ö '

et, par suite, si leur somme est nulle, chacune de ces
quantités est nulle.

Toutefois, pour affirmer que les trois quantités — ?
01 01
0X'y JJV
neurs

sont de même

01

on

signe,

01

' S ï ï 7 '

il fa

01
"ÖÏT'

ne soient pas nuls à la fois; si on les suppose nuls, deux
, . , 01 01 01 n ,
des quantités — , yr-,, —^ sont nulles, et, par suite, la
condition

01 01 01 __
ÖX ~^ iïX' ~*~ ÔX» = °
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entraîne la nullité des trois quantités

ô\ e)A d\

Remarquons que les conditions précédentes entraînent
la nullité de tous les mineurs du troisième ordre de A.

IV. — CONDITION POUR QUE L'ÉQUATION GÉNÉRALE

DU SECOND DEGRÉ REPRÉSENTE UN PAllABOLOÏDE.

On sait que cette condition est

0 = O.

Nous ne nous y arrêterons pas.

V. — CONDITION POUR QUE L'ÉQUATION GÉNÉRALE

DU SECOND DEGRÉ REPRÉSENTE UN CYLINDRE PARABOLIQUE.

Il faut et il suffit, pour cela, que la fonction homogène
du second degré aux trois variables .r, y, z qui figure
dans F soit un carré parfait. On sait que les mineurs du
second ordre de l'invariant 2 sont nuls dans ce cas, et
ces conditions sont suffisantes.

Il est aisé de montrer que les six égalités qu'on obtient
ainsi peuvent être remplacées par

,v ÔO ÔO ÔO
0 = °' ô\ + d\' "*" ô\" = °'

On a en effet les identités

ôo do / i do \ 2 „s

ôÂo7A'~ U OB') = °'
do Oo (\ ôo y _ ,

on - A o '

^H«(i^y=A'8,
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qui nous montrent que les conditions

^ âo oo oo

entraînent

avec

Les deux

0 = 0,

do

d\ ~~°'

do
dV>~(K

équations

dX

dX'

do

do

• dx' *

= o,

= 0,

iïo

— -t zz

do
dX"

dî
dH"

do

- 0

= 0,

= 0.

équivalent à trois conditions distinctes entre les coeffi-
cients.

V J . CoJNDITlOZV l'OLIl QUE L EQUAT1OJV GLJVKRALE DU

SECOND DECrRÉ HEPRÉSENTE UN SYSTEME DE DEUX PLAINS

PARALLÈLES.

Il faut d'abord que

^ ')o do do

° = ° ' 'dX ~^ d~X' "^ dX" = ° '

car l'équation d'un système de deux plans parallèles est
nécessairement de la forme

( ax -r by-t- cz)2-h o\(ax -h by -j- cz ) -+- \x = o,

L'ensemble homogène des termes du second degré est
donc un carré parfait. Il faut exprimer de plus que les
traces de la surface sur lesplans de coordonnées sont un
système de deux droites; il faut donc ajouter aux condi-
tions précédentes les conditions nouvelles

dl d\ d\
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qui entraînent
01 01 01 _
ÔX ~*~ 0~X' "*" ôX" ~~ °*

11 reste à démontrer que les conditions

Oo Oo Oo

OX" = ° '

01 01

sont suftisantes. Cela est évident, car si les deux pre-
mières équations sont satisfaites, la surface est un cy-
lindre parabolique; ces conditions entraînent A = o}
par suite, si

01 01 01 _

oX ÔX' ôx7' ~ °'

les trois déterminants

01 01 01
JÂ' ôX" cTv'

sont nuls*, les traces de la surface sur les trois plans de
coordonnées sont donc des systèmes de droites parallèles.
La directrice du cvlindre parabolique est alors un sys-
tème de deux droites parallèles et le cylindre se réduit à
deux plans parallèles.

Les trois équations précédentes équivalent à cinq con-
ditions distinctes.

M l . — Co:\mTLOJN' POUR QLi-: L'LQL \TIOJV GÉNÉRALE

DU SECOÏSD DEGRÉ 11EPKÉSKISTE TJN PLAN DOUBLE.

Jl faut d'abord que les trois équations

<>o ,)o Oo
0 =z (1. - - h — - - — (>.

0\ OV *)\"

<)± dl 01



soient satisfaites ; il faut ensuite exprimer" que les traces

de la surface sur les trois plans de coordonnées sont

des droites doubles.

Il est aisé de voir qu'aux conditions précédentes il faut

ajouter
;2 r \ p

OX'dV à\"à\

Pour le démontrer, cherchons la trace de la surface1

sur le plan des TV', son équation est

V J 2 + A V2 -+- >> Wxv -+- >Cx -+- 'x C'y -f- D = o :

il faut exprimer que cette équation représente une droite
double.

ruiscjuc nous avons déjà = o, cette équation re-

piésenle un système de deux droites; ces deux droites

sont parallèles puisque—^ est aussi nul} il faut enfin

que les traces de ces droites sur les axes soient confon-
dues pour que les deux droites soient elles-mêmes con-
fondues ; on a ainsi

C2— VJ) = o. il'*— V'D =-o,

les égalités ne sont autres que

Mais

\st nu 11

hacuiK

si la

av

e (

somme

ce

-es quantité

o

A

t)

s

V

est

<)V

- o.

nul!

:A

A

e.
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Cela résulte en effet de l'identité

_

le second membre étant nul, les deux quantités

ôA"dA' t)A"ôÀ

sont de même signe, et par suite, si leur sommeest nulle,
chacune de ces quantités est nulle, et cela a lieu encore si

d'2 A ,
. „ „ est nul.
Comme on en dirait autant des traces de la surface sur

les autres plans de coordonnées, les trois déterminants

à2 A d2 A (P A
OA!'d V' dÂ^dY 5 V 5 Ï

sont de même signe et, si leur somme est nulle, chacun
d'eux est nul ; la propriété précédente subsiste encore si,
dans la démonstration, on suppose nuls les déterminants

analogues à „ ; la condition

— o
dA"dA' ÏAdA" dA'dA

entraine donc la nullité des trois déterminants.
Les conditions précédentes sont évidemment suffi-

santes.
Pour que l'équation générale du second degré repré-

sente un plan double, il faut et il suffit donc que; l'on ait

do do do
0 = °- TV "*" TT' ~*~ Ti" = °'

o v /̂.\ o \
')\ dl d±

Cos équations équivalenl à six conditions distinctes.


