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POTENTIEL D'UN ELLIPSOIDE HOMOGENE OU COMPOSE DE
COUCHES HOMOGENES CONCENTRIQUES, DONT LA DENSITE
VARIE W'UNE GOUCHE A LA SUIVANTE ;

Paw M. A, ASTOR.

I. Considérons deux surfaces fermées S et Sy homo-
thétiques et inliniment voisines. Soient O le centre
d’homothétic, v Ie volume de la couche comprise entre
les deux surfaces. Un rayon issu de O les coupe en deux
points A et A infiniment voisins, pour lesquels les plans
tangents sont paralléles. Menons la normale en A a S;
clle coupe Sy en un point B, infiniment voisin de A,;
la distance de By au plan tangent en A, est d’ordre su-
péricur an premier, et, si nous appelons dr la dis-
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tance AB,, nous pouvons la supposcr égale i la distance
des deux plans tangents. Dés lors, P étant la perpendi-
culaire menée de O sur le plan tangent en A, nous au-
rons

dn = Piiriy

1\A1
OA’\.
Si nous considérons sur S des points infiniment voi-

dr .
— étant le rapport constant
-

sins de A, nous voyons que la longucur dn en ces diffé-
rents points demeurcra constante, aux infiniment petits
d’ordre supérieur au premier prés. Nous 'appellerons
Vépaisscur normale de la couche au point A. Ceci posé,
soient ds un élément superficiel de S en A et dv 1’élé-
ment du volume de la couche, limité entre S, S, le
contour de ds ct les normales le long de ce contour;

nous aurons
dr

r

dy = dsdn="ds

Supposons qu’on ait pris des axes rectangulairves pas-
sant en O3 nous aurons, avee les notations habituclles,

ds = drdy s+ pi+ q3,
p="_PL79Y,

2

Vi+ pr-q?

|

de sorte que
{{ N
dv = dxfl)',—f(; —pr—qy)
Si I'équation de S est de la forme
(1) f(zy.}’7z):‘v
ou f"est une fonction homogéne et de degré m,

S=pLr—qy
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. 3 » " - , . m
devient, d’aprés le théoreme d’Euler, ¢gal 4 =, et Pon a

J:
drdv dr
VA

de = m

Ifaisons maintenant la transformation hemographique

graf
définic par les formules x =%/, y = p)’, z=v7, ot
)y 1y v sont des constantes dounées; 'équation (1) sc
transformera en la suivante :

(2) e, ¥, &)=, py,vi) =1,

qui représente une surface 8 dont les points &', )/, 2’
correspondent individuellement aux points x, ¥, z de
S. Considérons la couche comprise entre §' et une sur-
face homothétique S infiniment voisine, définie par lc

K

rapport —-; nous aurons, pour I'¢lément dyv de cette

couche correspondant a 1'élément dy de Ja premiére,

ot ™ dr' dy' dr m drdy drf
de! = = -

’ b

r apy o f

de sorte que

dr'
oy’ T r
de ~ huv o dr

r

Ce rapport étant constant est égal a celui des volumes
des deux couches, et ces derniéres peuvent eure divisées
en éléments correspondants qui sont dans le rapport des
volumes des couches elles-mémes.

Si nous considérons deux cellipsoides dontles équations
scraient

9 .2 -~
R 52
—_ - e — =,
«? 0?2 c?
Ty b .
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?- ’ »
nous voyons (u ils rentrent dans le cas prcccdem, en
posant

=

I

i
A k)

et, pour le rapport de deux éléments correspondants de
deux couches comprises, d’une part entre les ellipsoides
Qaxes a, b, ¢, a+da, b+ db, ¢~ dc, d’autre part
entre les ellipsoides d’axes &, ¥, ¢',a'+ da'. &'+ dU,
¢+ d¢, satisfaisant aux conditions

da 519 de

—_

a b ¢
da  db dc!
P
nous aurons
da'
de b e e O da
de = “abe da T beda
a

H. Proposons-nous maintenant de caleuler Ie poten-
tiel d’un ellipsoide E d’axes A, B, C, en un point M de
coordonnées z, 3, .

Nous supposerons d’abord I'cllipsoide homogene et le
point M extérieur. Décomposons E en couches infini-
ment minces par des cllipsoides homothétiques et con-
centriques, ct soient @, b, ¢, a+ da, b+ db, ¢+ dc
les axes des cllipsoides e et e, qui limitent une de ces
couches; calculons le potenticl de cette couche. Pour
cela, par M faisons passer l'ellipsoide ¢/, d’axes o', &/,
¢', homofocal a e, et formons une couche cllipsoidale au
moyen de ¢ et de I'cllipsoide €, homothélique a ¢ ct
daxes @'+ dd', b+ db, '+ d¢. Sur ¢ prenons homo-
logue M de M; soient u la distance d'un point IV de e 4

VM, «' la distance, éeale i, de son homologne D sur ¢
b 9 be) k] by
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a M’; o ¢lant la densité commune des deux couches v et
', nous aurons, en appelant dV et dV' les potenticls de
v en M et de ¢ en M,

dV' = Pfil-vr’
u
. dv  beda ,
dV = 'lf_l? = b,g,——(z[—;/rl\ .

Pour avoir dV, il suffit donc de calculer dV’ et de le

multiplier par le rapport bb—c,[zg—, des volumes des deux
¢ du
couches.

Le potenticl dV’ étant indépendant de la position du
point M’ intéricur a la couche ¢, nous pouvons le cal-
culer, et ¢’est ce que nous allons faire, en supposant le
point au centre méme de la couche. Calculons le poten-
tiel de Pellipsoide €' au centre O. Considérons un cone
infiniment ddlié de sommet O et d’ouverture dw dont
une nappe coupe ¢ en D', Soient &/, 3/, 2/, @/ les coor-
données de D' et sa distance au centre. Le potentiel de
la nappe est

" w'?
5 [ wdu dw = 5 dw .
0 ' 2
Si nous posons
X2 =1 cosh, ¥y = usinlco~t, 7= u' sin0sind,
nous pouvons faire
dw = sinh d0 dy:
d’autre part,
1o ‘
w? = - .
cos20 sin20costd wn2Bsinzd’

4+

B Th R

a
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le potentiel V/ de ¢ est done

k
d / sin0 df
2.,

AT dy 4
<(‘()<'—’0 sin20 (('05—’0 sin2 0\

a2 N
o -+ 17 )CO:‘qJ -+ e -+ “‘C‘r?‘ Sln2l¥J

x

<y

En posant cosl = v, on peut ramener immdédiatement
cette intégrale double, par un caleul connu, ala forme

' 1
o', dv

omp -, a2 -—— .

1
b2 — a'2 a\ c'2— a2 L\ 2
[+ — 0= I = 5 ¢
ey a- a =

Le potenticl V4 dV' de Pellipsoide ¢, homothétiyue a

¢, s’obtiendra en remplacant, dans la formule précé-
’

/ ’
dente, les axes @, 0y ¢ par ceux de ¢, et, comme
b'c D2—a2 c?2— a2

I T ) T e changent pas, on voit que
1
o' dy

AV' = 2mp —5 da'’? — 1 -
@ b2—a'r N2 c'2—a'? \?

[+ ——— 02 [ ——— 02

e/ a' . a'
be da

Pour avoir dV, il suffit de multiplicr dV' par
b'c'da
et, comme da'? = 2.d' da', on voit que

. beda de
dV = 47m; z e ; e
b2 —az \%/ e2— a2 \?
(1+ P U (I W Gl
[ \ o' a?
IFaisons le changement de variable donné par la for-
mule
v u
Ly,
a [24

rem arquons que

’

02— a'r= 02— a2, c'?—a?= c?— a?,



(238 )

¢l posons, comme ¢'est Iusage,

b2— > B2 \2 5o c2—qa? (22— A2

— —_ 2.
at A? o Tar T CE

il vient

. be da {u
dV = {=p - &—/ ‘1 -
o (1 22u2)2 (14 K2u2)?

7]

BC du
— .
=dmga da/ - T - 0
o (1= A2u2)? (14 )2u2)?

BC 3M , ~
Le facteur 4=p 7 ost égal a %;, M étant la masse de F.

Remarquons que a' est donné par Véquation

que Pon peut écrire

o2 g2

.. a
Si donc nous POSOns ;{—, = u, nous voyo]ls (Iue

el

" i
> 1 - 1
Jo (A RaeR) (1 N2 ar)?

St nous appelons A, I, C'les axes de Vellipsoide ho-

. N . . . A
mofocal de E ui passe en M, n varierade o 4 v desorte
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que
A

3M x ( B2 ~2
— 2 D e )
V= 2A3 d[u e l+7\’21L2>J

o N
" du

x N 1 1’

Jo (L= R2u2)? (14 N2u2)?

. . A
Integrons par PaI‘LlCS ct remar(luons que, POUK‘ u ::\—,s

2 “2
I'expression w2 ( 22—+ B ! devient égale
P [+ A2u? + 1+4- 2202 S
Coae c]
a A?; il vient
i
.3M Y / B2 vz
V=20 Az — u'l(:@—e— i + . )
28 ), - Au? 14 A2
” du

i i
(1= 22u2)2 (1 + )'202)?

Supposons maintenant Pellipsoide, non plus homo-
géne, mais composé de couches homogénes; le potentiel
de la couche e, de densité p, peut s’écrire, ¢ étant le vo-
lume de Pellipsoide,

3 l@,z 2 \
dV =—-0od u‘-’(at?—i- < <
2As? [ . 1+ A2u? I+ A2 u'l,,)

o du
o f ] .
Jo (222 (1= N2y2)?

o étant fonction de @ ou a?; posons

pdat=do(a?)
ou
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la fonction = se déterminera par une quadrature, ct

.

nous aurons
30 2 R
V=-"— do|lu2{a®+ B — + (,_, -
PRCA ; \ 122w 1+ A2u?
" du
< - 1 T’
Jo o (1= 22u2)2 (1+ A2u?)?

Intégrant encore par parties, nous trouvons immé-
diatement

du
> N T 1
(V4 22u2)2 (1 + M2u2)?

formule qui comprend la premiére quand on suppose
o(a?) = pa?, p étant la densité supposée constante.
Pour avoir les composantes de Pattraction de E s

oV oV

M, il suflit de calculer A 537 55 Ct de les multiplier

) ¥ i
par le produit fu de la constante de la l(n de Newton et
de la masse de M. Or V dépend de 2, 2, v pour deux
raisons : d’abord, parce que ces quantités entrent expli-
citement dans le terme

32 2
o | (1 + ﬁ =+ —L— )1
' 2 V== A2 u?

puis, parce qu’elles entrent implicitement dans la limite
.. A ., o .

supéricure de Iintégrale définie, car A’ est une fonc-

tion de =, 3, v donnée par I'équation

72 B-z N V2
A+ B2 A2 A2 (.-—~. :
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mais la dérivée de 'intéerale par r AA
: > 1legrale par rapport a x’ ctant ce
que devient la fonction de « qui multiplie du sous le

signe [ quand ; ] As les car
g quand on y remplace u par > s'annule; car

, 0 -
S LY — o+ —t )
v \ 1+ 7212 [ - /fl ”‘l
devient, par cette substitution,
2(A2),
Eu remarquant que
92 a2
do lﬂ(zl’—«/ - ~ L )
' I — Al LA 2uz
T 52 vz T
c/u-’(:t'-’ - — )
1— A2w- 1 — A2 u?
on trouve done
Ay
. A 5 u?
X 3¢ su2du
N = - v %L N 1 N l,
7y (1 — 2202)2 (14 2'202)?
:L
\ 3¢, . surdu
= o T P
S (22w )2 (1= 22t )?
A
o v 5
v 3¢ outdu
CT T As N 1 -, s
S (1= 1202)2 (1 K202 )2

Ce sont les formules connues.

Les expressions trouvées, dans les deux cas, pour le
potentiel, supposent le point M extéricur a Pellipsoide;;
il est facile de voir que, 4 condition de remplacer la Ji-
mite supérieure par I'unité, clles subsistent quand le
point M est sur 'ellipsoide ou a son intéricur. La chose

Ann. de Mathémat., 3¢ sévie, t. VIII (Mai 188g). 16
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est évidente quand M est sur Pellipsoide. Supposons-le
intérieur; par M faisons passer I'ellipsoide homothé-
tique; soient A,, By, C, ses axes; le potentiel V se com-
pose de la partie constante V, correspondant au volume
comypris entre les deux ellipsoides et du potentiel V, de
Pellipsoide A, B, C,.

Supposons la densité constante; le méme raisonne-
ment servirait dans le second cas. Nous avons d’abord

1

3 oA
V= é\;/‘ o da / - (]"

o (12 u) (14 A272 )~

;3{ /‘ (A2— A7) (/1/
l-r—/'l{) 2
puis

A e 32 2
A N—a (a4 T
\E '),A‘[ [ i (1 e T 1+/;’-'11-‘)J

du

-

-~
[

1
AR (14 A2
de sorte que

3N T, p2 ‘ 2
V=g [" - < T T 1+>7-'-»71>J

du

e

< T -
(1—X2u2)2 (14 A"202)?2

C. Q. F. D.

L’équation générale des surfaces de niveau a 'une des
deux formes

< T = const.,
(14 22u2)2 (14 W2u2)?



du
=< = const.

1 1
(1 2202)? (1+ N2u2)?

Si la surface doit passer par un point extéricur, A est
une fonction de x, ), z déterminée par I'éguation

e r B
T BT A T ATy E— A

Si elle doit passer par un point situé sur Pellipsoide ou
A son intérieur, la limite supérieure doit étre remplacée
par I'unité. Dans ce cas, les surfaces de niveau sont des
cllipsoides, sila densité est constante; mais il n’en est
plus de méme si elle est variable. Elles peuvent ¢tre
algébriques ou transcendantes. Si I'on supposait, par
exemple, o(a?)=k(a?)?, les surfaces de niveau se-
raient, comme on le voit, du quatriéme degré.



