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THEOREME RECIPROQUE D'UN THEOREME DE M. E. CESARO
ET APPLICATION (');

Par M. A, M.

On donne (fig. 1) une courbe (M) et une circonfe-
rence (0O) de centre O. Si la polaire LE d’un poirt

Fig. 1.
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quelconque M de (M), prise par rapport & (O), déter-

mine toujours sur les rayons de courbure, tels que Mu

(') Voir a la page 171 de ce Volume.
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de (M), des segments ENL, B proportionnels, il en est
de méme des rayons vecleurs, tels que OM, relative-
ment awx rayons de courburede la développée de (M).

Puisque LE est la polaire de M, par rapport a la cir-
conférence (O), le produit de OM par OL est constant. La
courbe (L), licu des points tels que L, est doncla trans-
formée par rayons veeteurs réciproques de (M); la nor-
male L1 a (L) et lanormale ML a (M) sont, par suite,
¢galement inclinées sur LM. Le point I est alors le mi-
licu de 'hypoténuse ME du triangle EML. La courbe
(1), licudes points tels quel, peut étre considérée comme
le licu des points ¢galement distants de (L) et de (M).
La tangente en I a (I) passe alors par le point de ren-
contre des tangentes en Loet M a (L) et (M). Comme
1L = 1M, cette tangente est la bissectrice de 'angle LIM
el par suite Ja normale en I a (1) est la paralléle 1H a
M.

Appelons u' le centre de courbure de la développée
de (M) pour le point u de cette courbe.

Par hypothese %{l = const. Appelons A ce rapport, on
a alors
My = 2) et aussi LI 2————)‘ L
M " o Mu 22

Quel que soit le point M, les courbes (1), (M) et la
développée de ceute derniére courbe déterminent sur I
des segments proportionnels : on a alors (')

" )y r
wi e M 2h,  dou uH = Ll

wll — MT

Prolongeons MO jusqu’a sa rencontre G avee ‘ufy..

() Maxxzuev, Cours de Geometrie descriptive, »° ¢dition, p. 203 ct
suivantes.
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On a

pH ol

2G T M’

Nous avons écrit précédemment la valeur de ce dernier

rapport; ou a alors
pI 2k
uG T 22

Introduisant ici la valeur de uH trouvée plus haut, on
obtient
@

1LG’:27\—{—|.

Le théoreme est alors démontré.

Pour appliquer ce théoréme a I'ellipse, nous allons
&’abord démontrer géoméiriquement un théoréme qui
se trouve dans le travail de M. Cesaro ('). Nous conser-
vons la fig. 1, en supposant que (M) soit une ellipse
dont les demi-axes sont @ et b et que (O) ait pour rayon

La polaire LE du point M de Uellipse (M), par rap-
port & la circonférence (O) dont le rayon est égal a
ya*—+ b*, rencontre la normale ME & Uellipse en un

point E tel gue ME égale le rayon de courbure M.
de lellipse en M.

Puisque le rayon de (O) est \/a?*+ 62, il vésulte de cet
énoncé que
OM < OL = a?-+ b2:
de la

a?- bz—- mz

i —O0V = — =
Ol O X

() Voir page 175 de ce Volume.
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Menons le diamétre OD perpendiculairement a My,
on a
2 -—2
OD + OM = a2+ b2,

—2

On peut donc écrire (OLL — OM) ou ML = %)M— .

Mais on sait que le rayon de courbure del’ellipse en M

—_—2

est é alé@' on a alors
§al Ay3p r

ML _ WP ML
Mgy ~ OM  ME"

donc ME = M. Ce qu’il fallait démontrer.

CENTRE DE COURBURE DE LA DEVELOPPEE DE L’ELLIPSE.
— Pour avoir ce centre de courbure, il suffit d’appliquer
le théoréme précédent a 'ellipse. On trouve ainsi qu’on
obtient le centre de courbure p' de la développée de
Pellipse (M) en prolongeant G de trois fois sa lon-
gueur. Ce qui est la construction due 4 Maclaurin.



