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SUR UNE GENERALISATION DE LA FORMULE
DES ACCROISSEMENTS FINIS;

Par M. T.-J. STIELTJES.

1. M. H. A. Schwarz a donné, dans les Annali di
Matematica de Brioschi (série 1I, t. X), le théoréme
suivant :

Soient fi(1), fa(t), ..., fu(t) des fonctions 1éeclles
d’une méme variable réelle t. On suppose que ces
SJonctions, de méme que leurs dérivées jusqu’a Uordre
n — 1 inclusivement, sont finies et continues.

Dans ces conditions, si t),tsy «.., t, sont n valeurs
différentes appartenant & Uintervalle a, . . ., b, le quo-
tient

Si(t) fo(t) oo falw) L 7O £ !
Ji(ta) fa(te) oo falte) | |7 & 4 1!
J1(tn) fo(tn) oo fu(ta) U ot, R ... it

n'est pas plus grand ue—M—-— et pas plus pe-
stpaspius s TUe LT3, (n— 1)1 CLPaspiusp

. m e
tit que RETE ek M désignant la plus grande,

m la plus petite des valeurs du déterminant
Ji() J2(t) cee Jr(2)
Ji(?") Sa () cee Sa(e)
f;t';"”(f(’”) f(;":”(t"") fﬁ;"._"’(t‘”’)
sous les conditions

a<tsb, ot "~b. " (" b tr Ve b
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Comme le remarque M. Schwarz, ce théoréme permet
d’établir, d’'une maniére rigoureuse, certaines proposi-
tions fondamentales dans la théorie des courbes planes
ou gauches. Soit, par exemple, M un point d’'une courbe
gauche, et prenons sur cette courbe trois points infini-
ment voisins de M. Le plan osculateur en M est la posi-
tion limite du plan qui passe par les trois derniers
points. A 'aide du théoréme de M. Schwarz, on recon-
nait aussi clairement les conditions dans lesquelles cette
proposition est exacte.

2. La démonstration que M. Schwarz a donnée de
son théoreme est extrémement simple. La circonstance
quelle exige des intégrations nous a conduit a chercher
si 'on ne pourrait pas arriver au but d’une maniére
plus élémentaire.

Nous avons reconnu alors que le quotient considéré
est égal a

Ji(t) Sa(1) cee Su()
1 S1(t") Sa (") cee SR(2M)
t2!3l.(n—0!| ...
SRy fgen () fimn(dnh
ou
t = ty,
= (t;, 1),
"= (ty, ts, t3),

c e et e ooy

') = (t1, by .o ey tn),

(ty, t2y « v+, t;) désignant un nombre compris entre le
plus petit et le plus grand des nombres ¢,, 5, . .., #.

3. La démonstration de ce théoréme s’appuie princi-
palement surle lemme suivant.
Si une fonction f(¢) s’annule pour n valeurs difié-
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rentes de la variable
f(t,):o, f(t2):07 ey f(t,;)=0,
alors on a
Srn=1(8) =o,
E=(t17 ta, °"ytn)~

11 faut supposer que la fonction f(¢) admet des
dérivées f'(t), f"(t), ..., f773(¢t) qui sont finies et
conlinues et que f7~2(t) admet encore une dérivée
finie f"~*(t), mais on n’a pas a supposer que 7! (t)
soit continue.

En ellct, soit, par exemple, n = 3 et

ou

< <t
Ayant

St) =0, f(ta)y=o0, [f(t3)=0o,

on en conclut d’abord
f(&)=0, [fl(t")=o,

¢’ étant compris entre ¢, et £, (en excluant les limites),
et ¢ entre 2, et ¢3. Ayant donc

<<t

on voit ensuite que la fonction f”(t) doit s’annuler pour
une valeur de la variable comprise entre ¢/ et ¢, valeur
qui scra comprise aussi entre ¢, et £;.

4. En s’appuyant sur ce lemme, la démonstration du
théoréme énoncé est trés facile. Nous supposerons
n = 4, et posons

flx)y g@&) h(z) k(z) 1 z 2% 28

(1) S 8) R K@) | vy o,
f(z) g(s) h(z) k(z) 1 5 52 33 *
Sy g(t) k(1) k(2) 1t o2 B



(29)
Considérons la fonction

S(w)  g(w) k() k(u)
7€) &7(%) A"(E) k(%)

flz) g(z) h(zx) k(z) 1 r a2 a3
Flu) = o) &) Ry) k)| |v ¥y ¥ ¥ A
f(z) g(3) h(z) k(z) 1 2z 3z 33
Sy g(u) h(u) k(u) I ouw our ou
Il est clair qu’on a identiquement
F(z)=o, F(y)=o, F(z) = o,
et encore, a cause de la valeur A,
F(t)=o.
On en conclut
Fm(C)=0»
on
§=(x’y,z’t),
ce qui revient a
flz) s(z) hiz) k(z) L
() |TO) & R K ) 2 Ao
f(z)  &(z) h(z) k(a) A A
7@ &%) AL K'Y
Soit maintenant
Sf(z) glz) k(z) Kk(x) L oz
Gy |70 80) ) kD) _12311 N

Il est donc clair qu’on a

G(z)=o, G(y)=o, G(z)=o;
donc
‘ G"(m)=o,
ot .
n=(x,¥5,%).



On a, par conséquent

S(z)
JS)
S"(n)
J"(Z)

glz) I(z)
gy) h(y)
g () M'(7)
&%) AT

(3)

(30)
k(x)
k(y)
K ()
k(%)

Considérons enfin la fonction

JS(x)
J(e)

&(x)
&(u)
S () &'(n)
/(%) &)

Il est clair qu’on a

N —
(_)(") - h/l(

h

,jj(‘?‘) =0,

donc

hix)
h(w)

k(x)
k(u)
n) A"(7)
(L) &%)

—1.2.1.2.3

Sy =o;

c‘)"(s) =0,

ou
13

Or ccla revient a
LfCry s(2)
1) &)
/() &"(n)
L7 &

h(x)

(i) o

ILW(C

2'(8)

:(-'I',}’)-

k()
K(E)
K ()
K(Z)

—1.1.2.1.2.3A =o,

)
)

ce qui est Uexpression du théoréme annoncé.

Oll l‘cmarqucra (I ue

cette démonstration suppose

sculement que les dérivéces secondes

SO, &), K(t), k()
admettent des dérivées
f”’(t)) gw(t)y hm(f), /\‘W(t);

mais il n’est pas nécess

aire de supposer que ces der-

nicres fonctions soient continues.

Mais, s1 I’'on ajoute cette derniére condition [la conti-
’ 1|
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nuité de f"(t), g”(t), i"(1), ¥”(t)], on conclut direc-
tement que, si x, y, z, t tendent vers une méme limite a,

on a

Sla) gla) h(a) k(a)

1| fl@) Fa) K(a) K(a)
Lr.2.1.2.3 ) f"(a) g (a) h'(a) k' (a)
S (a) &(a) h"(a) K"(a)

limA =




