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SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE
AU CONCOURS D'AGREGATION EN 1887;

Par M. Hexrt FERVAL,

Eleve a I'cole Normale supérieure.

1° Démontrer que le lieu des points,'tels que les tan-
gentes menées de chacun d’eux & une conique S soient
conjuguées fzm‘moni(/ues par rapport aux langentes
menées « une autre conique S, est une troisiéme co-
nique S qui passe par les points de contact a,b,c,d, ', b/,
¢, d' destangentes communes aux deux coniquesSetS'.

2° La coniqueS étantune ellipse donnée, et la conique
Y un cercle donné, trouver l’équation de la conique S'.

3° Démontrer qu’il existe quatre circonférences de
cercles réelles passant chacune par deux foyers de la
conique S et deux foyers de la conique S'.

4 Soient a et a les points de contact de S et §' avec
Lune de leurs tangentes communes. Démontrer que si
a est la projection du centre de la conique S sur la
tangente commune, les normales & S' aux points V',
¢, d' se coupent en un point M qui reste fixe, quand ¥
varie de f(zgon a passer constammment en a et a.

1° Pour axes de coordonnées, nous prendrons les axes
de S; les équations de S et S’ scront.
(SH ay?+ O — 1 = o,
(

S Awr4-2Buv - Ce2e oDu—-2Ee - F =o.



Soit un point
ur—+ ¢y —1=o0;
les points a I'infini, situés sur les tangentes mendées de
ce point aux deux coniques, satisfont aux relations

(@ —x2)u?— sayue + (02— y2)e2=o,
(A~92Dxr—Fa)u2— 92 (B — Dy —Ez+ Fay)ue
—(G+2ky - Fy?)e2=o0.
En éerivant que ces points forment une division har-
monique, on trouve, pour I'équation du licu,

—~oxy[B-+Dy—Ezr—+Fay|
=02— ) (N +2Dr - Fry - (a2—a2)(C+ 2Ly +— Fy2),

ou, en réduisant,

) (FR—Chir2+H Bry + (Fa2—\)y2

.
=) ( —2Dbtr+-2La?y -—- Ab2+ Ca?=o.

Montrons que la conique ¥ passe aux huit points de
contact des tangentes communes a S et .
Les coordonnées de la tangente & S au point (&, 5)
sont, :
x }"
=g 0=
exprimons qu’elles vérifient (S'), et nous obtenons la
condition

A2 2Bxry  Cy? 2D N 2By

ar | azh? % a? 02
. ar? ¥ oy
Remplacons, dans cette relation, ~ par 1— 55 o5 par
2 2 »? ,,
1— —, I' par I'(= + 95 )> et nous retrouvons I’équa-
a? a? D2
tion de I; la conique X passe donc au point (i, y).
Elle passe de méme aux scpt aulres points de contact
des tangentes communes a S et §'.
De cette propriété, il résulte que le triangle autopo-
laire de S et §' est conjugué par rapport a X.
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2 Identifions ¥ avec le cercle
Pyt omar +ony - p=o,

¢l nous obtenons les relations

b_o F0—C_TFa—A _Di_Ea _Ab+Cur,

1 1 m n Y ’

d’ou nous tirons

F__A—-(]__A(p—l—«a‘2+b2) B 2n A b2
T e T T (pre)yar T pa+car
D— '),mA, C:p——c‘liz
p+c? p+ctar’’

ct Péquation de §' est alors

(p+cHu-+ 02 (p —c?)0?
+a2mau +2nb2¢ + p + a2+ 02 = o.

D’apres ce qui a été dit dans la premiére Partie, cette
conique admet pour triangle conjugué le triangle auto-
polaire de S ct du cercle donné.

30 Les quatre cercles que nous devons trouver ont
pour centres les quatre points d’intersection des axes de S
avec ceux de §'.

Soit un cercle contenant les deux foyers imaginaires

de S,
(G x4 y2—alr+c2=o.

Pour qu’un point (x, y) soit un foyer de §', il faut que
les points a U'infini situés sur les tangentes mendées de ce
point a & soient confondus avec les ombilics, ¢’est-
a-dire que 'on ait

Fry +~Ex +Dy=o,
A+2Dxr+Fat=C+2Ey + Fy?
(n

ou

L F(py2—a?)—2Dr+2Ey — Fe2=o.
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Transportons les axes parallélement 4 eux-mémes au
centre de §'; le cercle a pour nouvelle équation

( 24 yr—2 <)\+ %)J

(G 3 E D2 E2 R )\1)_
[ —egr+mrm+rat2rg=o

et les hyperboles focales (1) deviennent

, 12 D2 R
‘ yi—ar?— T2 -+ T —c2=o0,
2) ‘ DE
' Ty — —l—fl- = 0.

La combinaison par homogénéité des deux équations (2)
nous donne I'équation aux axes de (§'),

DE, D: B
(3) F—z(}"’*x?)—L—(ii—z—ﬁ—C').’t‘y:O.

L’axe de §', qui passe au centre du cercle considéré,
a pour coellicient angulaire

E
F
D ; ’
—F: -+
I"axe perpendiculaire sera

D

7 E

]T

Ecrivons que cet axe coupe le cercle () et la seconde
hyperbole (2) aux mé¢mes points : nous trouvons la con-

dition
b —E—2+0° A+ D)D
D_<)J_D>—F'I+F2 +2<+F T
F-\""F

I 12 D32 ’
m+ (A7)




ou
) /. 2
‘0(/)—,'—‘(/‘41—»
! l' h
W LF D N DY ED
\'73—'—;:} .() \+F)~—F—3~_o.

Cette condition cst vérifiée, puisqu’clle exprime que la
E
in

D

N
— -+ A

droite‘—,’; = est une dircction d’axes de 'ellipse §'.

55}

Aux deux valeurs de %, tirées de I’équation (4), cor-
respondent done deux cercles passant aux foyers imagi-
naires de S ct contenant I'un les foyers réels, autre les
foyers imaginaires de §'.

Les deux racines de I'équation (4) sont manifestement
réelles; mais, pour que les deux cercles correspondants
soient réels, il faut que leurs rayons soient réels, en
d’autres termes, que P'on ait

2— ¢ > 0.

Substituons ¢ et — ¢ dans 0(%), nous obtenons

D 2 D2 \ D
( — a2 ¢ e 2
V)= a 'F—l—((\l”—}— = c)»;-c T
=cl(c+ Q LB >
= - T +F§ > 0,
) 22 2
()(-r‘):r‘—’%—c(i?z-L% (’2>+02%

Ces résultats montrent qu’il y a toujours une racine de
I'équation (4) comprise entre + ¢ et — ¢, ct une autre
extéricure & + ¢ et —c.

La premiére racine donne un cercle imaginaire, c’est
celui qui renferme les quatre foyers imaginaires des
deux coniques, et I'autre donne un cercle réel.

On verra de la méme facon qu’il y a un troisiéme
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cercle passant anx deux foyers réels de S, aux deux
foyers imaginaires de §', et ce cercle est réel: un qua-
triéme cercle passant aux deux foyers imaginaires de S,
aux deux foyers récls de §', et ce cercle est réel.

Ainsi, les quatre cercles dont il est parlé dans I’énoncé

ne sont pas tous réels; il y en a un qui est imaginaire.

Remarque. — La propriété que nous venons de dé-
montrer résulte immédiatement de ce fait que T est un
cercle. En effet, puisque les tangentes menées de chaque
point cyclique a S et §' forment un faisceau harmo-
nique, les deux faisccaux de quatre tangentes issues des
deux points cycliques sont homographiques, et les points
d’intersection de leurs droites homologues appartien-
nent 4 une conique passant aux points cycliques, ¢’est-
a-dire a un cercle. Comme on peut combiner les droites
des deux faisceaux de quatre manicres dillérentes, il ya
quatre cercles passant par deux foyers de S et deux foyers
de §.

Les centres de ces quatre cercles étant réels, trois
d’cntre eux, qui contiennent des foyers réels, sont né-
cessairement réels.

4° Pour démontrer plus commodément la quatriéme
Partie, au licu de rapporter S a ses axes, nous prendrons
la tangente @'a pour axe des xy la normale a §' pour axe
des y, et nous poserons ¢'a=d.

La conique S, qui est tangente & @’x au point a et a
son centre sur @'y, est définic par I'équation

(8) Aur— 2E duv +-2E¢ + F = o,

ct la conique §', tangente en @' a a’x, a pour équation
(S") ANMw+42D'u+2E v+ TF'=o,

ou, en coordonnées ponctuelles,

(8') Erzt—aD'Eay +(D?2—A'F)y*—2A'E'y =o.
Ann. de Mathémat., 3¢ séric, t. VII. ( Vai 1888.) 16
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En nous servant des équations tangentielles des deux

coniques S et 8, comme nous I’avons fait dans la pre-

miére Partie, nous trouvons pour équation de la co-
nique

(AF + FA") y2+ 2B(D'+ F'd)zy — 2EE 22

s
(2) +2BE'dr +2(AE'+EAN +D'Ed)y =o.

On voit bien qu’elle passe en a et «'. Pour qu’elle soit
un cercle, il faut que 'on ait

AF 4+ FN' =—2EE,
D'+ F'd=o;

celte derniére condition exprime que le centre de ' se
trouve sur la normale en @ a la conique S. 1’équation
du cercle (£) devient alors

AE +— EA'+~D'Ed

o) 22— -
AR r v dxr T y=o0

Ecrivons les équations (8') ¢t (') comme il suit :

2(E2r —D'Ey)=—p[(D2— \'F)y — D'E'r—2A'E],
lr—d)=—y (.1, _ M;fw )

¢t combinons-les par division, nous obtiendrons une

conique (11) passant en &', ¢, d’, et ne contenant plus le

point a',

() K2r—DE)y  (D2—ATFH)y —D'Exr—aoA'E
r—d N , AE - EA'+D'Ed

Les cocflicients de x2 et )2 étant égaux ct de signes
contraires dans cctte équation, l est une hyperbole
é(luilalérc. Les directions asymptotiques sont définies



par I'équation
—D'Em2—(E2—D2~ \'"F'ym +D'E=o.

qui montre qu’elles sont paralléles aux axes de §'.

Les normales en ', ¢/, d’ concourront en un point M,
si cette hyperbole équilatére 1 passe au centre de S
car, sous celte condition, elle peut toujours étre identifiée
avec une hyperbole aux pieds des normales. Or, les

. DY
coordonnées du centre de S/, d ct ﬁd' annulent les

denx termes du premier membre de (11); il en résulte.
comme il vient d’étre dit, que les normales en o', ¢/, d’
se rencontrent en M.

Pour avoirla position du point M, nous couperons I 'hy-
perbole LI par la droite a = 2d, qui est la normale 4 S

\
au point <2(1’ 2 “,d), symétrique de a' par rapport i

son centre ((l (f) Les racines de I'équation aux or-

1y
données des points d’intersection ayvant pour produit
\ o

IX?D 1

les coordonnées du point M sont 2d ei F- On voit
qu’elles ne dépendent pas du cercle =, mais sculement
de la conique donnée S.

Remarque. — Nous avons vu, par la condition
D'+ TFd=o,

que le centre de S se projette sur aa’ au point «; les
deux coniques S et S’ sont donc, I'une par rapport i
Pautre, dans les mémes conditions, et le cercle ¥ est,
pour S, un cercle de Joachimstahl, commeil Iest pour .

Note. — La méme question a été résolue d'une manicre analogue

par MM. Loye et Sentou, par M. le capitaine E. Baricien. et par
M Paul Dauvin. profesceur au collége de Beauvais.



