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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

SUR LES ARCS DES COURBES PLANES;
Par M. G. HUMBERT.

Nous avons énoncé, dans les Comptes rendus de
I’Académie des Sciences (2° semestre 1887), un théo-
réme qui constilue 'extension & une courbe algébrique
quelconque de la célébre proposition de Graves et
Chasles, sur les arcs de conique : la démonstration de ce
théoréme généralisé peut éire donnée d’une maniére
tout a fait élémentaire, de la maniére suivante.

Nous nous appuierons sur une proposition, aujour-
d’hui bien connue et que Laguerre a énoncée le pre-

mier :

La somme des angles que font avec un axe fixe les
rayons qui joignent le centre d’un cercle aux points
d’intersection du cercle et d’une courbe algébrique
donncée reste constante si le rayon du cercle varie, son
centre demeurant fixe.

En transformant cette propriété par polaires récipro-
ques, on voit que :

La somme des angles que font avec un axe fixe les
tangentes communes & une courbe algébrique et & un
cercle reste constante si le rayon du cercle varie, son
centre demeurant fixe.
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Cela posé, soit C unc courbe algébrique quelconque;
menons les tangentes communes a cette courbe et a deux
cercles voisins de méme centre O, de rayons R et
R + dR.'Soient AT et A’T" deux de ces tangentes, infi-
niment voisines.!On a évidemment

N
A'T\— AT =arcAA’+~ R.TOT".

Or 'angle TOT’ est égal a celui des tangentes AT’ et
AT; soit dB cet angle: il vient, en désignant par ¢ la

Fig. 1.
T~
"\
SO0
i ‘\\ i )
§ 0

longucur de la tangente commune AT, par ¢ + dt celle

de AT, pav ds Parc AA/,
ds = dt — R d0.

Si I'on fait la somme de toutes les équations analo-
gues, relatives a tous les points de contact de la courbe C
avec les tangentes communes a celte courbe et au
cercle R, il vient, puisque £ df = o, d’aprés le théoréme
rappelé plus haut,

X ds = X dt.

En d’autres termes :

Sil'on méne toutes les tangentes communes & une
courbe algebrigue et a un cercle, et si I’on Jfait ensuite
varier le rayon du cercle, son centre restant fixe, les
points de contact sur la courbe décrivent des arcs dont
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la somme algébrique est égale & la wvariation de la
somme algébrique des longucurs des tangentes com-

munes.

Si, en particulier, on suppose que 'un des cercles
considérés a son rayon nul, on voit sans difficulté que :

Les 2v points de contact d’une courbe de classe v
avec les tangentes communes & cette courbe et & un
cercle peuvent étre gl'oupe's deux ¢ deux, de maniére
a déterminer sur la courbev arcs dont la somme alge-
brique est égale & la somme algébrique des longueurs
des tangentes communes.

C’est cette proposition qui, dans le cas des coniques,
donne le théoréme si connu sur les arcs d'ellipse oun
d’hyperbole.

Considérons en effet une ellipse, menons les quatre
tangentes communes a cette courbe ct a un cercle.

/

Le théoréme qui vient d’¢tre démontré apprend
quon a

arcAA'— arcBB'= AT — A'T'— BS + B’S/,
ce qu'on peut écrire

arcAB — arcA'B = (AM + MS")— A'T"— (BN = NT") -~ B'S’
-+ B'M — (A'N +— BN ).
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ou cnfin

AM -~ B'M — arcAB'= A’N 4+ BN — arcA’B.

Si I'on remarque maintenant que, d’aprés un théo-
réme connu, ces points M et N sont sur une méme el-
lipse homofocale & la proposée, on voit que I’équation
précédente revient précisément au théoréme de Graves
et de Chasles.

SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE
AU CONCOURS GENERAL DE 18835;

Par M. E. MARCHAND,

Professeur de Mathématiques spéciales au Lycée de Caen.

E'tant donné un hyperboloide & une nappe, on con-
sidére toutes les cordes D de cette surface qui sont vues
du centre sous un angle droit et U'on demande :

1° L'équation du céne lieu géométrigue des cordes D
qui passent par un point S, ainsi que les positions du
point S pour lesquelles le cone est de révolution;

2° La courbe & laquelle sont tangentes toutes les
cordes D situées dans un plan donné P, ainsi que les
positions du plan P pour lesquelles cette courbe est une
parabole ou une circonférence de cercle.

Remarque préliminaire. — 1l est évident que 1’énoncé
est équivalent au suivant :

Ltudier le complexe des cordes D qui sont vues du
centre sous un (mglc droit.

On sait d'ailleurs que, pour traiter de pareilles ques-
tions, il cst préférable de définir la droite par ses six
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coordonnées homogénes, dont je vais rappeler la signifi-

cation.
Posant, pour abréger,

[uo1] = woy— vuy,
les six coordonnées homogénes dc la droite
(2 B0, 2, B %)
seront définies par deux plans
(u, 90, w, p), (uy,v1, wy, p1)
passant par la droite, ou par deux points

(%.}’w’, t), (ﬂvn.}’uzn tl)

situés sur la droite, au moyen des équations

s a=[vw]=[zt],

(1) (B =[ww]=[yul
v=[ue]1=[3s¢t],

s =[pw]=—[rs}

(2) B'=[po1]l=—I[s21],

Y = [pw1] =— [xy1].

Tout complexe sera défini par une équation homo-
gene
F(fl, py e Ct’, Blv Y’) =0,

laquelle d’ailleurs peut, en général, étre mise sous une
infinité de formes différentes, grace a la relation iden-
tique

(3) az' + BB+ yy' =o.

Par exemple, prenant I’équation d’une quadrique sous
la forme

4 axr?+—byr+cs2—K = o,

on trouve facilement que le complexe des droites D vues
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du centré sous un angle droit a pour équation

(5) 122 mB2 4+ nyr— K(22+ B2+ %) = o,

l=b-+c, m=c-+a, n=a-+ob.

1. D’aprés les relations (1) et (2), si Pon désigne par
Ziy ¥is 31, 1y les coordonnées du sommet S du céne du
complexe, ce cone aura pour équalion

(6) l[{:,lj?—f— mlzx) 2+ nloy, ]?

[(2— 212+ (y = 1) (5 — 502

Le premier membre, égalé & zéro, représente le systéme
des deux plans tangents menés du point S au cone

x? -2 52

) T

lequel cone est I'enveloppe des plans passant par le
centre de la quadrique et la coupant suivant une hyper-
bole équilatére. Ce cone, imaginaire dans le cas de I'cl-
lipsoide, n’est réel dans le cas de 'hyperboloide que si
le plus grand angle au sommet du cone asymptote de la
quadrique donnée est obtus.

Le sccond membre représente une sphére de rayon
nul et de centre S.

Si donc on fait varier K d’une maniére arbitraire, ce
qui revient a adjoindre a la quadrique de 'énoncé toutes
les quadriques concentriques et homothétiques, 1'équa-
tion (6) représente unc famille de cones homocy-
cliques. 1l est alors facile de savoir quand le cone (6)
sera de révolution.

Un cone de révolution n’étant autre chose qu’un cone
bitangent au cercle imaginaire de I'infini, si ’on cherche
les trois systémes de sections circulaires, on trouvera :
1° un systéme double correspondant a la corde des con-
tacts lequel donne les paralléles de la surface de vévolu-



(11)
tion; 2° un systéme simple composé de plans tangents
au cercle imaginaire de I'infini menés par une paralléle
a 'axe.

Le cone de sommet S sera de révolution : 1° si le pre-
mier membre de (6) représente un plan double; 2°sile
premier membre de (6) représente deux plans tangents
au cercle imaginaire de 'infini. Par suite de la signifi-
cation géométrique indiquée plus haut, on voit que le
cone sera de révolution :

1° Sile point S est situé sur le cone (7), auquel cas
le plan tangent en S au cone (7) est perpendiculaire a
I'axe;

2° Si le point S est situé sur 'une des focales du
cone (7), auquel cas la focale est I'axe de révolution.

2. Je désigne par u,, v\, w;, p, les coordonnées du
lan P, et alors j’ai pour équation tangentielle de la
P ) jar q 8
courbe du complexe

Hupi 2+ mep 2+ n{wp, |2

(8) 3 _
= Kz[vcm PR {wuy 2+ [ue, ]2 %

Le premier membre, égalé a zéro, donne une surface
admettant le plan P comme plan double; c¢’est donc, en
réalité, une courbe plane située dans le plan P. Cette
courbe n’est autre chose que la section du céne (7) par
le plan P, laquelle se réduira 4 un point double si le plan-
passe par lg’ sommet du céne.

Le second membre, égalé A zéro, donne la courbe d’in-
tersection du plan P et du cercle imaginaire de I'infini,
c’est-a-dire les deux points circulaires relatifs a ce
plan P.

L’équation (8), ou K est un paramétre arbitraire,
représente donc un systéme de coniques homofocales
dont fait partie la section du cone (7) par le plan P.
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Pour que la courbe du complexe soit une parabole, il
faut que la section du cone (7) par le plan P soit elle-
méme une parabole. Le plan P doit donc &tre paralléle
a un plan tangent au cone (7).

Pour que la courbe du complexe soit un cerele, il faut
que la section du cone (7) par le plan P soit un cercle
ou un point double. On a d’abord toutes les directions
de section circulaire du cone (7). On a ensuite tous les
plans passant par le sommet du cone (7), c’est-i-dire
par le centre de la quadrique S.

11 est inutile de remarquer que le foyer de la parabole
et le centre du cercle se confondent avec les points cor-
respondants de la section homofocale déterminée dans
le cone (7).

3. Une propriété trés remarquable du complexe con-
siste en ce qu’il est a lui-méme son propre polaire réci-
proque par rapport a huit quadriques.

En eftet, cherchons le complexe polaire réciproque
du complexe donné par rapport a la quadrique

ou A, B, C sont des paramétres indéterminés.
A un point x, y, z, ¢, on fera correspondre son plan
polaire
U

d )
=3’ ) P=—z,

[

r . _
\—B, W=

Ol w

de sorte que, en appelant a,, By, v, «,, 8/, ¥, les nou-
velles coordonnées d’une droite quelconque, on aura les
formules de transformation

a = VW, — WV, = Zz_iB—C;% = '};E’

«) = PU, — UP, = :‘L‘\i‘;’ﬁ
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1’équation du complexe devient

o ( IB2C22} - mC2A282 + nA2B2y?
L9 — K(A22 4+ BB £ Cyv?) = o,

ct il suffit de prendre

(2 (2 (2
A?2= K s B2 = IL’ (-}'3:—‘—1—\—~
mn nl

pour retrouver I’équation primitive (5).
Le complexe est donc 4 lui-méme sa propre polaire
réciproque par rapport aux huit quadriques

& atymnmav2ynl £ 52 Vim =K

Il est alors facile de comprendre pourquoi, si I'on
cherche d’une part le lieu des points pour lesquels le
cone du complexe se réduit a deux plans, d’autre part
Penveloppe des plans pour lesquels la courbe du com-
plexe se réduit a deux points, on trouve la méme sur-
face.

Dans le cas particulier ou
ar’+byri+est=K

représente un ellipsoide, on trouve une vraie surface des
ondes qui correspond a la quadrique

lr2+—my?+ n32=K.

Le cone asymptote de la surface des ondes est, comme
on sait,

m n

(224 ¥4 32) <$—.— - —1—5—_) =o0.

On retrouve ici le cone (7) qui intervenait si heureu-
sement dans la solution du probléme. Ce cone est cone
asymptote de la surface des ondes et ses focales, dont il
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a été parlé plus haut, sont les droites qui joignent le
centre de la surface des ondes a ses points doubles.

Ces propriétés sont tout a fait semblables a celles du
complexe des droites telles que les plans tangents menés
par elles & une quadrique fixe solent reclangulaires.
Drailleurs, 'équation de ce complexe bien connu pou-

v, .
vant s ecrire
o't B2y = a2 =- m B4 ny?,
I’analogie qu’il présente avec le complexe actuel

(224 mB24- ny'2= a2 2 v2

s

cst manifeste.

On démontrerait donce sans peine cette trés belle pro-
priété que, dans le cas d’une surface des ondes ordi-
naire, toutes les droites du complexe pénétrent entre
les deux nappes de cette surface.

On vout, d’ailleurs, qu’il y aurait probablement intérét
a étudier avec soin la forme des surfaces analogues a la
surface des ondes que I’on rencontrerait en prenant pour
quadrique initiale un hyperboloide tel que le cone asym-
plote puisse ¢étre coupé suivant un angle droit par des
plans réels.

SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE
AU CONCOURS GENERAL DE 1886;

Par M. E. MARCHAND,

Professeur de Mathématiques spéciales an Lycée de Caen.

1 Etant donnés une surface du second ordre S et
deux points A. B. on méne par le point B une sécante
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qui rencontre la surface S aux points C, C' et le plan
polaire du point A au point D,

Soient M et M’ les points oii la droite AD rencontre
les plans qui touchent la surface S aux points C et C.

La sécante BD tournant autour du point B, on de-
mande le liew décrit par les points M et M.

2° Ce lieu se compose de deux surfaces du second
ordre, dont l'une est indépendante de la position oc-
cupée par le point B dans Uespace, et dont l'autre T
dépend de la position de ce point.

Chercher ce que devient la surface = quand, dans la
construction qui donne les points de cette surface, on
fait jouer au point A le réle du point B, et inversement.

3° Le point A restant fixe, déterminer les positions
occupées par le point B quand la surface T n’a pas un
centre unique & distance finie.

Remarques préliminaires. — Etant donnés deux
points A(, 3, v, 8), B(&, 7, ¢, §), on sait que, pour tout
point M, (x,,7, z,, ) de la droite AB, on a

ry= k' — pk, ¥Y1= AB — pr,
3= Ay —pZ, 1y = e — ph.
51 M, coincide avec un des points de rencontre de la

droite AB avee une surface du second ordre S dont
I’équation est

(S) S(x,y,5,1)=o,
3 bl ’ ’ .
et qu’on pose, pour abréger 'éeriture,

l2x] =} (@ fo--y f8+ sfy -+ tf3)
=3 (afe + Bfy = vfe +0f0),

le plan tangent en M, a la surface S sera défini par

|rix] =o. [y ] = o.
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ou encore par
Max|—unltx]=o, 22[az] —2hpufag] + p2[EE] = o.
Eliminant ). et i entre ces deux derniéres équations, on
obtiendra ’équation du systéme des deux plans tan-
gents menés a S par les points P, Q ou cette quadrique
est rencontrée par A3,
[22][x]P—2[x] [Ex][2x] + [EE][22]2= o.

1. Je désigne par les lettres suivantes les coordonnées
des diflérents points qui ont i intervenir dans la solu-
tion

’\(.17(37!(’6)’ B(' fu-ye)v D(miy,}’ia;lifl)) M(Z',)’yi,l)-

L’équation des plans tangents menés 4 S par les
points C et €’ ou elle est rencontrée par BD est

() [xyx ][Ex =[x k] [Ex][zi2] + [E] [z 7 ]2= 0.
Le point D étant dans le plan polaire de A, on a
(2) |2y ] =o.

Enfin, les trois points A, D, M éiant en ligne droite,

‘ Ty = ha — pa,
Vri=dy —ul
, I =Xhz — uy,
Vo= )\f — {J.‘S.

(%)

Remplacant, dans (1) et (2), les coordonndées xy, Yis
2y, £y de D par leurs expressions (3) et éliminant en-
suite les parametres 7. w, on aura P'équation du licu
géométrique cherché.

On obtient, a simple vue,

" [2ry] =2z | — wlax] = o,
(» bis) |z ) = )lIT]—'J.‘(lTJ:(),

L] =l —ul 2] =o.
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Tenant compte de ces premiéres identités,

(o] = N2[aw] — ) plaz] + 2 2]
= )‘P‘[‘Tx]— plaz]i— y.i)\[a.r] — p.[au]; = Mz z].

I’équation (1) devient

(bis) [zl L[tz — 2tz ][te] + [El[ziz]] = o.

2. Le licu se compose donc de deux surfaces.

La premiére [ x, x] = o est indépendante de la posi-
tion du point B dans I'espace. Remplagant x, par sa
valeur (3) en fonction de A, p ct tirant de (2 bis) les va-
leurs proportionnelles de ), u, il vient

[zi2] =[2a][zx] —[axr]P=o0.

C’est le cone circonscrit a S de sommet A.
Pour la seconde surface 2, on a d’abord
. [ z1z] —2[ iz ][Ex] + M[Ez]2= o,
puis

[E][@12] —2h [tz ]2+ 2p[8a][tx] + A[Ex]2 = 0.
Finalement on trouve
) [55]‘,[11][9”] - [’“’H — [2d][Ez]2 4+ 2[af][Zz][22] = o.

On voit immédiatement que le cone circonscrit & S de
sommet A est coupé par X suivant deux courbes planes
situées dans les plans

te]l[aa][t2] — 2[4 ][22]] = 0.

Le premier plan [Ex] =o est le plan polaire de B; l¢

second passe par Iintersection du plan polaire de A et

du plan polaire de B, c’est-a-dire par la droite P'Q’ po-

laire conjuguée de la droite AB par rapport a S. Pour

définir ce plan avec plus de précision, je vais montrer

qu’il appartient & un faisceau harmonique dans lequel
Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. VII (Janvicr 1888). 2
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on connait d’avance trois plans. En effet, sil’on introduit
le plan P'{} A qui a pour équation

[22]| 5z} —[#£][22] = o,
on a quatre plans passant par PQ

[fz]=o, [Ex] —2K[2z] = o,

[xe]=o, [tz] — K[z22] = o, K=:

ct donnant comme rapport anharmonique

z—o0  K—o .
z—aoK K—aK :

On peut écrire ainsi I’équation de =
(4)  [ea][3El 2] = [E)[22]2 — 2 [2E][2x] [E2] + [22][E2]2.

SiPon fait jouer au point A le réle du point B, et inver-
sement, I'équation de ¥ ne change pas.

Ce résultat remarquable permet d’affirmer, sans nou-
veau calcul, que le cone de sommet B circonscerit 4 S est
coupé par I suivant deux courbes planes dont 'une est
dans le plan polaire de A, I'autre dans un plan facile a
définie par les propriéiés des faisccaux harmoniques.
La surface ¥ est définie surabondamment, au point de
vue géométrique, parces quatre sections planes qui pas-
sent par une méme droite P’ (.

Reprenant Péquation de T sous la forme (4), je vois
que le premier membre égalé a zéro donne la surface S;
le sccond membre égalé 4 zéro représente le systéme des
deux plans tangents menés i la surface S par les points
P et Q ou elle est rencontrée par AB.

Donc T passe par le quadrilatére gauche déterminé
par les quatre génératrices de S qui passent en P et Q.
Les diagonales PQ, P'Q’ du quadrilatére gauche sont
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évidemment deux droites polaires conjuguées par rapport
aSeta = Sidonc on divise harmoniquement le seg-
ment PQ d’une part, le segment P'Q) d’autre part, on
aura quatre points qui scront les quatre sommets d’'un
tétraédre conjugué par rapport aux deux surfaces : par
suite, S ¢t T admettent une infinité de tétracdres con-
jugués communs. On sait que, en ne considérant, bien
entendu, que le cas des points A et B réels, une qua-
drique non réglée (ellipsoide, hyperboloide a deux
nappes, paraboloide elliptique) est telle que de deux
droites conjuguées I'une rencontre en deux points réels,
I’autre en deux points imaginaires; pour une quadrique
réglée ou complétement imaginaire (ellipsoide imagi-
naire, hyperboloide a une nappe, paraboloide hyperbo-
lique), les quatre points de rencontre P, Q, P/, (' sont
tous réels ou tous imaginaires. H en résulte que les
surfaces S et T sont simultanément réglées ou nonréglées ;
en particulier, si T devient un paraboloide, ce parabo-
loide scra hyperbolique ou elliptique suivant que S sera
réglée ou non.

Mais il reste a résoudre cette question. Toutes les
surfaces T ont, avee S, un quadrilatére gauche commun;
ne peut-on pas affirmer que, réciproquement, toute qua-
drique ayant un quadrilatére gauche commun avec S
soit susceptible du mode de génération des surfaces TP
Afin de traiter plus facilement cette question, je pren-
drai comme tétraédre de référence un tétraédre conju-
gué par rapport a4 S et ayant deux de ses sommets sur
AB, ce qui suppose naturellement que S soit une surface
sans point double, et que AB ne soit pas tangente 4 S :

(8) azr?+byr+ cz2+ dit?= o,

1:@:0' £=7)=().

On obtient, par des réductions faciles, cette nouvelle
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équation de =
(5) [22][:](az?+ by?) + [ak]2(c22+di?) = o,
[aa] = cy2+di2,  [E]=c?+d02,  [2f]=cy{+ddb.
Ce résullat nouveau est de la forme

(5) T+ AT =o, l:ﬁlﬁ—-y
[ax][EE]
T = o représentant le systéme des deux plans tangents
menés & S par AB; T'=o, le systéme des deux plans
tangents menés a S aux points de rencontre avec AB. Si
doncon démontre que le paramétre ) peut prendre toutes
les valeurs imaginables, I’équation (5) de E représentera
bien un faisccau de quadriques passant par quatre gé-
nératrices de S qui ne sont d’ailleurs assujetties qu’a la
condition de former un quadrilatére gauche.

Or on sait (Lecons sur la Géométrie; par A. CrEsscH,
t. I, p. 95) que, si la droite AB rencontre en P et Q la
surface S et qu'on désigne par p le rapport anharmo-
nique formé par les points A, B avec les points P, Q,
on a

(p4+12laa][ 5] — 4[at]2p = 0.
Méme en laissant A fixe, on pourrait disposer de B

de maniére que p et, par suite, A= (P—zﬁ aient une
valeur choisie d’avance. Mais il est bien remarquable
qu’on retrouve la méme surface X toutes les fois que les
points A et B, restant sur une droite fixe PQ, se dépla-
cent de maniére a donner constamment le méme rapport
anharmonique avec les points P et Q d’intersection de
la droite fixe avec S.

En résumé, toute surface du second ordre ayant un
quadrilatére gauche commun avec S est susceptible, et
cela d’une infinité de maniéres, du mode de génération
indiqué par I’énoncé du probléme. Les points A et B
doivent étre pris sur une des diagonales du quadrilatére
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gauche de maniére 4 former avec les deux sommets si-
tués sur cette diagonale un certain rapport anharmo-
nique.

3. Sila surface £ n’a pas un centre unique a distance
finie, elle est 1angente au plan de U'infini. Pour résoudre
le probléme proposé, je vais d’abord former I'équation
tangentielle de X, puis j’exprimerai que le plan de I'in-
fini vérifie cette équation tangentielle.

L’équation de T peut s'écrire
(4) E=llax]+ m[aw+2nlaz][iz]+ h[ix]2= o,

(5) l=[aa][t)], m=—[8], nrn=[a], h~h=—[aa].

Par conséquent,

] 9 ,
5 Ella—‘g 4+ m[az]i fa

+ nflaz]ifE+ [Ee]d/a] + hlEx] LA

Posant, pour abréger,

ma+nt=wz;, mB+nn=y;, my-+n{=3z, md+nd=4t,
na+ht=wy, nB+hn=y, ny+h{=2;, nd+hl=t,,

il vient
1 02

d r ’
L8 10¥ ) - 1A )

Désignant par u, v, w, p les coordonnées d'un plan
tangent a z, on sait qu’on aura les équations

{(Az+B'y+DBs5+Gt)+1frlaz]+1f [Ez]+du =o,
U(B'z+Ay+Bs+Ct)+1f [ax]+ L f),[fz]+ 2o =0,
{(B'z+By+As+C"t)+ 1L f [az]+ L f) [Ex]+dw =0,
{C o+ Cy+Cs+Dt)+1f [ax]+Lf. ltx]+dp =o,
Yoz i fiy + i fis+afit—az] =o,
e bfay w3 fis+ 5 fit—Lie] =o,
UT Py +~wWI+pl=o0.
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1. r .
Considérant x, y, z, ¢, [2x], [Ex] et ) comme des in-
connues distinctes, on a scpt éguations linéaires homo-

génes a sept inconnues, d’ou l’équalion tangenticlle

(7)

A
B
(B’
[C

i
LA

u

I
A
/B

i
2 /B
2/

4

B
B

A"
0
L
L

w

Posant, pour abréger,

IC 3fe, 3fe u
1C 3y afys @
wr i L ow
ID 3fn, %fi. p|=O
fs —t o o
i o —1 o
p o o o

P=uzx +vy +wsz + pt,
Pi=uri+ oy + wz + ply,
Po=uxy+ vy,+ wizy+ pty,

on obtient d’abord, en tenant compte de (3) et de (6),

A
B/I
B’

o
3.z

5t

u

B
It
B
o
2B
3/

v

Supprimant le

Po=ua+ o3+ wy+ps,

B
B
A"
c

Ly

2 [

w

C

o o 12

(o4 0 o v

(04 0 0 W

D 0 0 P l=o0
Y =[] 0 0

i o —I=P

P — P, — Py o

facteur / ct posant

on obtient facilement

A
Bu
B
G

o

B”
A’

B
B

A
NG

C
C/

Pr=ul+¢n+wl+po,

o o u

o o 4

o 0 w

o o P =0
P .

o —lepR — P
— P — P, 0
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Les colonnes 5 et 6 contenant beaucoup de zéros, il est
naturel de développer suivant les éléments de ces deux
colonnes, par la régle de Laplace. On trouve tres facile-
ment que, si 'on désigne par H le hessien de la sur-
face S, et par @ (u, v, w, p) le déterminant qui, égalé a
zéro, donne l'éguation tangenticlle de S, on obtient,
aprés suppression de [2£]2, Pexpression

(8) [26)2 ¢ (u, 0, w, p) + H(P; Py—+ PaPr) = 0.
Mais, d’apreés (6),

Pi=— [P+ [af]Py,  Py=[2f]Py— [ax]Ps
et I'équation tangentielle de T devient définitivement

(o [2£]2 o(u, v, w, p) »
v +H)— [E]P4+ 2[ | PaPr— [22]PE| = 0.

Pour déterminer, le point A restant fixe, les positions
occupées par le point B quand la surface T reste tangente
a un plan fixe, il suffit de considérer, dans (9g), u, ¢, w,
p comme des constantes, ct A’y faive £ = 2. Il vient

HPi[zx]= o(v, w, p)[ax]?

(9 bix) + 2 1P, (22| Py — H[az]D2.

Le premier membre égalé 4 zéro donne la surface primi-
tive S; le second membre égalé i zéro donne le systéme
des deux plans tangents menés a S par les points ou
cette surface est rencontrée par la droite qui joint le
point A au pole K du plan fixe u, v, w, p. En cllet, dé-
signant par z', y', z/, ' les coordonnées de¢ K, on sait
que
w=gfe, v=4fy, w=1ifs, p=ife

Remplagant u, ¢, &, p pav ces valeurs ct s’appuyant sur



(24)

I'identité bien connue

A BB CLp

. . .

(10) o(u,v,w,p) = o =z— H[2'2'],

. .

on obtient, en place de (9 bis), I'équation toute simple

(1) — 22’ [zx] = ['%|[azP—2[a2|[22][2'2] + [aa] [2'z].
[’analogic avec (4) est frappante. Comme plus haut,

si I'on prend

(S) art+byt+czt+ di*=o,

a=B=o, r=y'=o,
on obtient, sans avoir & recommencer les calculs,
(12) [az']2(az?+ by?)+ [aa][2' 2"](c32+ di2) = o.

Alors il est inutile de reprendre ce qui a été dit a propos
de Péquation (5) pour déduire de (12) les conclusions
suivantes :

Toute quadrique ayant avec S un quadrilatére gauche
commun peut ¢étre obtenue comme licu des points B, tels
que, A restant fixe, la surface X reste tangente a un cer-
tain plan donné. Il faut que le pole K du plan donné et
le point A soicent situés sur une des diagonales du qua-
drilatére gauche et forment avec les sommets correspon-
dauts un rapport anharmonique déterminé.

Revenant & énoncé, on peut dire que la surface lieu
des points B, tels que, A restant fixe, T n’ait pas un
centre unique a distance finie, peut coincider suceessi-
vement avec toutes les quadriques qui ont en commun
avec S un quadrilatére gauche dont unc diagonale passe
par le centre de la surface S.

t. Chaque surface ayant avee S un quadrilatére gauche
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commun, dont PQ, P'(¥ sont les diagonales, peut étre
obtenue de quatre maniéres différentes ; on peut prendre
AetBou A et K sur PQ; on peut prendre A et Bou A
et K sur P’Q)’. Si, dans chaque cas, les quatre points
situés sur la diagonale donnent naissance au méme rap-
port anharmonique, quelle relation existe-t-il entre les
quatre surfaces particuliéres obtenues?

Pour résoudre cette question, je m’appuierai sur la
forme trés simple que prend I'équation X' de la polaire
réciproque de X par rapport a S. On sait qu’il suffira de
poser, dans I’équation tangentielle de X,

(18) w=3ifs, v=ify, w=ifsy p=if.

Or, tenant compte de I'identité (10), on voit que (g)
devient, par la substitution (13),

(14) — [ P[2z] =[E][az]P—2[][az][fz] + [2x][{2]™
C’est I'équation (11), oit &' a é1é remplacé par &.

Si donc on prend A et B d’une part, A et K d’autre
part, sur la méme diagonale et que le rapport anharmo-
nique soit égal de part et d’autre, on obtient deux sur-
faces polaires réciproques par rapport a S.

S’appuyant sur les formes réduites (5) et (12), on
voit facilement que, si I'on prend deux points A et B sur
PQ, deux points A’ et B’ sur P’QQ’ et que les rapports an-
harmoniques soient les mémes, on a encore deux sur-
faces polaires réciproques.

On aura, au contraire, la méme surface si 'on prend
deux points A et B sur 'une des diagonales, deux
points A et K sur 'autre, les rapports anharmoniques
¢tant égaux de part ct d'aulre.



SUR UNE GENERALISATION DE LA FORMULE
DES ACCROISSEMENTS FINIS;

Par M. T.-J. STIELTIJES.

1. M. H. A. Schwarz a donné, dans les Annali di
Matematica de Brioschi (série I, t. X), le théoréme
suivant :

Soient f,(1), fo(t), ..., fu(t) des fonctions réelles
d’une méme variable réelle t. On suppose que ces
Sonctions, de méme que leurs dérivées jusqu’a Uordre
n — 1 inclusivement, sont finies et continues.

Dans ces conditions, si t,)ty, ..., t, sont n valeurs
différentes appartenant & Uintervalle a, . . ., b, le quo-
tient

Ji(t)  fulty) oo falu) [ PR + S

Ji(t) falte) .. falte) | |1 & 13 eyt

Si1(ta) fo(tn) ... Su(tn) Uty R ... i1
‘est pas plus grand M !
nest pas plus grand que o —r—y et pas plus pe-

m

tit que TR L= M désignant la plus grande,

m la plus petite des valeurs du déterminant
Ji(t) Ja(t) e Jn()
Ji(e") Ja () e Su(E)
f;r;—'n( ¢ f(;n.—.i)(t(n)) f(r;n.-.u(tm))
sous les conditions

astsb, Ui b. UMb . fnevsOn s b,
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Comme le remarque M. Schwarz, ce théoréme permet
d’établir, d’'une maniére rigoureuse, certaines proposi-
tions fondamentales dans la théorie des courbes planes
ou gauches. Soit, par exemple, M un point d’une courbe
gauche, et prenons sur cette courbe trois points infini-
ment voisins de M. Le plan osculateur en M est la posi-
tion limite du plan qui passe par les trois derniers
points. A l'aide du théoréme de M. Schwarz, on recon-
nait aussi clairement les conditions dans lesquelles cette
proposition est exacte.

2. La démonstration que M. Schwarz a donnée de
son théoréme est extrémement simple. La circonstance
quelle exige des in'tégratinns nous a conduit & chercher
si 'on ne pourrait pas arriver au but d’une maniére
plus élémentaire.

Nous avons reconnu alors que le quotient considéré
est égal a

Ji(th) Ja (1) e Ja(T)

1 S1(t") Sa (") ceo fR(2")
213l (n—0" ...
f({z—i)(t(/z)) f(‘;l-n(t(u)) f‘,{’“”(l("))
ou

U= ty,

"= (i, &),

1= (ty, &r, t3),

1) = (84, tyy o ooy tn),

(ty, t2y <+, t;) désignant un nombre compris entre le
plus petit et le plus grand des nombres ¢, ¢, . . ., #.

3. La démonstration de ce théoréme s’appuie princi-
palement surle lemme suivant.
Si une fonction f{(¢) s’annule pour n valeurs diflé-
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rentes de la variable
f(tl)=0a f(t2)=07 ey f(tn)=0y

alors on a

f(n—i)(s) =o,

§=(t,tsy ..., tn)

ou

Il faut supposer que la fonction f(¢) admet des
dérivées f'(t), f"(t), ..., f772(t) qui sont finies et
continues ¢t que f”~2(t) admet encore une dérivée
finie f"~1(t), mais on n’a pas a supposer que f"*(t)
soit continue.

En ellct, soit, par exemple, n = 3 et

<< ts.
Ayant
J(t) =o, S(ty)=o, S(ts) =o,
on en conclut d’abord
S(t)=0, [f'(t")=0o,

t’ étant compris entre ¢, et ¢, (en excluant les limites),
et t” entre ¢, et t;. Ayant donc

vy,

on voit ensuite que la fonction f”(¢) doit s’annuler pour
une valeur de la variable comprise entre ¢’ et ¢”, valeur
qui scra comprise aussi entre ¢, et Z;.

4. En s’appuyant sur ce lemme, la démonstration du
théoréme énoncé est trés facile. Nous supposerons
n =4, et posons

flr) g@) h(z) k(z) 1 x a2 23

(1 S) 8) Ry) k)| |1 ¥y y ¥ —A
S(z) &) R(z) k(z)| |1 5 &2 s
S &) k) k|l e s
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Considérons la fonction

fl2) g@) h(z) k(z)

S g(w) h(w) k(w)
£ &0 R k)

1 £ 22 a3
Flay=| 0 800 R k) 1yt
f(z) g(3) h(z) k(z) 1 z 3z 33
Sy g(u) h(u) k(u) 1w ur ul
Il est clair qu’on a identiquement
F(z)=o, F(y)=o, F(z) =o,
ct encore, a cause de la valeur A,
F(t)=o.
On en conclut
F"(§) = o,
on
§=(1‘y.}’:5y1),
ce qui revient a
flz) g(z) hk(z) k() [z
(2) S sy M) k)| Sl s lazo
f2) sz Rz k(s | RSO
(@) &%) AL K'(Y)
Soit maintenant
flz) g(z) h(zx) k(x) { z o
Gy |70 £ A k) _I_M‘! AN

Il est donc clair qu’on a

G(z)=o, G(r)=o, §(z) = o;
donc
‘ G"(n)=o,
ou .
n= (‘Tv.)’, z)'
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On a, par conséquent,

Slx)  g(z) I(x) k(z)

J») gy k() /ffy) _].2'1.2.311 Z|A=o
Sy g () () K () 1y
JUE) &) L) k(G
Considérons enfin la fonction
S(z) g(x) h(z) k(z)
5(71): f’(/u) gfu) hl(lu) k”(u) —1.2.1.2.3 te A,
Sy g'(a) R'(n) K'(%) u
/(%) &) BT k()
1l est clair qu’on a
Hx)y=o, H(y)=o;
donc
5'(§)=o,
ou
52(2‘,)’)

Or cela revient a

| Sy g() h(x) k()
N DA R G R

ff(n) & (n)y R'(n) K(x)
DRI IRt

ce qui est Uexpression du théoréme annoncé.
On remarquera que cette démonstration suppose
sculement que les dérivées secondes

SO, (@), R, K()
admettent des dérivées
[, &), RU(t), K7(8);

mais il n’est pas nécessaire de supposer que ces der-
ni¢res fonctions soient continues.
Mais, si I'on ajoute cette derniére condition [ la conti-
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nuité de f” (1), g”(t), K" (1), K¥"(t)], on conclut direc-
tement que, si x, ¥, z, t tendent vers une méme limite a,
on a
Sla) g(a) h(a) k(a)
lim A — 1 [ f(a)y g(a) K(a) Kk(a)
1.1.2.1.2.3 | f'(a) g'(a) hk'(a) K'(a)

Jr(@) &) (@) K'(a)

SUR UN THEOREME DE CHASLES:
Par M. H. FAURE.

1. TutoniMe. — Ltant donndées trois conwques A, A/,
A’ circonscrites & un quadrilatére et une conique U, si
l’on décrit une conique B passant par les intersections
deUetde A, les points d’intersection de B et A’ et ceux
de U et A" sont sur une méme conique.

Soit, en efiet,
A=2XA"+ A"

Véquation de la conique A et
B=A—+vU

celle de B. Il existe une conique passant par les inter-
sections de B et A’ qui a pour équation

B — )\A' = 0,
c’est-a-dire

A+ vU—AA =AA +pA"+vU — XA = pA"+vU =o,

ce qui démontre le théoréme. Remarquons, du reste,
que notre énoncé rentre dans celui de Chasles (Sections
coniques, p. 276, n° 40%). Nous avons, en effet, ici
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quatre coniques A’, A”, B, U, telles que Ies points d’in-
tersection de A’ et A” et ceux de B et U sont sur A il
cn scra, par suite, de méme des points d'intersection de
ces coniques combinées deux a deux d’une autre ma-
niére, par exemple Bet A’et U et A”.

Ce simple changement dans I'énoncé de Chasles
donne licu, cependant, a un grand nombre de consé-
quences qui ne s trouvent pas dans le Traité des sec-
tions coniques.

2. Cas particuliers. — Prenant pour U une conique
ayant un double contact avec A, on voit que :

Quand trois coniques A, A’, A" sont circonscrites a
un quadrilatére, si une conique U tangente a A aux
points «, B rencontre la seconde A’ aux points a, b,
¢, d, il existe une conique passant par ces quatre points
et bitangente & la troisiéme A" aux points ol cette troi-
siéme conique est coupée par la droite op.

Si P'on prend pour la conique U les deux tangentes &
la conique A mecnées aux points a, 3, on obtient un
théoréme donné par M. Weill (Nouvelles Annales,
p. 20; janvier 1884), et dont ce géométre déduit d’in-
téressantes applications.

On peut prendre pour A, A, A” des sysiemes de
droites; donc :

Etant donnés un quadrilatére et une conigue U,
si Uon décrit une conique B passant par les intersec-
tions de U avec deux cotés opposés du quadrilatére, les
quatre points d’intersection de B avec les deux autres
cotes opposcs et les quatre points d’intersection de U
avec les diagonales du quadrilatére sont huit points
d’une méme conique.
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Prenant pour A et A’ les cotés opposés d’'un quadri-
latére inscrit & A”, et pour U une droite double tan-
gente a A”, on est conduit 4 cet énoncé :

Une conique A" étant circonscrite & un quadrilatére,
si en un point a de cette conique on lui méne une tan-
gente et que l'on trace une conique B touchant deux
cotés opposés du quadrilatére aux points ol ces cotés
sont coupés par la tangente, cette coni(]ue rencontrera
les deux autres cotés opposés du quadrilatére en quatre
points qui, avec le point de contact a, seront sur une
conique ayant avec A" un contact du troisiéme ordre.

Prenons pour A" et A” deux cercles concentriques, ct
our A la droite de I'infini, il s’ensuit que :
) 1

Ltant données une hyperbole et ses asymptotes, si
Uon decrit un cercle rencontrant Uhyperbole aux
points a, b, ¢, d, et un second cercle concentrigue au
premier rencontrant les asymptotes aux points a', b',
¢, d', ces huit points sont sur un conique.

3. On sait que le cercle orthoptique d’une conique
(c’est-a-dire le cercle lieu des sommets des angles droits
circonscrits) passe par les points d’intersection de la
conique avec ses directrices.

De 14 nous déduisons ces théorémes :

Etant donnés une conique A et un cercle U, si par
les points d’intersection de ces deux courbes on trace
une conique B, les points ol celte conique B rencontre
les directrices sont sur un cercle qui passe par les inter-
sections du cercle U avec le cercle orthoptique de A.

Si l'on méne a une conique une tangente en un de
ses points m rencontrant les directrices aux points a
et b, le cercle qui passe par ces points a et b et qui a

Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. VII. (Janvier 1888.) 3
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son centre sur la perpendiculaire menée aux direc-
trices par le point m, rencontre le cercle orthoptique de
la conique aux mémes poinis que le cercle de courbure
en m.

Etant données deux coniques A et U, st sur U on
prend les quatre points a, b, ¢, d, d’oit I’on voit A sous
un angle droit : 1° les points d’intersection de A et U,
et les points d’intersection des deux cordes ab, cd avec
les directrices sont huit points d’une méme conique;
2° les points d’intersection de ces mémes cordes avec A
et les points d’intersection de U avec les directrices
sont huit points d’une méme conique.

Si d’un point m on méne & une conique A deux tan-
gentes rectangulaires, par les points d’intersection de
ces tangentes avec les directrices de A, on peut mener
une conique ayant un double contact avec le cercle
orthoptiqgue de A; la corde de contact est la polaire
du point m par rapport i A.

4. TutOREME CORRELATIF. — /stant données trois co-
nigues A, A, A" inscrites @ un quadrilatére et une
conique U, st l'on décrit une conique B inscrite au qua-
drilatére circonserit a U et A, les tangentes communes
a B et A et celles communes a U et A" touchent une
méme conique.

Pour simplifier les énoncés des théorémes que nous
déduirons de celui-ci, nous dirons que les sommets du
quadrilatére circonserit a la conique A et a une conique
fixe sont les foyers de la conique A. De méme, toutes
les coniques inscrites & un méme quadrilatére circon-
scrit & la conique fixe seront dites Zomofocales.

En supposant que la conique fixe se réduise aux
ombilics du plan, on revient aux définitions usuelles.

Supposons donc que, dans le théoréme énoncé ci-
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dessus, nous considérions A” comme la conique fixe,
nous pourrons dire :

3. Etant données deux coniques homofocales A, A’
et une conique U, si 'on décrit une conique B inscrite
au quadrilatére circonscrit & U et A, les tangentes
communes a B et A’ toucheront une conique homofo-
cale a U.

Ou bien :

Trois coniques A, B, U étant inscrites & un quadri-
latére Q, st l’on décritune conique A’ homofocale a A,
on pourra, aw quadrilatére P circonscrit a B et A’y
inscrire une conique homofocale a U.

6. Puisque 'on peut inscrire 4 P une conique homo-
focale a U et que U est une conique quelconque inscrite
au quadrilatere Q, on doit en conclure que le lieu des
foyers des coniques inscrites a P est le méme que le lien
des foyers des coniques inscrites a Q. D’autre part, la
conique A’ peut aussi ¢tre prise arbitrairement pourvu
qu’elle reste homofocale a A. Il en résulte que : le lieu
des foyers des conigues inscrites dans le quadrilatére
circonscrit @ deux coniques A et U ne change pas si
I’on remplace ces deux coniques par deux autres res-
pectivement homofocales.

On sait aussi que le lieu des foyers (dans le sens que
nous leur donnous ici) des coniques inscrites 4 un qua-
drilatére est une cubique qui passe par les sommets du
quadrilatére, et I'on peut ajouter par les six points de
contact des coniques du systéme avec la conique fixe.

Par conséquent : Si l"on considére deux systémes de
coniques respectivement homofocales, les points d’in-
tersection des tangentes communes G une conique quel-
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conque du premier systéme et a une conique quelconque
du second restent sur une cubique qui coincide avec le
lieu des foyers des coniques inscrites au quadrilatére
déterminé par les quatre tangentes communes a deux

quelcongues des coniques.

On peut dire encore : Si l'on considére deux sys-
témes de coniques respectivement homofocales, les
points de contact des coniques du premier systéme avec
celles du second sont sur la cubique précédente.

Si, dans le théoréme général (4), on prend pour U
un point, on obtient les théorémes VIII et IX donnés
par M. Weill, dans article cité plus haut, et, par suite,
les théorémes X et XI.

Les applications de ce théoréme sont fort nombreuses ;
pour terminer nous en citerons encore quelques-unes.

7. Deux coniques A, A’ étant homofocales, si par un
point m de A on méne deux tangentes a A', il existe
une conique ayant pour foyer le point de contact, qui
passe en m et qui, en ce point, a un contact du troi-

sieme ordre avec A.

8. Des coniques U, Uy, U,, ... touchant aux points a
et b les droites ma, mb, par le point m passent des co-
niques A, Ay, A,, ... respectivement homofocales aux
premiéres. Ces coniques forment deux séries. Celles
d’une méme série ont l'une avec l'autre un contact du
troisiéme ordre.

De la résulte que : le lieu des foyers des coniques qui
ont avec une conique donnée A un contact du troisiéme
ordre en un point donné m de cette conique est le méme
que celui des points de contact des tangentes menées
du point m a un systeme de coniques homofocales a la

conique A.
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9. Etant donné un systeme A de coniques homofo-
cales, on sait que le lien des points de contact des tan-
gentes menées d’un point m a toules les coniques du
systéme est une cubique C; or, si 'on désigne par a et
b les points de contact sur 'une des coniques et que
'on décrive toutes les coniques U qui ont pour foyers
les deux points a et b, le lieu des points de contact des
tangentes menées du point m aux coniques U sera la
méme cubique C. 1ly a donc une infinité de maniéres
de décrire cette cubique, a I'aide d’'un méme mode de

génération.

Remarque. — La solution de la question 1567 résulte
du n° 6 en donnant au mot foyer son sens ordinaire. La
premiére Partic avait déja été indiquée par Steiner sous
unc autre forme. En 1854, les Nouvelles Annales
avaient proposé cette question (n° 272) : Les foyers de
trois coniques inscrites au méme quadrilatére étant
désignés par a, ;5 b, B; ¢, v, on a la relation

Il suffisait de prouver que c et y étaient les foyers d’une
conique inscrite au quadrilatére abaf. Jai donué en
1855 une solution analytique de cette question (p. 97).
C’est en cherchant une solution géométrique du pro-
bléme que j’étais arrivé depuis longtemps aux résul-
tats (6). Le théoréme du n° 7 figure dans notre recueil
de théorémes relatifs aux sections coniques, publié en

1867.



THEOREME DE MINDING;
Par M. A. ASTOR,

Professcur & la Faculté des Sciences de Grenoble.

Nous nous proposons de donner une démonstration
simple du théoréme suivant, di a Minding :

Si un corps solide est sollicite, en ses divers points,
pardes forces indépendantes de l'orientation du corps,
on peut l'amener dans unc infinité de positions telles
que le systeme de ces Jorces ait une résultante unique.
Cette résultante rencontre toujours une ellipse et unc
hyperbole fixes dans le corps.

Nous démontrerons d’abord le lemme suivant :

Le systéeme des forces considérées peut étre remplacé
par une force R égale & leur résultante de translation et
appliquée en un point déterminé du solide et par deux
couples (ad', P, P'), (60, Q, Q') dont les bras aa’, b8’
sont deux droites rectangulaires et invariables du solide,
les forces P et Q qui les constituent étant indépen-
dantes de orientation du solide et formant avec R un
syst¢me de trois droites rectangulaires.

Considérons en eflet le solide dans une de ses posi-
tions, rapportons-le a trois axes rectangulaires Ox, Oy,
O z dont I'un Oz soit paralléle a larésultante de transla-
tion. Soient &, y, z les coordonnées d’un point et X, Y, Z
les composantes de la force qui lui est appliquée. Me-
nons, dans le plan xy, deux axes rectangulaires Ox',
0y’ ; décomposons les forces suivant les axes O/, Oy,
O z et soient X/, Y', Z/ les composantes de la force consi-
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dérée. Si w est I'angle 2’Ox, nous aurons, par des for-
mules connues,
‘ | X'= Xcosw + Ysinw,
() ) Y =—Xsinw + Y cosw.
Cela posé, les forces Z ont une résultante R égale a la
résultante de translation et appliquée en un point C qui
ne dépend, ni de I'orientation du solide, ni de la posi-
tion des axes Ox’, Oy’; les forces X’ et Y’ donnent deux
couples dont les bras ad’, &' sont, pour une valeur
donnée de w, des droites fixes dans le solide, les forces
quiles constituent étant, comme ces bras, indépendantes
de I’orientation du corps. Cherchons si I'on peut choisir
w de facon que aa’, bb' soient proportionnels a

IX'z, =Xy, =EX's
pour ad', et

Yz, XYy, EY'z
pour b’

Ces droites seront donc rectangulaires si I'on a
(2) EXz2Y 2+ EX'yEY' y +2X'53Y'5 =o.

Posons
Xz =/, =Xy =m, 2Xsz=n,
2Yx =1, EYy =m/, XYz = n’

la condition (2) s’écrit

(3) s(coszw—sinzm)(ll’+mm’+nn’)
7 +sinwcosw(l+4 m2+ n'2— [2—m2— n?)=o.

Cette équation (3), analogue a celle qui donne les di-
rections des axes d’une conique, détermine en général
un systéme rectangulaire 2’y et un seuyl. C’est ce qui a



( 4o)
lieu si les quantités

U~ mm' -+ nn' 24 m2a-n2— 02— m'2—n"2
b

ne sont pas nulles en méme temps, et ¢’est ce que nous
supposerons pour le moment.

ad ct bb' étant ainsi déterminés, en appelant P la
force du couple aa’ qui est appliquée en a, Q celle du
couple b0 qui est appliquée en b, nous pouvons sup-
poser que les trois directions P, Q, R forment un triédre
trirectangle satisfaisant aux conventions ordinaires.
Transportons les couples parallélement 4 eux-mémes, de
facon que o' et &' viennent en C, point d’application
de R; nous aurons un triangle rectangle ACB invariable
dans le solide et qui le détermine complétement, et
toutes les forces du systéme pourront étre remplacées
par R appliquée en C et les deux couples (CA, P)
(CB, Q).

Au licu de donner au corps des orientations diverses,
nous pouvons supposer qu’il demeure fixe et que les
forces tournent convenablement autour de leurs points
d’application. Supposons les forces R, P, P/, Q,Q) ame-
nées dans une position telle que, P, Q, R étant demeu-
rées rectangulaires, le systéme ait une résultante
unique et cherchons la position de cette résultante dans
le corps. Pour cela, prenons pour origine C, CA et CB
pour axes des.x et des y, et pour axe des z la perpendi-
culaire au plan ACB choisie de telle sorte que le triédre
Cxyz soit superposable au triédre formé par les direc-
tionsde P, Q et R.

Soient CA = a, CB=1b;a, B,v, «, f', v/, «’, B,y les
cosinus directeurs des trois directions P, Q, R; x, y, zles
coordonnées d'un point de la résultante; X, Y, Z les
composantes d’une force égale et directement opposée a
cette résultante. Si nous écrivons que les six forces sont
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en équilibre, nous aurons les équations

X + Ra"=0,
(1) Y +R3 =o,
( Z+ Ry =o;

YL —3Y+bQy =o,

(5) zX—zZ—aPy=o,

zY —yX+aPB—56Qa =o.

La condition pour que la résultante existe est par
sulte

bQ( _rllll_alYll)__aP( Ygu_ K(:}YN)= o,

ou, en tenant compte des relations connues entre les
neuf cosinus,

(6) . 5Q8 —aPa'=o.

Cette équation (6) étant satisfaite, les équations (5)
se réduisent a deux qui sont les équations de la résul-
tante, X,Y,Z étant remplacées par leurs valeurs tirées
de (4). Soient £ et §, 1 et ' les coordonnées des points
ou la résultante rencontre respectivement les plans zx
et zy. Nous aurons, pour les déterminer, les deux sys-
temes d’équations

REC+bQy =o,
(7) RB"t —aPB+b6Qa =o0;
(8) 3 Ra'{'+aPy=o,
Ra'y'+aP8 —b6Qa' = o.

Or, si nous considérons les deux groupes d’équa-
tions
B B o=,

(9)

( /2 p'!+ Y’2= 1
i a+ 22 a"2=1,
(10)

22+ B2 -y =1,
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nous c¢n déduisons les deux suivantes :

(11) a2 2= B2 B2,
(12) B2y == a? a2,

Entre les quatre équations homogénes (6), (7) et (11)
nous pouvons éliminer 3, o',y et 8”3 de méme entre (6),
(8) et (12) nous pouvons éliminer 8, o, v et 2’; il existe
donc une relation entre § et §, de méme que entre 7’
et {, c’est-a-dire que les points de rencontre de la ré-
sultante avec les plans zx et zy décrivent deux courbes
déterminées. Les équations de ces courbes s’obtiennent
immdédiatement et sont les suivantes

IS .
b2 T a2Pr—62Q2 T Rz’
g 72 1

arP: 2P —0zQ? ~Re

Ce sont deux coniques ayant pour centre le point C,
Vaxe Cz pour axe focal; I'une est une ellipse, I'autre
unc hyperbole, les sommets de I'une sont les foyers de
P'autre ct réciproquement. C'est le théoréme de Min-
ding.

Ceci suppose que a*P*— 52(Q* n’est pas nul. Or la
réduction des forces paralleles montre immédiatement
que

a?P?=(EXz)2+(EXy)2+(Z2X3)?2,
b2Qr=(EYz ) (SYy)t+(SYa),

et comme, par hypothése,
EX2E2Yr +E2XyEYy +EXs53Yz=o,

on voit que, si 'on avait en méme temps a2P2= 52Q2,
on serait dans le cas ou I’équation (3 ) donne une infi-
nité de systémes de directions rectangulaires. Dans ce



(43)
cas, on voit que la résultante est assujettie a rencontrer
seulement une droite, 'axe Cz.

CONCOURS D’ADMISSION A L'ECOLE POLYTECHNIQUE
EN 1887 (*).

Composition de Mathématiques.

Parmi toutes les coniques inscrites dans un rectangle donné,
il y en a toujours deux qui passent par un point donné A. On
demande :

1° De démontrer que, quel que soit le point A, les deux co-
niques en question sont toutes deux soit des ellipses, soit des
hyperboles, soit des paraboles, ces courbes pouvant d’ailleurs
appartenir aux variétés évanouissantes;

2° De déterminer les régions du plan pour lesquelles Ie
point A détermine des ellipses ou des hyperboles, ou des
courbes imaginaires;

3° De trouver le lieu du point A pour lequel les deux ellipses
correspondantes ont la méme aire, ou des aires qui sont dans
un rapport donné.

Indiquer un moyen simple pour construire ce lieu.

Composition de Géométrie descriptive.

Un cube de o™, 08 de cOté, ayant deux de ses trois directions
d’arétes respectivement perpendiculaires aux deux plans de
projection, on considére comme indéfiniment prolongées :
1° P'aréte verticale de gauche de la face du fond; 2° la diago-
nale de la méme face qui part du point le plus haut de cette
aréte; 3° la diagonale paralléle a la précédente dans la face
qui se trouve en avant.

La troisiéme droite, en tournant successivement autour des
deux autres, engendrerait un hyperboloide et un cylindre que

(') Sujets donnés a quelques éléves qui n’ont pu composer que
plus tard.
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l'on suppose remplis. On suppose aussi remplie une spheére
de o™, 12 de rayon ayant son centre au point de rencontre des
deux premiéres droites. Représenter, par ses projections, le
solide commun aux trois corps.

Nota. — On placera la projection horizontale du centre de
la sphére 4 o™,13 au-dessous de la projection verticale,a o™, og
au-dessus du centre du cadre, sur la paralléle aux grands cotés
menée par ce point.

En fait de constructions, et en dehors de celles qui se rap-
portent aux points remarquables, on ne laissera subsister, dans
le tracé a Pencre, que la détermination d’un seul point de chaque
courbe et celle de la tangente en ce point.

ECOLE F0ﬂEST1EﬂE (CONCOURS DE 1887).

Mathématiques.

1. Si @ et b sont deux nombres premiers entre eux : 1° des
deux expressions 11a +2b ¢t 18a + 5b, 'une étant divisible
par 19, autre 'est également; 2° elles ne peuvent admettre
dautre facteur commun que 1g.

2. Trouver, au moyen de 'identité de la division, trois équa-
tions qui permettent de déterminer les coefficients du reste de
la division d’un polyndéme entier par le produit

(2 —a)(z—B)(z—7),

ou a, B, y sont trois quantités distinctes.

Résoudre ct discuter ces équations, et c¢n”conclure les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour que la division se fasse
exactement.

3. Une droite étant donnée par scs projections, trouver
celles de sa projection sur le plan bissecteur du second diédre
formé par les plans horizontal et vertical. Prouver qu’elles res-
tent les mémes si la ligne de terre prend différentes positions
paralléles entre elles, les données ne changeant pas d’ailleurs.
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Trigonométrie et calcul logarithmique.

4. Calculer les cotés et les diagonales d’un parallélogramme
dont on connait le périmétre 2p et 'angle aigu a des diago-
nales, supposé égal a I'angle aigu de deux cotés adjacents.

2. On donne dans un triangle une médiane
m = 2741™,633

et les angles suivant lesquels elle partage I'angle du triangle
au sommet duquel elle passe

o = 27°34'15", 61, B = 39°52'23",87;

on demande les trois cotés et les trois angles.

GONCOURS POUR LES BOURSES DE LICENCE (PARIS, 1887).

1. Dans un plan, rapporté a deux axes rectangulaires, on
considére le systéme des courbes définies par I'équation

z?+y2+ax+by +Aa+Bb+C=o,

ou A, B, C sont des constantes données, a, b des paramétres
variables. Démontrer qu’'a chaque point M du plan correspond
un point M, tel que, par les deux points M, M’, on puisse
faire passer une infinité de cercles S. On montrera comment
les coordonnées del'un s’expriment au moyen des coordonnées
de T'autre. On prouvera que la droite MM’ passe par un point
fixe I et que le produit IM.IM' est constant. Enfin, on cher-
chera & remplacer la définition analytique des cercles S par
une définition géométrique qui mette en évidence les pro-
priétés qui précédent. ‘

2. Les constantes A, B, G étant données, on propose de dé-

terminer des constantes A,, By, C;, de facon que I'expression

A N B C Ay . B, Gy

xr—a x—b z—c (w———aﬁf\;u——b)!—‘—(.r———c’)?

soit le carré d'une fraction rationnelle en «. A quelle condition
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est-ce possible? Les constantes AL B, C sont supposées diffé-
rentes.

CONCOURS D'ADMISSION A L'ECOLE CENTRALE EN 1887.
( SECONDE SESSION.)

Géométrie analytique.

On donne deux axes rectangulaires Oz, Oy, un point A sur
Oz, un point B sur Oy :

1° Ecrive I'équation générale des paraboles qui passent par
les trois points O, A, B. Montrer qu’en général il passe, par
chaque point M du plan, deux de ces paraboles. Trouver le
licu des points M pour lesquels ces deux paraboles sont con-
fondues et indiquer la région du plan qui contient les points
ot il n'en passe ancune réelle.

2° Trouver le lieu des points M tels que les axes des deux
paraboles qui ¥y passent forment entre eux un angle donné a.
Construire le lieu pour le cas olt a = go°.

3° Trouver le lieu du point de chacunc de ces paraboles
pour lequel la tangente est parallele a OA, celui du point ol
la tangente est parallele a OB, celui du point ou la tangente
est paralléle @ AB. Ces lieux sont trois coniques. Construire
ces coniques, vérifier que deux quelconques d’entre elles n’ont
pas de point commun réel a distance finie. marquer leurs cen-
tres D, K, IF et comparer le triangle DEF au triangle OAB.

4° On joint lorigine O au point F, centre de la conique lieu
du point de contact des tangentes paralléles a AB, et, a cette
droite OF, on ¢léve au point O une perpendiculaire qui ren-
contre la droite AB e¢n P. On demande le lieu du point P
lorsque, le point A restant fixe, le point B parcourt l'axe
des y.

Epure.

On donnc un tétraédre régulier ABCD dont la base ABC
repose sur le plan horizontal de projection, en avant du plan
vertical.

Le coté AB de cette base est paralléle a la ligne de terre; le
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sommet C est en avant de AB par rapport a la ligne de terre.
Le sommet D du tétraédre est situé au-dessus de la base de ce
tétraédre.

L’aréte du tétraédre a une longueur de o™,150; le coté AB
de la base est a o™, 030 de la ligne de terre.

On considére les deux cones suivants :

1° Un cdne ayant pour sommet le point A et pour base le
cercle inscrit dans le triangle BCD;

2° Un coOne ayant pour sommet le point B et pour base le
cercle inscrit dans le triangle ACD.

Cela posé, on demande de déterminer les projections de I'in-
tersection de ces deux cones.

Dans la mise & l'encre, on supposera que le tétraédre est
opaque et que 'on enléve toute la partie de ce corps intérieure
au premier coOne ct aussi toute celle intérieurc au deuxiéme
cone. On indiquera les constructions nécessaires pour déter-
miner un point quelconque de l'intersection, sa tangente et les
points remarquables de cette intersection. Ces constructions
seront succinctement expliquées dans une légende placée au
bas de la feuille de dessin.

Titre extéricur : Géométrie descriptive.

Titre intérieur : Intersection de surfaces.

Prendre la ligne de terre paralléle aux petits cotés du cadre,
a égales distances de ces deux cotés.

Trigonométrie.
On donne deux ¢dtés d’un triangle et 'angle compris
a = 2476™, 345,
b =1583",654,
C =108°53'54", 43.

|

Calculer les deux autres angles, le troisi¢cme coté et le rayon
du cercle circonscrit.
Physique.
On donne 1™ d'air humide a la pression totale o™, 564, a la
4 A é ometri 3 . ir
température 15°, a I'état hygrométrique 3. On porte cet ah
a 50°, on maintient la pression totale constante égale a o™,764,

on fournit a la masse d’air assez d’eau pour maintenir constant
3 ¥ ométri soal
a §0° I'état hygrométrique égal a 2.
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On demande :

1° Le nouveau volume de Pair;

2° Le poids d’cau qu'il aura été nécessaire de fournir.

On sait que la force élastique maximum de la vapeur d’eau
estya 15°, Fry= o™ 0127; a 50°, Fyo= 0™,092.

a = 0,00367, coefficient de dilatation de I'air;

« le poids du litre d’air sec & 0° et 760™™ = 18",293;

¢ la densité de la vapeur d’eau = 0,622.

Chimie.

I. Analyse de I'air. Décrire :

1° L'expérience de Lavoisier;

2° Le procédé de Dumas et Boussingault.

I1. Quelles sont les deux méthodes de calcul qui permettent
de connaitre le poids de 1" de gaz ammoniac, en faisant usage
de nombres choisis parmi les suivants :

) : H=9,

Equivalents ( H=1, Equi\’alems‘ Ay
en poids | Az =14. en volume ( \ HI--— 2,
zH3 = 4.

L, 3 H = o0,0692,
Densités
Az =o0,9714.
Poids du litre d'air....... 1%,293.

GONCOURS POUR L' AGREGATION DES SGIENCES MATHEMATIQUES
EN 1887 (').

Mathématiques spéciales.

L’énoncé de la p. 434 (loc. cit.) est incomplet; entre 1° et 2°,
il faul intercaler :

La conique S ¢tant une ellipse donnée et = un cercle donné,
trouver I'équation de S'.

(') Voir 3 sévie, L. VL. p. 433,



Calcul numérique.

En deux points A ct B, situés sur une méme horizontale
a 2™ 'un de l'autre, sont fixées les deux extrémités d’un fil pe-
sant, homogeéne, flexible et inextensible de 3™ de longueur.
Calculer, avec l'approximation que comportent les tables a
7 décimales, les angles que font avec I'horizontale les tan-
gentes en A et B a la courbe formée par le fil.

Epure.

On donne deux points A ct B, et 'on méne 'horizontale CD
perpendiculaire a la droite AB en son milieu C.

On prend sur cette droite un point D, tel que le triangle
DAB soit équilatéral.

Cela posé, on considére deux ecylindres de révolution dont
P'un a pour axe AD et passe par le point B, ct dont l'autre
ayant pour axe BD passe par le point A.

Représenter le solide commun a ces deux cylindres.

Dans ce qui suit, z et § désignent les projections sur la ligne
de terre des points A ¢t B.

Le point 2 est au milicu de la feuille, le point B a droite
de aa gomm,

aa = 65", 2a = 39™, Bo = g6™m, B0 = 8om™.

La droite CD prolongée du ¢oté du point D ne rencontre
pas le plan vertical.

On joindra a I'épure une légende cxplicative de la méthode
cmployée.

SUR LA GONVERGENCE DES SERIES;
Par M. Erxest CESARO,

Professeur a P'Université de Palerme.

Dans toute série convergente, le produit d’un terme
par sonrang ne peut tendre vers une limite différente
de zéro.

Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. VII (Février 1888). _';
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Ce théoréme est ordinairement démontré pour les
séries & termes positifs, et la démonstration cst fondée
sur la divergence dela série harmonique. 11 est vrai que,
si nu, tend vers ) 2o, u, finit par prendre le signe de ),
ct, par suile, on pourrait se borner a considérer les
séries a termes positits. Mais nous préférons exposer ici
une démonstration indépendante de toute séric spéciale
ct de toute hypothése sur les signes des termes. Rappe-
lons d’abord que si, pour 7z infini, @, tend vers une li-

mite, on a
) 1 .
(1) ;(al—»—az—;—a,g—i—...—ka,,,):—_hma,,.
Il en résulte que 'on peut éerirve
L . N
lim—=(uy+20y+3ug—+...—— iy = h.
n ‘
)
D’autre part, la somme Uy~ 2y —+. ..+ nu, peut
s'écrire ainsi

Si4+2(S,—S)) +. ..+ n(S, —S,—y)
= (n -+ S, — (S|4 S+ Sy+...+ Sy

Conséquemment

. 1\ o T .
lim | ( 1+ ~) Sy— < (S;+8+...+8,)[ =7~
n, n )
Si la série est convergente, on a, cn vertu de (1),
N . . .
lim ;(61—1— Se+834+...4+8,)=1imS,.

Donc A = o.

Rappcelons que la condition lim nu, = o n'est pas su/-
fisante pour la convergence, car il y a des séries diver-
gentes qui y satisfont. Elle n’est pas nécessaire, car nu,
pourrait osciller au licu de tendre vers zéro. Cependant
clle devient nécessaire pour les séries dans lesquelles le
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rapport de deux termes consécutifs tend vers une limite
déterminée; car, si nu, oscillait, il en serait de méme

(n+MNu
de ————"*, et, partant, de
nu, Up

que la condition lim nu, =%, ou A2o, est suffisante
pour la divergence.

Up+1q

. Rcmarq uons enﬁn

Le caractére de divergence que nous venons d’obtenir
a plus d'importance qu’on ne lui en donne dans les
Traités; car, toutes les fois qu'il permet de constater la
divergence d’une série, on peut étre assuré que la régle
de Duhamel ne saurait en faire autant. Supposons.
en effet, A fini et diflérent de zéro. On a

. Upq . n (N 1)Uy
Iim =2 = lim ( JUn+t
up n—+1 nu,

C’est le cas de recourir au théoréeme de Duhamel. Soit

. iy
limn —1) =,
Un+1

¢’est-a-dire

. (n+1u — nu
(2) lim (2 D e — =1— .
Un+1
N eqa . .
Considérons la série
vy = Uy, Vo= 2Uy— U, 3= 3uz— 2.
évidemment convergente, puisque
C1—= Vo V3 ...+ 0, = nNil,.

L’égalité (2) devient

Y+
lim =1—p,
Un+1
’
d’ou
limne,= (1 — )k

Mais le premicr membre est nul. Done (1— 1)h = o;
puis w =1. La régle de Duhamel ne conduit a rien.
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On parvient au méme résultat, dans le cas de séries
a termes positifs, en partant de la relation

(3) limya,azas. . .a, =lima,,
qu’on déduit ais¢ment de (1) par le changement de «a,

\” .
cen logay,. Pour a,= (l —+ ’—1> » on obtient

. n
llﬂl ——— = €,
n v
1.2.3...n

D¢ méme, pour a, == nu,, on trouve, en tenant compte
du dernier résultat,

. n)y———————"—""—
limnyu s us. . .u, = he.

D’autre part, si I'on fait

/un
Tp=n ( —1I
Up+1

dans la relation connue

. r n li
im (1+=2) =¢"",
n

. u n
lim <—"> = el
Up+1q
w, \"
ap=(——1] -
Up+1

la relation (3) devient

on obtient

yals, pour
| s 1

o
lim Vi sy, . 1y = b,
Uy
d’ou
limn Y u,usus. .. u, = het-.
Donc g =1.
Inversement, il est facile de se convaincre que nu,
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tend vers zéro toutes les fois que les régles précédentes
permettent de reconnaitre qu’une séric est convergente.
En nous bornant aux séries a termes positifs, soit

d’abord
lim % — lim (n =4 1)Up+y
n nup

=A<,

et prenons % < ¢ < 1. Il doit exister un nombre fini v
tel que, pour 7 Zv, on ait toujours

(n+1)Upi

i, <gq,
puis
nUn oy
v lUy

Donc, pour »n croissant a l'infini, limnu,=o. En sc-
cond lieu, soit X = 1; mais

limn( ' ——I> =p>1,

Up+1

et prenons 1< g < . On pourra déterminer v de ma-
niére que, pour nZv, on ait toujours

Un
n<un+1 l> =7

c’est-a-dire

——IL"' I+ Z)
. Unt n
puis
nu, (v+1)(v+2)(v+3)..n

vuy <(v+q)(v+q+1)...(n+q—~|)'

On sait, d’ailleurs, que le second membre de cette
inégalité est le produit de

+g)2+¢g)... (v+g—1) T(1+q)

2.3.4. .. ni-1

par une fonction de 7, qui tend vers 'unité pour 7 in-



(54)
fini. Donc, encore une fois, a cause de ¢ >1, on a
lim nu,=o.

Le théoréme exprimé par 1’égalité (1) est susceptible
d’une utile généralisation. Soit vy 4 vs 4 v3 4. .. une
séric divergente, & termes positifs. Si a, tend vers une
limite a, il existe un nombre v, tel que, pour n > v, on
ait toujours

l anp— a ‘ < g,

¢ étant donné a 'avance arbitrairement petit. On en
déduit
! Ap¥p— Av¥p l L ey
Maintenant, si I'on pose
G, A0 Ua 0o+ ApVp— A(Y— Voo o= Oy ).

on obtient par addition

fon—oy | <e(Oym, =+ Oypat...4vy),
puis

A V| Q89— Ay ¥ p— Ty al<e(r 01 0o+ . 0y
L Ca—- Oy .. O N O Pt .+ v”)

Conséquemment, si I'on fixe v en faisant augmenter n
a Vinfini, on trouve

. @9+ AoV Ag¥3— ...+ ApY
lim 1% 2V2 3¥3 n /z:

1 O+ V3. .. ¢y

Il suftit de faire v,=1 pour retrouver (1). Cela étant,
supposons quc

tende vers unce limite. On trouve

. S .u
 FF 1 —— N
[ e P, ©n
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1
) o, = — -
Pour ¢, = ;> hous voyons que

SII

logn

lim = lim nu,,

pourvu que le second membre existe. Il en résulte que
les séries divergentes, pour lesquelles nu, tendvers zéro,
sont moins divergentes que la série harmonique. De
méme, pour v, =1, on trouve

.S .
lim =2 = lim w,,.
n

Par suite, les séries divergentes, dont le terme gée-
néraltend vers zéro, sont moins divergentes que lasérie
1+1 +1-....lciil convient de faire remarquer qu’on
peut rigourcusement comparer la divergence de deux
séries en étudiant le rapport des sommes des » premiers
termes, pour 7 infini. Lorsque ce rapport a une limite
finie et déterminée, autre que zéro, les deux séries sont
également divergentes. On dit que la premiére série est
moins divergente que la seconde lorsque le rapport en
question tend vers zéro.

Partageons le systéme des nombres entiers en un
nombre fini de systémes Ay, A,, ..., A,, ct supposons
que a, tende vers X; lorsque n parcourt A;. Soient res-
pectivement 7; et o; le nombre et la somme des entiers,
non supérieurs a 1, qui apparticnnent au systéme A;.
Soit, cn outre, m; la probabilité qu’un enticr, pris au
hasard, apparticnne 4 A;. On a, pour n infini,

. n; TN
lim = = (o lim =L = IS
n g
9
D’autre part,
| ) ny 7y ny 7 n, s,
—(a+day+...F Ayl == — — - ==L —
7 n o ny n X n o n,



Donc
. 1 N
(4) l|m7(a.+ Ao+ .ot @p) = MBy 4+ hgWa—+...4 A, ).
n

On démontrerait de méme que
(%) limYaiasay. ..a, =17 2307007

Reprenons (4) et faisons-y a,= nu,. On trouve que
Uon doit avoir

(6) M4 ATy~ A3 T3 —+. .. 4,5, =0,

pour que la série soit convergente. C'est 1a un nouveau
caractére, qui permet de constater immeédiatement la
divergence de certaines séries. Ainsi, par exemple, on
voit au premier coup d’eeil que la série

1y — bt —t
est divergente, car ona by =—1, ©, = 1, lorsque » est
divisible par 3; et hy=1, 5y =3, lorsque n est pre-
micr avee 3.

Nous pouvons méme énoncer des propositions géné-
rales, (ui oflrent un certain intérét. Considérons, par
exemple, un systéme A, constitué par une suite a,, a,,
ayy « .. de nombres entiers, croissant a 'infini. Soit ©
la probabilité qu’un nombre entier, pris au hasard, ap-
partienne au systéme A. La condition (6), appliquée a
la séric

T . .
donne © = 0, en supposant u, = - ou bien u, = o, sui-

vant que 72 appartient ou non au systémc A. Consé-
quemment, pour que la série (7) soil convergente, il
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est nécessaire que les dénominateurs soient infiniment
rares parmi les nombres entiers. Cette condition n’est
pas suflisante. Ainsi la série (7) est convergente
lorsque A est le systeme des carrés parfaits : elle est
divergente lorsque A est le systéme des nombres pre-
miers. Les fréquences de ces deux systémes sont infini-
tésimales : leurs inverses deviennent infinies comme les

fonctions y/n, logn, respectivement. Le dernier théo-
réme est, du reste, une conséquence immédiate d'un
théoréme de Dirichlet, d’apreés lequel la limite de

1 I T
Q<E+a—w——s+gl+—€—r*...>,
3

2

pour ¢ = o, est égale a . Or, lorsque la série (7) est
convergente, la limite en question est o. Done o = o.

Changeons les signes de certains termies, arbitraire-
ment choisis, dans la série harmonique, ct soit © la
probabilité de rencontrer un terme négatif dans la série
obtenue

(8) il e R e

=

=+

8

Les indices des termes négatifs constituent un premier
systéme pour lequel on a i\, =—1, ®», = . Les indices
des termes positifs constituent un sccond systéme, pour
lequel % =1, ;=1 — . La condition (6) devient

11— 20 = 0, dou w =

Conséquemment, pour que la série (8) soit conver-
gente, il faut que les termes négatifs y soient tout
ausst fréquents que les termes positifs.

Faisons une inversion de termes dans la série

1 1
(9) T— =t —

en conservant 'ordre des termes de méme signe. Sup-
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posons que L'on ait, apres Uinversion, 1y termes posi-
Lifs, suivis de 7, termes négatifs, ete. Soit

n=17n—-— Ny N3—...+ Nap,

ct désignons par = la probabilité de rencontrer un
terme négatif, de sorte que
Ng == Ny ~=. . .= oy

wm = lim )
n

ny—— Ny~ ... Nap_y
n

11— = lim

Tant que w est diflérent de zéro et de 1, la série con-

sidérée peut éire convergente. Remarquons, en effet,

! . 1 .
que nu, tend vers — —-; ou bien vers ———, suivant
2. 2(1 —®)

que wu, est négatif ou positif. La condition (6) est donc
vérifiée. Pour montrer que la série est convergente, re-
marquons que la somme de ses n premicrs termes est

§ ] 1 1
bll = llz("‘+n3+..,+'13,r_()_ 2 Ilnl-f-na-i—‘ Ry T2 “n.:«)—nﬁa..%—u.;,-v

ou H,, représente la somme des 2 premiers termes de la
série harmonique. On sait, d’ailleurs, que cette dernicre
somme est asymptotique a fogn +C, d'ou il suit que S,
est asymplotique i

Ny == Ny == N+ .= Nap

1
logo + =log
2 Mo = Ry~ Mg . == Ty

Conséquemment, la somme de la série counsidérée est
égale au logarithme naturel de

1
2\ =~ —.
w

En particulicr, si 'on veut altérer Vordre des[termes
dans (g), de maniére 4 obleniv une somme nalle. on



doit prcndrc

I . .
2/ = —1=1, d'oft W= 3.
w

Par exemple,

1 1 | 1 1 1 1
T—5—% 1

1.1 1 A i
2 6 [ - ]

Si, au contraire, on veut que la série conserve la
somme qu'elle a, il faut laisser les termes négatifs se
succéder aussi_fréquemment que les positifs.

Il est remarquable que le caractére de convergence
exprimé par la relation (6) soit encore applicable a des
séries, pour lesquelles viennent a manquer d’autres ca-
racteres importants. Il est d’abord évident que le rap-
port de deux termes consécutifs oscille, car on a

. Upay A
lim 22 = =

b
w, Y,

lorsque n parcourt Aj, en prenant sculement les va-
leurs qui sont suivies, dans le systéme total, de nombres
appartenant au systéme A;. Soit ;5 la fréquence de ces
valeurs, de sorte que

W= B+ izt e Bfp= W+ Bai+ ...+ By

La formule (5) permet d’écrire

r

lim Vi, = II (?)m”‘: 1
‘J

i
L’examen de cette limite ne permet donc pas de constater
la divergence de la série. 1l resterait a chercher les con-
ditions moyennant lesquelles on serait autorisé a étendre

les formules (4) et (5) au cas de r infini. Nous nous
¢n occuperons peut-tre.
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SUR L\ THEORIE DE L’ELIMINATION;
Par M. H. LAURENT.

Je me proposc de faire connaitre, dans ce travail,
une nouvelle méthode d’élimination applicable & un
nombre queleonque d’équations algébriques.

Considérons d’abord deux équations algébriques

(1) o(x,y)=o, Y(z, ¥)=o,

des degrés respectifs m et n. Pour résoudre ces deux
équations, on peut commencer par éliminer z; a cet
eflet on ‘peut, comme je I'ai montré dans un des der-
nicrs numéros de ce Journal, former les équations

3

(2) 0= 0, «

: »= 0. Uy = O,

ot g, désigne le reste de la division de ¢ par ¢, o, le
reste de la division de x o, par 4, ... Ces équations (2)
fournissent, par Pdlimination de a, a2, ..., 277! la
résultante cherchée que yappellerai

(3) R=o.

Supposons cette équation résolue; si. dans les équa-
tions (2), on remplace 3 par unc des racines de (3), ces
¢quations feront connaitre la valeur de &, ou plutdt
les valeurs de @, 22, ..., 277, qu'il faut associer a la
valeur considérée de y pour avoir une solution des
équations (1).

Je ne discuterai pas les équations (2); je ferai seule-
ment observer que, sil’équation (3)n’a pas de solutions
multiples, ce que nous supposcrons, les valeurs de x,
qu’il faut associer a chacune des racines de (3) pour
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former une solution de (1), sont des fonctions ration-
nelles de y. En eflet, les équations (2) sont du premier
degré en x°, x, x2, ..., 2", el leur déterminant R
est nul sans que tous ses mineurs le soient; car, si tous
les mincurs de R étaient nuls, en appelant M l'un
d’eux, on aurait

dR dM
PR Y S
dy M dy’
dR . . . .
et B serait nul, R = o aurait unc racine multiple.

Toute valeur de z, qui, associée A une racine y de
R = o, fournit unc solution de (1), est donc une fonc-
tion rationnelle des coefficients de (2), ¢est-a-dire de )
racine de R = o3 on en conclut que :

Toute fonction rationnelle d’une solution de (1)
s’exprime rationnellement en fonction d’une racine y

de R =o.

Mais toute fonction rationnelle de y s’exprime sous
la forme d’un polynome entier de degré mn—1 en 3,
car mn cst le degré de R en y 5 done :

Toute fonction rationnelle d’une solution de (1)
peut se mettre sous la forme d’un polyniéme entier de
degré mn— eny racine de R = o.

Cela posé, supposons que 'on veuille éliminer x ct y
cutre les équations

)

;
K
]
=]

© et Y ayant la méme signification que tout a I’hcure
et 7 désignant un polynome de degré p en x et y. Sup-
posons d'abord que V'équation (3) n’ait pas de solution
multiple; on pourra exprimer < (x,y) sous la forme
d’un polyndéme entier en y de degré mn —1, et cela
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bien facilement, puisque x peut étre calculé en fonction
de y au moyen des équations (2); on exprimera de
méme ). ¥2f, ooy ¥y, ce qui pourra d’ailleurs
s¢ faire en divisant ces quantités par R et en les rem-
placant par leurs restes dés que + aura été lui-meéme
exprimé en y. Soit alors, en faisant w = mn,

‘ /= Coo = Cor Y —ime..m= Co -1 } T,
(% . Y/ =Clo+eny .o Cpg YO
Vol = oo e Co—1,5-1 Y@ !
Je dis que le déterminant E 2= copeyy .. Co_y, o1 =S

scra le premicr membre de la résultante des équa-
tions (4). Eu eflet, appelons (x4, yi), (2, ¥2)y -0y
(X5, 1w) les solutions des équations (1) et désignons
cn général par F; ee que devient la fonction F (2, y)
quand on y remplace @ et p- par x; et y,; les équa-
tions (9) ont licu quand on y remplace x et y par x,
¢t )y, T2 €L yay -« .. Elles montrent alors que le déter-
minant

| 74 a7 yT |
(6) | e ..
Vo Yalo Ya o

!' yiooee ¥y
() %l Yoo 2T

[T

l‘ Yo yo-

produit des différences des racines de R = o, toutes
distinctes par hypothése. Mais, 4 Pinspection de ce dé-
terminant (6), on voit qu'il est le produit du déiermi-
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nant (7) par/y/s-. - fa; 00 a done

S=v172 Y-

S = o est donc bien la résultante des équations (4).

Maiutenant, supposons que I'équation (3) ait une
solution multiple; la solution que nous allons exposer a
cela de remarquable qu’elle fournira la résultante,
quelle que soit la définition que I'on conviendra d’en
donner. Supposons, pour fixer les idées, que I'équa-
tion (3) .

R=o0

n’ait qu'une racine multiple et que cette racine soit
double; soit y o= 3'5_, cette racine: on pourracen débar-
rasser R = o. Soit R'= o I’éguation qui a pour racines
D13 Yoy« o5 Vooa; les valeurs de xy, aa, oo, 250 se-
rout rationnelles en yy, ¥, ..., ¥ g s respectivement.
Toute fonction rationnelle de a; et 3 ou i <Zw—1
pourra se mettre sous la forme d’un polynome enticr
de degré = — 3 en )45 sil'on pose alors
Ji= Qoo+ Qo1 Yi+. .o+ Ay, -3 Y03,
Yili= Ruo~+ A1 )i-+. ..+ Ay g3y 3

on prouvera, cn suivant une méthode analogue a celle
dont on vient de faire usage, que, si P'on désigne par T
le déterminant £+ agoayy .. . dg_5. 5_3, ON aura

T =y (x;, y1) 1 (22, ya2) .- Y (X2, Ve

w

)3
done

T 7(Zz -1, Yo-1) V(To Yo) =0

sera la résultante des équations (4). Si xg_y =24, la
résultante, suivant les conventions que I'on voudra faire,
sera

Ty reg, ys)=o0 ou Ty(zg,ys)=o0,
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car I'une et I'autre équation expriment que les équa-
tions (4) ont une solution commune.
Xp_4 €L &g sont racines d’une équation du second
degré ; mais il est clair que

Y (T, Vo)1 (Ze Vo)

ne renfermera pas d’irrationnalités. On voit sans peine
comment il faudrait procéder si R = o avait plusieurs
racines multiples d’ordre égal ou supérieur au second.

On voit aussi comment la méthode précédente peut
s’étendre 4 un nombre quelconque d’équations algeé-
briques; en particulier,s’il s’agitd’éliminer x, y, z entre
les quatre équations

(8) o(z,y,5) =0, Y(z,y,5) =0, y(2,y,3) =0, 0(x,y,5)=0

des degrés respectifs m, n, p, ¢, on formera la résul-
tante
S = o,

provenant de 'élimination de x ety entre les trois pre-
micres. Appelant (x4, vy, 3¢), (29,072 22), - .. les so-

lutions communes a ces équations, on formera
O(xis yi, 50 5:0(xs, ¥iy 30),

que 'on exprimera sous forme de polynomes entiers de
degré mnp —1 en z. Le déterminant des cocflicients de
ces polynomes égalé i zéro fournira la résultante.

La méthode que nous venons d’exposer a cet avantage
sur toutes celles qu’on a données jusqu’ici, qu’elle con-
duit i des ealeuls que Ton peut a la rigueur cffectuer,
et qu’elle fournit une résultante dont on a la siguifica-
tion précise.

C’est la théorie des équivalences algébriques qui m’a
conduit a la méthode que je viens d’exposer; c’est en
s'appuyant sur cette théorie qu’il conviendrait de la
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présenter; elle gagnerait ainsi en élégance, en simplicité
et surtout en généralité, mais elle risquerait de rebuter
les éleves de Mathématiques spéciales pour qui ces
lignes sont écrites.

Je ne veux pas abandonmner ce sujet avant d’avoir
montré comment on peut profiter des théories précé-
dentes pour calculer les fonctions symétriques des solu-
tions de plusieurs équations algébrigues. Considérons
les trois équations

(9) wir.yv,s5)=o0, Uiz, v.5)=0, J(r.y.3)=0
el soient
(1. 110510, (e vau Sa) ool (X, Vg S

leurs solutions communes. Le calcul d’une fonction sv-
métrique revient au calcul d’expressions de la forme

S0z Vi 30
Supposons done qu’il s’agisse de caleuler Pexpression
=0 (s, yi, 50,
6§ désignant une fonction entiére de x;, v;, z;: posons
(10) t—0(xr, y.5)=o.

Eliminons x, y, z entre les équations (g) et (10) en
suivant la méthode donnée plus haut; le résultant en ¢
se présentera sous forme de déterminant et la fonction
symétrique 8 sera au signe prés le coefficient de 1=~
dans le développement de ce déterminant.

Ann. de Mathemat., 3 série, t. VIL. (Février 1888.) 5



SUR LE PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE DEUX POLYNOMES
ENTIERS;;
Par M. E. POMEY,

Je me propose, dans cette Note, de chercher, a I'égard
de deux polynomes entiers,

LE Qg T Q.+ a et
i )

gi=by+ byxr + by +...+ byan,

1° les conditions nécessaires et sullisantes pour que f
ct g aient comme plus grand commun diviseur un po-
Iynome de degré pj 2° Pexpression explicite de ce poly-
nome; 3° les quotients respectifs de f et g, divisés par
ce polynome.

L’étude de ces questions peut &tre rattachée, soit au
résultant d’Euler, soit a celui de Bezout-Cauchy : nous
diviserons cette Note en deux parties se rapportant res-
pectivcﬁwnt a ces deux points de vue. Nous aurons
d’ailleurs recours, dans I'une ct dans 'autre partie, a
un théoréme fondamental bien connu, mais dont nous
rappellerons la démonstration.

TatorEME FonNpAMENTAL. — Lorsquil existe deux
polynémes entiers u et ¢, respectivement de degrés
n—p et m—p, satisfaisant & l’identité
(1) uf + g =o,

f et g ont un diviseur commun de degré au moins ¢gal
ap.

En effet, désignons par d le plus grand commun di-
viseur de u et ¢, ce polyndome d pouvant se réduire a
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une constante, et par «, et v, les quotients de u et ¢
divisés par d. L’identité (1) peut s’écrire alors

d(uyf+v,8)=o,
ou, puisque d n’est pas identiquement nul,
(2) wy f+ vy g ==0.

D’aprés cette identité, u, divise ¢, g5 mais u, est pre-
mier avec v,, d’aprés un théoréme connu ; donc il di-
vise g, et l'on a

(3) :Eu;P,

P désignant un polyndéme entier. Il en résulte, par
Pidentité (2),

(1) Jo=— P

Or, f el g sont respectivement de degrés m et n;
uy et ¢, sont au plus des degrés n — p et m — p. Donc,
d’aprés (3) et (4), f et g ont un diviseur commun P de
degré au moins égal a p.

PremikrE ParTIE.

Définitions. — Désignons par R, le déterminant
d’ordre m ~+ n formé par les coeflicients de x°, x*,
x2, ..., 2"+ dans les polyndmes suivants :

xrz—lf’ xn—2/" - J'lf’ x0f9

x0 g, rlg, coey, xMm—2g, gi—lg,

On a ainsi, en supposant des zéros a toutes les places
laissées vides en dehors des deux parallélogrammes re-
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couverts par les coeflicients a et b,

ay Ay Ay .. ..
nlignes.
ay Ay Ay .. . Ay
a, ay dy ... ... a,
Ry = b\! bl ])3 [),L

m lignes.

)
by by by ... by ’

by by by ... b,

R, est le déterminant d’Euler, dans lequel on a seule-
ment renversé I'ordre des 2 premiéres lignes.

Nous supposons m.2 n.

Soit p unnombre entier inféricur ou au plus égala n.
Supprimons dans R, les p premiéres ct les p derniéres
lignes : alors les p derniéres colonnes ne contiennent
plus que des zéros; en les supprimant également, il reste
un tableau rectangulaire que je désigne par'T),.

Si 'on supprime les p premiéres colonnes de ce ta-
bleau Tp, il reste un tableaun carré, dont jappelle R, le
déterminant des éléments. On voit en somme que R, se
déduit de Ry en y supprimant les p premiéres et lesp
derniéres lignes, ainsi que les p premiéres et les p der-
niéres colonnes.

Soit i 'un des nombres entiers 1, 2, ..., p. Vap-
pelle R, ; le déterminant déduit de R, en y rempla-
cant la premiére colonne par la colonne qui, dans le
tableau T, occupe le rang i.

Je désigne par D, le déterminant obtenu au moyen
de Rp, en ajoutant a sa premiére colonne multipliée
par xP les p premiéres colonnes du tableau T), res-
pectivement multipliées par x°, x!, ¢2, ..., xP7L

Jappelle enfin U,_,_, et V,,_, , les deux détermi-
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nants obtenus en remplacant successivement la pre-
miére colonne de R, par celles-ci

xh—p—1 o |
' n —p 2éros.
at ) P
Fal o !
) o
. !
m -— p 7.éros
( o xm-p--1,

Ces délinitions élant posées, nous allons établir plu-
sicurs lemmes importants.

Lemve I. — L'expression développée du poly-
néme D, est

D,=R, 20+ Rps2t ...+ Ry paP~t+ Ryap.

En eflet, d’apres sa définition, D, est la somme de
p -+ 1 déterminants qui se déduisent de R, en y rem-
placant successivement la premiére colonne par les
p —+1 premiéres colonnes de T,, respectivement mul-
tiplides par x°, x', 2%, ..., xP. Or ces déterminants
sont précisément ceux quon a désignés plus haut
parR, :(f=1,2,3,...,p) et R;, et qu'on a multipliés
respectivement par x°, x', x?, ..., xP, ce qui dé-
montre le lemme.

Lemme II. — On a identiguement
DpE U/L——p—lf+ Vm—p—lg-

En effet, D, ne change pas si I'on ajoute a sa pre-
miére colonne les suivantes respectivement multipliées
par xP*i, xpti, .., xmtu=i Les éléments de sa pre-
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miére colonne deviennent ainsi
zn=p-Af Lo 2lf, x20f, x0g, xtg, ..., xm-r-lg,

Cette colonne peut s’écrire sous la forme suivante :

o f-+o0.g,
o.f+a0g,

o.f+atg,

0. f‘_|, xm=—p--1 o

On voit alors que D, est la somme des deux détermi-
nants obtenus en remplacant la premiére colonne de R,
successivement par les premiers, puis par les seconds
termes des éléments binomes qu’on vient d’écrire. Ces
déterminants contiennent eun facteur, I'un f, lautre g,
et I'on voit que les multiplicateurs de f et g sont les
déterminants désignés par la notation U,_,_,, Voo p_is
ce (qui démontre I'identité annoncée.

Lemme . — Lorsque p est inférieur & n, les poly-
némes U,_p_yy Vau_p_\, ordonnés par rapport aux
puissances décroissantes de x, ont respectivement pour
premiers termes b,R, yx" P, —a, Ry am P!,
Lorsque p est ¢gal ¢ n, le premier de ces polynémes

jue | 5 ) Pocy
est identiquement nul, le second se réduit a (b, )" "1,
en sorte quona U_j=o0 et V,_,_,= (b,)" "1,

En effet, supposons d’abord p < n. En développant
U,_p_1 par rapport aux éléments de sa premiére co-
lonne, on obtient un polyndéme euntier en x, ordonné
par rapport aux puissances décroissantes, dont le pre-
mier terme est de degré n — p — 1. Le coefficient de
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ce terme est le déterminant qu’on déduitde R, par la
suppression de sa premiére ligne et de sa premiére co-
lonne. Or la derniére colonne de R, a évidemment pour
premier élément an,; les éléments suivants sont des
zéros, sauf le dernier qui est b,. Par conséquent, en
supprimaut la premiére ligne de R,, I'élément a,, qui
figurait en téte de la derniére colonne, se trouve sup-
primé, ct la derniére colonne du déterminant obtenu
par la suppression de la premiére ligne et de la pre-
miére colonne de Ry, se compose d’éléments nuls, saut
le dernier qui est b, ; d’ailleurs, si 'on supprimait en-
core cette colonne, ainsi que la derniére ligne, le déter-
minant restant serait R, ,. Le coefficient de x#~P~! est
donc un déterminant qui, développé par rapport aux
éléments de la derniére colonne, se réduita 5, Rp 4.

De méme, en développant V,,_,_, par rapport aux
éléments de sa premicre colonne, on obtient un poly-
nome entier en x, de degré m - p — 1; dans ce déve-
loppement, c’est le terme relatif au dernier élément de
la premiére colonne qui a le plus haut degré. Or cet
élément, xm=7=t  occupe le (m -+ n—ap)*™° rang
dans la premiére colonne. Le terme qu’il fournit est
done (— 1)mrr-2ptigm—n=15 en désignant par & le
déterminant déduit de R, par suppression de sa pre-
miére colonne et de sa derniére ligne. Mais la derniére
colonne de R, ayant pour premier élément a,, et pour
dernier élément b,, tandis que tous les autres sont
nuls, on voit que la derniére colonne de 8 a pour pre-
mier élément a,, et que tous les autres éléments de cette
colonne sont nuls; d’ailleurs cet élément a, occupe
dans la premiére ligne le (m +n — 2p — 1) rang;
enfin le déterminant obtenu en supprimant dans ¢ la
premiére ligne et la derniére colonne est Rpy; par
suile, on a 5 = (— 1)+ 2Pq,R,.,, ensorte que, fina-
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lement, le terme du plus haut degré dans V,, _,_; est
(— ,)2(m+n~2p)+1 anm R,H.,ar'"*l’“’. ou —a, Rp+1 am—p—1,

Supposons maintenant p = n. D’aprés la définition
de U,_p_i, la premiére colonne de ce déterminant,
pour p =n, n’a que des éléments nuls, au nombre de
m — n. Par suite, le polynéme U_, est identiquement
nul.

Quant a V,, , , sa premiére colonne, dans I'hypo-
theése p =n, a pour éléments x0, 2!, 22, ..., " """,
Or R, est le déterminant d’ordre m — n suivant

R,= (12— n lignes),

tous les éléments placés au-dessus de la diagonale prin-
cipale étant nuls. V,_, ,, par définition, se déduit
de R, en remplacant sa premicre colonne par les élé-
ments quon vient de citer; ¢’est donc le déterminant
d’ordre m — n suivant :

20 l

. xrt b

Voot == " = 20( b, )m=n=1= (b, )m-n—1,
1"]1 n—1 e bﬂ

Lemme IN. — Lorsque f et g ont pour plus grand

commun diviseur un polynéme de degré p, le déter-
minant R, est different de zéro.

Dans le cas ou p est égal a n, on a immédiatement
Rp,=R,=(6,)""": ce déterminant est donc différent
de zéro.

Supposons maintenant p inférieur a n.

Je vais démontrer que, dans ce cas, si R, est nul, le
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plus grand commun diviseur § de fet g n'est pas de
degré p, ou, ce qui revient évidemment au méme, que
) ) q )
dans 'hypothése R, = o, si § n’est pas de degré infé-
P ’ P g

rieur a p, il est nécessairement de degré supérieur a ce
nombre.

Supposons, en effet, R, nul. D’aprés la définition de

s » Rp I

ce déterminant, on a

|a2p——n+1 [y T (77
! e e .
]ap—l a, cee .. RS @
'ap aApiy T
RI): bp bp+1 b,, y
o by e by
| eeees . .
]
‘[)2p~m+l b?p—!lt+2 oo e eee cee b"

formule valable pour toute valeur de p, en faisant la
convention que tous les éléments a ou & affectés d’un
indice négatif ne sont pas autre chose que des zéros.

Multiplions la premiére colonne de R, par xP, ct
ajoutons i cette colonne les suivantes multipliées res-
pectivement par xP*', xp*2, ., . gxmtr-pr=t. On ob-
tient de la sorte un nouveau déterminant R qui est égal
~a R,xP; par conséquent R est nul, et il y a entre les
éléments de chaque colonne de R une méme relation
linéaire et homogéne, dans laquelle les coefficients ne
sont pas tous nuls : nous allons écrire cette relation, en
particulier, 4 ’égard des éléments de la premiére co-
lonne.

D’aprés la fagon dont on déduit R de R,, on voit
qu'un élément quelconque ap_y pris parmi les  — p
premiers éléments de la premiére colonne de R, et un
élément quelconque &, , pris parmi les m — p der-
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niers de cette colonne sont respectivement remplacés
dans R par les éléments polynomes suivants :
Ay =2 Ap ) XP -+ Apq ZPHI . = @y M),
By bpe p@P 4 bpyry oP+1 5. - by
Cela posé, si I'on désigne par i un entier inférieur
ap,ona

A== al(@p—jxP~l+. ..+ a,axm)

rif —xi(ay+ a > +...+ ap_;_ g xP=i),

ou, cn désignant par A, _, ; un polynome de degré
p — 1 au plus,
(1) Ajz=aif — A, 4.

D’autre part, sij désigne un entier égal ou supérieur
ap,ona

Aj=xi(ap_jaP—i—+.. .+ a,x™m)
=l (Ay+ a & ..o+ apxm),

puisque les a affectés d’indices négatifs sont nuls, et,
par suite,
(2) Aj=aif.

D’apres les formules (1) et (2), on peut donc poser,
d’une facon générale, que X soit inférieur, égal ou supé-
rieur a p,

(3)

= 1')‘/—‘ Ap—i

en appelant A,_, 5 un polynoéme de degré p — 1 au
plus, qui peut étre identiquement nul.
On démontre exactement de méme qu’on a

(4) Buy=atg—Bp_yyu,

. (. R . e s .
ou B,_, , désigne un polynéme qui, s’il n’est pas iden-
tiquement nul, est au plus de degré p —1.

Il résulte alors des formules (3) et (4) que la rela-
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tion identique qui existe entre les éléments de la pre-
miére colonne de R peut s’écrire

r=n—p—1 p=m—p-1
2 a)\(a‘)\f""-’\p~1,)\)+ E ﬁu(x“é’ - B[)—i,!.z) = 0,
h=0 w==0

ou bien

").::/z--p—l p=m—p—1
VA TS
) L= 0 p=0
(5) Z:n—p-i w=m—-p—1
ul
( == z a}.-’\pdl,‘l‘—f“ Z SMB]I“I,[M
2=0 v=0

les diverses valeurs des coefficients o; et 3, n'étant pas

toutes nulles.

Supposons alors que le plus grand commun diviseur 6
de fet g ne soit pas de degré inféricur a p; 0 est donc
de degré supéricur 4 p—1. Or il divise le premier
membre de 'identité (5), comme diviscur commun a f
et g5 par suite, il divise le second membre; mais celui-ci
est de degré p—1 au plus, puisque les divers poly-
nomes A,_, 3, B,_, , sont au plus de degré p —1, quand
ils ne sont pas identiquement nuls; donc, § étant de
degré supéricur a p—1, le second membre de (5) est
identiquement nul. Alors cette identité se réduit A

A=n—p-—1 p=m—p—1
(6) f Z B rh- g E Buat==
r=0 ®=0

Observons que, Pentier p étant, dans 'hypothése ac-
tuelle, au plus égal a 'entier non négatif n — 1, aucune
des diverses valeurs quc prennent \ et w dans (6) n’est
négative, et que, par conséquent, les coefficients de f
et g dans cette identité sont des polynomes enticrs en z.
D’ailleurs ces polvnomes nc sont ni I'un ni Tautre
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identiquement nuls : en effet, 'évanouissement de I'un
d’eux entrainerait, en vertu de I'identité (6) elle-méme,
I'évanouissement de Pautre, puisque ni f ni g n’est
identiquement nul; mais alors toutes les valeurs des
cocfficients o3, 3, seraient nulles, contrairement & ce
qu’on a établi plus haut.

En résumé, Vexistence de 'identité (6), dans les con-
ditions que nous venons de préciser, prouve qu’il y a
deux polynomes entiers u, v non évanouissants, dont les
degrés respectifs sont au plus égaux a n—p—1 ct
m — p — 1, qui satisfont a I'identité uf -+ vg =o. Par
conséquent, d’apres le théoreme fondamental démonturé
au début de cette Note, § est an moins de degré p +1,
clest-a-dire de degré supérieur a p.

Il est done prouvé par ce qui précede que, lorsque R,
est nuly si O west pas de degré inféricur a p, il estde
degré supéricur. L’existence d'un plus grand commun
diviseur de degré p est donc incompatible avee la condi-
tion R, = o : elle exige qu’on ait R, 2 o.

Ces lemmes préliminaires vont nous permettre de dé-
montrer tres simp](!mcut (quatre Lhéorémcs, dont les
deux premiers fournissent chacun individuellement,
sous des formes dillérentes, les conditions néceessaires et
suffisantes pour gue le plus grand commun diviseur §
de fet g soit de degré p, le troisiéme donne explicite-
ment Pexpression de ce polynome §, entfin le dernier
donne les quotients de fet g divisés par §.

Tutoremr 1. — Pour que le plus grand commun
diviseur § de f et g soit de degré p, il faut et il suffit
que l’on ait

Rp-ii=Rpya=...= Ry pa1=Rpy=0 et Rp2o.

En effet, supposons que 8 soit de degré p. Le
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lemme IV montre déja qu'on a R, 2 o. D’autre part,
changeons p en p — 1 dans les identités du lemme I et
du lemme 1I, celles-ci deviennent

(]) s DP—‘IV VRI;...LJ‘TO—F‘ Rp,q‘g‘T"—f‘.-.
-+ [{p__l’,)_,ixpwi-f— R[;—ixp-i,

(2) D,,_1£; UlL-—pf‘f‘Vnz—pg-

En vertu de identité (2), § qui divise f et g divise
aussi D,_,, ce qui exige que ce dernier polynéme soit
identiquement nul, puisqu’il est de degré p — 1 au plus,
tandis que § est de degré p. Mais alors, d'aprés (1),
on a

Ryai=Rpqa=...=Rp_q,pa=R,1=o.

Les conditions énoncées sont donc nécessaires.

Réciproquement, supposons ces conditions remplies.
D’aprés (1), D,_, est identiquement nul, et, par suite,
d’aprés (2), on a

(;) U, —]:_/"*" Vmapg == 0.

Or, d’apres le lemme 11T, les termes de degrés n — p
et m— p dans U,_p, et V,,_, ont pour coefficients res-
pectifs b, Rp, — @, Rp. Mais a,, et b, sont essentielle-
ment différents de zéro, d'autre part R, est aussi diffé-
rent de zéro, puisqu’on suppose remplies les conditions
indiquées par I'énoncé; done U, _, et V,_, sont exac-
tement des degrés marqués par leurs indices. Alors, en
vertu du théoréme fondamental établi au début et de
Pidentité (3), le degré de 6 est au moins p. D’ailleurs,
a cause de l'identité du lemme II, § divise D, qui n’est
que de degré p au plus; le degré de § ne peut donc
étre supérieur a p, a moins que D, soit identiquement
nul, ce qui exige, d’aprés le lemme I, qu’on ait en par-
ticulier R, = o, résultat contraire a I'une des conditions
gqu’on suppose remplies. Par conséquent, § est exacte-
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ment de degré p, et les conditions énoncées sont suffi-
santes.

Tutorime 1. — Pour que [ et g aient un plus
grand commun diviseur § de degré p, il faut et il

suffit que l’on ait
Ro=Ry= RZ:"':HH—I:O et RI’;O‘

En effet, soit p le degré de §. Chacun des polynomes
Dy, Dy, D, ..., D, est divisible par 8, d’apreés les
identités qu’on déduit de celle du lemme II en rempla-
cant p successivement par o, 1, 2, ..., p—1; tous ces
polynomes sont de degré inférieur a p : donc chacun
d’cux est identiquement nul. En particulier, les coeffi-
cients de la plus haute puissance de x dans ces poly-
nomes sont nuls; or ces coefficients sont Ry, Ry, Ro, ...,
R,_i. Enfin, le lemme 1V a eu pour objet de démontrer
la condition R, Z 0. Les conditions énoncées sont donc
nécessaires.

Réciproquement, supposons qu’on ait

() Ri=o0 pour i:<p et R,z o.

Soit ¢ le degré de 6; d’aprés la partie directe qui vient
d’¢tre démontrée, on a

® R;=o0 pour i<gq, et R,%o.

La coexistence des conditions («) et des condi-
tions (B) entraine évidemment la condition ¢ = p;
le degré de 0 est donc p et les conditions énoncées sont
suffisantes.

Tatorime Ill. — Lorsque fet g ont pour plus grand
commun diviseur § un polynomede degre p, 8 est, & un
facteur constant preés, le polynéme D, dont l’expres-
sion développée est fournie par le lemme 1.
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En effet, le terme du plus haut degré de Dy est R, xP,
d’aprés le lemme 1. En vertu du lemme IV, R, est dif-
férent de zéro. Donc D, est exactement de degré p;
mais, d’aprés l'identité du lemme 1I, il est divisible
par 8, qui, par hypothése, est lui-méme de degré p.
Par conséquent, § ne diflere de D, que par un facteur
indépendant de x.

Remargue. — Lorsque p est égal a n, le lemme II
donne
D,= U——1f+ Vinen-1&.

Or, le lemme III apprend que U_, est identiquement

nul et que V,,_,,_y s¢ réduit a (4,)» "=*. On a donc
DnE( b, ym—n—1 o,

6 n’est donc autre chose que g, ainsi que cela était évi-

dent a priort. ~.

Trtoreve IV. — Lorsque le plus grand commun
diviseur § de f et gest de degré p, les quotients de f
et g divisés par § sont respectivement HV ,_,, —HU,,_,,
en désignant par H une constante qui, si l'on prend

=D, a pour valeur
(1)
R,

En effet, on a, par application des lemmes I et 1I,

Dp—-l = Rl;_1‘1$0+ Rl)-i’gzl .. 4 Rp—i, ,,_1.2‘1’_2
+RyqxP-t=U,_,f+Vu_pg.

Le polynéome § de degré p, divisant f et g, divise
donc D,_, : or celui-ci n’est que de degré p —1 aun
plus; il est donc identiquement nul et I'on a, par suite,

(1) Unpf+Vmpg=o.

D’ailleurs, d’aprés le lemme I, les polynémes U,,_,,
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V._pont respectivement pour termes de degrés les plus
élevés b, R,x" P, —a,,R,x™ P ct, par conséquent, en
vertu de la condition essentielle a,b,20 ct de la con-
dition R,2 o qui résulte du lemme 1V, ils sont exacte-
ment des degrés n—p et m— p.

Soient alors ¢ et y les quotients obtenus en divisant
S et g par b, Lidentité (1) peut s’écrire

U, p 'v?e -+ V- [)Ye == 0,
. , . .
ou, puisque § n’est pas identiquement nul.
(2) Up po+Vu py=o.
l‘)’aprés (2), 9 divise V,, , v, mais il est premier
avee v, dont il divise V,,_, ct, par conséquent, v et
V,._p étant tous deux de degré m — p. on a

(3) © = HV, -ps

en désignant par H un facteur indépendant de x. En
tenant compte de (3), la relation (2) donne alors

(4) v —=HU, .

1 1’ —_ a O 1d e ] NP

Sil'on prend § = Dp, le polynome f, identique a ¢f,
est identique a HD, V,,_, et a, par suite, méme terme
de degré m que lui, ce qui donne

. a,,,:HR,,(—a,,,R,,),
d’ou

(5) H=_<_RL>2.
P

Les formules (3), (4) et (5) démontrent le théoréme.
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Seconbpe PArTIE.

Dcfinitions. — Soient encore les deux polynomes

entiers
fE A+ a4 +...+a,rm",

g=by-+byx+...4+-b,z",

m étant supérieur ou égal a n.
Posons

Sp=CQpir1+ Apio® 4.+ ayxm—p+i)

Gp=bpr1+bpi0x +...+ bpan—lp+1),

p désignant un nombre entier au plus égal & n, avec la
convention g, = o.

Appelons ¢;; le coefficient de x/ dans Ie polynéme
entier

g:’f—ffgy

et ry le déterminant d’ordre m suivant

Coo Co1 Co2 ce e s e cee Coim—1 ‘(
Cyo C11 Cy2 .o .. .. .. cos Ctom—1 .
S n lignes
Cn—1,0 Cn—1,1 Cn—1,2 ++ o+ . .. ... Cpneq m—
bo b1 bz .. .. bn
b b by .. .. b .
0 ! 2 ” \ m—n lignes;
I)o bl bg .- e I)" !

ro est le résultant de Bezout. Les coefficients ¢;; y oc-
cupent un rectangle, et les coetficients 4 un parallélo-
gramme en dehors desquels nous supposons des zéros a
toutes les places laissées vides.

Supprimons dans r, les p premiéres lignes; il reste
alors un Tableau rectangulaire que nous désignerons
parf,.

Ann. de Mathemat.. 3° série, t. VIL. (Février 1888.) 6
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Si 'on supprime les p premiéres colonnes de ¢, il
reste un Tableau carré, dont nous appelons 7, le déter—
minant des éléments. On voit, en somme, que rp, se dé-
duil de 7y en y supprimant les p premiéres lignes ct
les p premiéres colonnes.

Soit 7 I'un des nombres 1, 2, 3, ..., p. Vappelle rp, ,
le déterminant déduit de r, en y remplacant la pre-
miére colonne par la colonne qui, dans le Tableau ¢,
occupe le rang 7.

Je désigne par d, le déterminant obtenu au moyen
de r, en ajoutant a sa premiere colonne multipliée
par xp les p premiéres colonnes du Tableau ¢, respecti-
vement multipliées par 20, x', x2, ..., xP™'.

Fappelle enfin u,_p_y et vp_p_y les deux détermi-
nants obtenus en remplacant successivement la premiére

colonne de 7, par celles-ci :

Sp _fp

o —f

& p1 Jp+1
Sn—1 — Jn—1

o a?

. !

0 pme—n—1

Ces délinitions posées, nous allons établir plusicurs
lemmes importants :

Lemme 1. — L'expression développée du poly-
néme d, est

dp=rp 120+ rpext .o 4+ 1p pxP~ 4= 1P

En effet, d'aprés sa définition, d,, est la somme de
p =+ déterminants qui se déduisent de r, en y rempla-

cant successivement la premiére colonne par les p + 1
premiéres colonnes de f,, respectivement multipliées
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par x°, x', x2, ..., xP. Or, ces déterminants sont pré-
cisément les déterminants 7p ;(i=1,2,...,p) et rp,
définis plus haut, qu’on a multipliés respectivement par
x®, x', x2, ..., xP; ce qui démontre le lemme.

Lemme 2. — On a identiquement
dp=np p 1 f+0p_p18.
Eun effet, d, ne change pas si 'on ajoute aux éléments
de sa premiére colonne les éléments correspondants des
colonnes suivantes respectivement multipliés par x#+!

ey

xpt2, .., 271, Cette premiére colonne devient ainsi

Cpo+ Cpa& 4. vt Cp oy @M1 enf—/r&
Cn—1,0=F Cp—1,1& .+ .= Cp—g, m—1 &1 guvﬂf“—fn—lg
bo+bix+...+ b,x" ou bien {  o.f+ 2y

box + by 22+, . .+ bpan+t of+uxle
[)Oxm—n~1 [ b,t.r'"“‘ ] O.f—|— xmn—n—1 g,

On voit alors que d, est la somme des deux détermi-
nants obtenus en remplacant la premiére colonne de »p,
d’abord par les premiers termes, ensuite par les seconds
termes des éléments binémes qu’on vient d’écrire. Ces
déterminants contiennent en facteur, 'un f, 'autre g,
et 'on voit que les multiplicateurs de f et g sont les dé-
terminants désignés par la notation w,_p_sy Ym_p_13
ce qui démontre I'identité annoncée.

Lemme 3. — Les termes du plus haut degré dans
Up_p_1 el Vp_p_y SOnt
by rpryxn—r—1 ct — A Tpry@M—P-1,
a moins que p soit égal a n, auquel cas le premier

polynéme u_, est identiquement nul, et le second
Ym_n_y S€ réduit a (b, )mn-1.

En eflet, supposons d’abord p < n : les éléments de la
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premiére colonne de u,_,_, sont des polynomes entiers
en x dont les indices vont en croissant et, par consé-
quent, dont les degrés vont en déeroissant, d’apres la
définition de ces polynémes. Alors, en développant
Up_p_, par rapport aux éléments de sa premiére co-
lonne, comme les mineurs correspondants sont indépen-
dants de x, on obtient un polynéme entier, dont le
degré est celui de gp, ¢’est-a-dire n — p — 1, et le terme
du plus haut degré a pour coeflicient le produit de b,
cocflicient de x#~P~* dans g, par le mineur de u,_,_,
relatif a I'édlément g,. Ce mineur est le déterminant
quon déduit de 7, par la suppression de sa premiére
ligne ct de sa premiére colonne, ¢’est-a-dire 7p,.

Dans ¢,,_p_, les éléments de la premicre colonne
sont : d’abord une suite de polynémes, dont le premier
— fp est celui de degré le plus élevé, puis une suite d’é-
[éments monomes, dont le dernier x” 7~ a le degré le
plus élevé. Le degré de f, est m — p — 1, nombre supé-
rieur & m — n — 1, puisque par hypothése on a p < n.
Le degré dc vy, _p_y est doncm — p — 1, ct le coeflicient
de x”=P~* dans ce polynome est, comme on le voit im-
médiatement, — a,,7 5,4

Supposons maintenant p = n. Puisque g, est identi-
quement nul,la premiére colonne de u,,_,_; (pour p=n)
a tous ses éléments nuls, et par suite le polynome wu_,
est identiquement nul. Quant au déterminant ¢,_p_4,
dans I'hypothése p = n, sa premiére colonne a pour
éléments x°, xt, x2, ..., 2™ "1 dont les coeflicients,
dans le déterminant développé, sont les mineurs relatifs
a la premiére colonne de 7,. Or on a évidemment

by :

|

buy b ‘ .
} net Un C(m — nlignes),

|

I'n=

O
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tous les éléments au-dessus de la diagonale principale
étant nuls, et, par suite,

Zo
z! by, )
Om—n— = — z.o( bn)m—n-—l — (bn)’"—”“ .

.o

gm—n—1_ bn

. — . .
Lemme 4. Lorsque f et g ont un plus grand
commun diviseur de degré p, le déterminant ry, est
différent de zéro.

La proposition est évidente pour p = n, attendu que
I’on a .
rp= (b,l)zlz—n .
Supposons maintenant p inférieur a n. D’aprés la dé-
finition de r,, on a

Cp,p Cp,p+1 “en .o .o cee Cpom—1

Cp+1,p Cp+1,p+1 oo oo oo ove Cpirim—1 a n—p lignes,
Cn—1,p Cn—1,p+1 +oe o+ oo eee  Cp—g,m—t s

by bpt b '

bp-1 bp - ba » m —n lignes,
Bpmtmat eeeenen e e e e by

formule valable pour toute valeur de p, en faisant la
convention que tous les éléments & affectés d’un indice
négatif ne sont pas autre chose que des zéros.

Ajoutons a la premiére colonne multipliée par x? les
suivantes multipliées respectivement par x?*!, xP+2, ...,
x™=1. On obtient de la sorte un nouveau déterminant
7 qui ¢st égal & r,x? ; par conséquent, si I’on suppose 7,
nul, r est nul aussi, et ilya entre les éléments de chaque
colonne de 7 une méme relation linéaire et homogéne
dans laquelle les coeflicients ne sont pas tous nuls :
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nous allons écrire cette relation, en particulier, a
I’égard des éléments de la premiére colonne.

D’aprés la facon dont on déduit r de rp, on voit qu'un
élément quelconque c;p, qui figure en téte de 'une des
n — p premiéres lignes de rp, sc trouve remplacé dans »
par I'élément polynome

Ci=cipxP + Ci prg P+ 4. . .+ i g ™1
On peut écrire C; sous la forme

Ci==c; g2 +cigxt+...
4 Cim—1 X — (€0 X0 Cig X .o - i pq P
.

ou, d’aprés la définition de ¢, j et en appelant C; ,_y le
polynome de degré p — 1 au plus qui est placé entre
parentheses,

(1) Ci=gif — fis — Ci,p-1.

D’autre part, tout élément b,_j situé cn téte de I'une
des m — n derniéres lignes est remplacé dans r par

Br=bpy_ 2P+ bp_jqy@Pri+. . .+ byxnth,
Or, si & désigne un entier inférieur a p, on a

By=azh(bppxr—" ...+ bpat)
=ah[by+ byx +...+ by,
—(bo+ b1z 4.+ bp_p_xP—h1)]
=xpg—(boz"+ by zh+ .. . +bp_p_ xP1),

ou, en désignant par B, ,_, le polynome de degré p — 1
au plus qui est placé entre parentheses,

(2) Br=az"g —Bpp-1. .
Si [ désigne un entier égal ou supérieur a p, on a

Bi=2!(bpar-1+...+ bpat) =2!(by+ byx +...+ by 1y),
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puisque les coefficients & affectés d’indices négatifs sont
nuls, et, par suite,
(3) Bi=alg.

D’aprés les formules (2) et (3), on peut donc poser,
d’une facon générale, que k soit inféricur, égal ou su-
périeur a p,

(4) By=a*g— B p-1,
en appelant Bi , , un polyndme de degré p —1 au
plus, qui peut étre identiquement nul.

Il résulte alors des formules (1) et (4) que la relation

identique qui existe entre les éléments de la premiére
colonne de r peut s’écrire

i=n—1 k=m—n-1
D wlsif—fig — Cip-)+ ¥ Be(akg—Brp)=o0,
i=p k=0
ou bien

[ i=n—t i=n—1 k= m—n—

\f» wgi+g | — 2 2 fi+ E Buzk

i= = k=0
(3) " - £:)1~l1 ! k==m—n—1
= 2 xAf Cl'a])—\'l - E 3/: Bk,p—-ly
\ i=p k=0

les diverses valeurs des coeflicients «;, x n’étant pas
toutes nulles.

"Puisque g; estun polyndmeentier de degré n — (i+1),
le coeflicient de f dans (5) est un polynome entier dont
le degré est au plus n —p — 1.

Le coeflicient de g, dans (5), est la somme de deux
termes dont le premier est un polynéme entier de degré
m — p —1 au plus, puisque f; est un polynome entier
de degré m — (i+1), et le second est un polynome en-
tier de degré m—n —1 au plus; par conséquent,
m—nu—1 étant infériecur am—p —1, puisqu’on a,



(88)
par hypothése, p < n, le coeflicient de g est un polynéme
entier de degré m — p — 1 au plus.

Enfin, les polynomes C; p_, Bz p_4 étant chacun de
degré p —1 au plus, le seccond membre de (5) est un
polynéme entier de degré p — 1 au plus.

Cela posé, si le plus grand commun diviseur § de f
et g n'est pas de degré inférieur a p, il est de degré su-
périeur a p — 1. Or il divise le premier membre de (5)
ct, par conséquent, aussi le second ; mais celui-ci est de
degré p — 1 au plus : il est donc identiquement nul.
Alors l'identité (5) se réduit a

i=n-—1 i=n—1 k=m-n—1

(6) f X wgirg| — X ufie ¥ @ok [ =o,
i=p i=p k=0

les coefficients « et 3 n’étant pas tous nuls.

Aucun des deux polyndmes entiers, coefficients res-
pectifs de f et de g dans (6), ne peut ¢&tre identique-
ment nul sans que lautre le soit aussi, en vertu de
Pidentité (6) elle-méme, puisque ni fni g n’est éva-
nouissant. Or on a

i=n—1

E 418:=2p(bpr1 - bps® 4. . .4 byn—r—1)

= + dprg(Dpra—+.. .+ Dpan—r-2)
[ IO teserseoans cee .
+ 2po9(bpy+ bpz)
+ g Ope

Pour que ce polynome soit identiquement nul, il faut
ct il suffit que 'on ait

alpb,m—: + apribprot .+ Ap2bp g+ dpbp=o0,
apdpra-+ Apay bp+3+' co2psby=o0,

et teeie e N ,

Ip b, 1+ Lp+1 b,=o,

1,,&,,_—_ 0.
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Comme b, est différent de zéro, la derniére de ces
équations exige que «, soit nul; I'avant-derniére donne
alors o,y =0, ct ainsi de suite, de proche en proche,
on voit que tous les 2 doivent étre nuls. Mais alors le
coeflicient de g se réduit & SPzx%; or, on a vu qu’il s’é-
vanouit en méme temps que le coeflicient de f3 donc
tous les coefficients £ sont nuls.

En résumé, si les deux polynomes, coeflicients de f
et g dans (6), sont identiquement nuls, tous les coeffi-
cients o et tous les coefficients 3 sont nuls, résultat en
contradiction avec I’existence, démontrée plus haut, de
Videntité (6) pour des valeurs desa et des 3 non toutes
nulles. Il en résulte, par conséquent, que les polynomes,
cocfficients de f'et g dans (6), ne sont ni 'un ni Vautre
identiquement nuls.

Alors, ’existence de l'identité (6), dans les conditions
que l’on vient de préciser, montre qu’il y a deux poly-
némes entiers «, v, non évanouissants, dont les degrés
respectifs sont au plus n—p —1 et m—p —1, qui sa-
tisfont a I'identité uf + vg = o. Par conséquent, d’apres
le théoréme fondamental rappelé au début de ce travail,
0 est au moins de degré p +1.

En somme, lorsque r, est nul, si 0 n’est pas de degré
inférieur a p, il cst de degré supéricur et, par suite,
enfin, lorsque 0 est de degré p, on a

rp2o. C. Q. F. D.

Il suffit maintenant de remarquer que les théorémes
I, 11, III, IV de la premiére Partie résultent uniquement
du théoréme fondamental et des lemmes I, 1I, III, IV,
puis d’observer la parfaite analogie des lemmes 1, 2, 3, 4
de la seconde Partie avec ceux de la premiére, pour que
I'on puissc énoncer et admettre, sans nouvelle démon-



(90 )
stration, les théorémes suivants, correspondantaux quatre
théorémes de la premiére Partie.

Tatorime 1. — Pour que f et g aient un plus grand
commun diviseur de degré p,il faut et il suffit que U'on
ait

'p—11=Trpqe=...=I'p 4, p-1=TIp1=0 et rpzo.

Tatorkme 2. — Pour que f et g aient un plus grand
commun diviseur de degré p, il faut et il suffit que
Uon ait

rnN=r=ro=...=rp1=0 et rpzo.

Tatorime 3. — Lorsque fet g ont un plus grand
commun diviseur de degré p, ce polyndme est, @ un
Sacteur constantprés, d,,dont Uexpression developpéc
est fournie par le lemme 1. Lorsque p est égal a n, le
plus grand commun diviseur est

d,= (bn)m—n—l g.

Tutorime 4. — Les quotients respectifs de f et g
divisés par leur plus grand commun diviseur dp sont

( 1 )2 1 \2
—\=) Ym-p - ) Un—p-
Tp Tp

SUR L’EXISTENCE DE TROIS RACINES REELLES DE L’EQUATION
QUI DETERMINE LES AXES PRINCIPAUX D'UN CONE;

Par M. Fritz HOFMANN.

L’équation
ap—X\ ap a3
() 2y @p— N ag
sz, <2 1] az— h



(91)
(ou tous les termes de la diagonale sont de la forme
a;— A, et ou nous supposons ;== @), ¢ est-a-dire
I'équation séculaire (Larrace, Mécan. cél., I® Partie,
p- 2, art. 56) donne des racines exclusivement réelles
quand elle est résolue par rapport a A.

La démonstration de ce théoréme général a occupé
les géométres depuis longtemps. Parmi les démonstra-
tions données, je mentionne celles qui se trouvent citées
dans les Lessons introductory to the modern higher
Algebra, par M. SaLmon, art. 26, exemple 10 (donnée
par M. Svrvester, Philosoph. Magazine; 1852) et
art. 46 (donnée par M. Borcnaror, Journal de Liou-
ville, v. X1, p. 50).

Nous tacherons de donner une démonstration tout
a fait élémentaire de ce théoréme pour le cas ou le
degré de I'équation et le nombre des lignes et colonnes
du déterminant (A) sc réduisent a 3. Clest le cas qui
revient le plus souvent dans la Géométrie pure et dans
la Mécanique.

La solution de I'équation suivante

ay— N ap a3
(43) A2 L T =0
a3y A3y az— A

équivaut a la solution du probléme : déterminer les trois
axes principaux d’un céne du deuxiéme degré. Nous
nous proposons de démontrer que cette équation (Aj)
a trois racines A exclusivement réelles. Une partie de la
démonstration sera de nature transcendante, en s’ap-
puyant sur un théoréme d’Analyse; la seconde partie
nécessitera seulement les opérations les plus élémen-
taires de la Géométrie synthétique.

I. Etant donnée I’équation d’un cone dont P'origine

.
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est le sommet
0= U X2+ dy ¥+ 3332
A 7
{ “+ 2Qa3 Y3 + 2Ay 5T + 2015 TY,
I'équation du plan polaire du point (2, 3/, 2'), pris par
rapport au cone (A), s’éerit

o= (apx'+apy +aps)z
(B) (a2 - Ay + ans)y

(@'~ azy + azz') z.

Siun point (', y', z’) de I'espace était connu dont le
plan polaire (B) fiit perpendiculaire au rayon mené de
Vorigine au point (a/, 5, z), ce rayon méme serait un
axe principal du conce A.

Or on connait ’équation d’un plan passant par l'ori-
gine ct perpendiculaire a la droite qui joint origine a
un point (x/, »’, 2’) :

(C) 6 =xz' + yy' + 3.

Les deux plans (B) et (C) coincideront si les cocffi-
cients homologues des deux équations (B) et (C) sont
égaux aun facteur A prés; c’est-a-dire si 'on a en méme
temps

(A @'+ ap y' + aps = Ao,
A &'+ Ay y' + ans =1y,
Ay &'+ ag y' + az s = Az,
ou
(a1 — M@+ appy + a3s =o,
(D) an '+ (ags— M) y' =+ ax3s' = o,
az x' —+ (lgz}”+(¢l33—)\)zl = 0.

En général, les coefficients a; et le facteur de pro-
8 ) &
portionnalité x pris & volonté, il n’y aura pas de solu-
tions (x', ', z’) communes aux trois équations du systéme
D). Mais, quand on a trouvé un A quirend les trois équa-
»q 1
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tions (D) accordables entre elles, la détermination des
rapports x': 3’ : z’ est un probléme linéaire.
Mais c’est justement I'équation

Ag3=o0

qui constitue la condition nécessaire et suffisante pour
que les trois équations (D) puissent coexister. Pour
déterminerles points x’, y', z’situés sur un axe principal,
il faut donc résoudre une équation du troisiéme degré
en L. Cette équation, étant de degré impair, a toujours
au moins une racine réelle : c’est 'emploi de ce théo-
l'éllle appartcnant 5‘* l,a“alyse qui (:Onsti tue ce (‘uc nous
avons nommé la partie transcendante de notre démon-
stration.

II. Aprés avoir déterminé une racine réclle de I’équa-
tion A; = o, nous retourncrons au systéme (1)) qui nous
permet de trouver les rapports 2’2 y' 1 z' en employant
deux quelconques des trois équations (D).

Par exemple, de

((ayg— M) &' +apy +as'=o,

| @@ + (ay— h)y' -+ ays = o,

g a3

a;s ay— i l Jlan—h ap

a-n“—)\ (22 %3 a3 Axq

Ainsi un axe principal du cone (A) est trouvé; nous
I'appelons p. Il coincide avec le rayon qui vadelorigine
a tous les points del’espace dont les coordonnées o/, ', z'
satisfont a (I'); car, en substituant les valeurs a2/, 5/, 2’
dans les deux équations (B), on trouverait que ces deux
plans coincident.

Nousappellerons B, leplanpolaired’un point (&, 3, z')
sur p; nous verrons plus tard que, pour nos conclusions,

A2y Ay — h
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les deux cas, ou B, coupe le cone et ou il ne le coupe
pas, n’oflrent pas de différence essentielle.

Sur ce plan polaire B, d'un point (&, y/, z") situé
sur p, il y aun nombre infini de couples de droites qui
passent par Jorigine et sont conjuguées, deux a deux, par
rapport au cone (A).

Sinous étions A méme de déterminer un de ces couples
dont les deux droites formeraient un angle droit 4 I'o-
rigine, nous aurions déterminé en méme temps les deux
axes principaux du céne qui restent encore inconnus.

Car, imaginons deux droites d, et d,, situées dans le
plan polaire B, de la ligne p, conjuguées par rapport au
cone et perpendiculaires I'une a 'autre, passant par
Porigine, comme cela doit éwre. Le plan polaire du
rayon d, passera par p et par d, el sera perpendicu-
laire a «,, puisqu’il conticnt deux droites p et d, qui
sont perpendiculaires a d,. Donc d, et d<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>