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REMARQUES SUR LES CONDITIONS D'INTEGRABILITE

[suitE ET FIN (1)];

Par M. H. LAURENT.

Jacobi a démontré que, si I'on avait n équations
(l) fizab f2=ag- ooy fu:am

entre les quantités py, pa, «.vy Poy Xyy Tay evey Ty,
dans lesquelles @y, a,, ..., a, désignent des constantes
arbitraires, la condition nécessaire et suftisante pour
que

prdry+ podrs+...+ p,de,

soit une différentielle exacte était donnée par les for-
mules identiques

(f1, f2)=0o0, (f1, f3)=o, coey (f1r fn)=o,
(fae S3)=0. ceey (_fmfn)—-o»

(fnwh fn ) = 0.

Mais nous allons voir qu’il suffit que les formules
écrites sur la premiére ligne soient satisfaites identique-
ment, que celles qui sont écrites sur la seconde le soient
pour x,= x}, que celles qui sont écrites sur la troi-
siéme le soient pour 1y = x{, 2= .r}, etc. Le symbole

(fi, fj) est d’ailleurs défini par la formule

X \ ! ()(fhf
(fl)fj 3 0(.Z'u P;)

Nous allons généraliser un peu ce théoréme de Ja-

(') Voir méme Tome, p. 274.
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cobi, ce qui nous servira un peu plus loin, et nous sup-
poserons que les fonctions fi, fs, ... conticnnent, outre
les variables &y, 22, « .., Zny iy P2y« «+y Pr, une fonc-
tion u dont les dérivées relatives a x, xq, ..., X,
soient respectivement py, Pay -« ., pa; ainsi il s’agit de
trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour
(ue Péquation

(2) du = p,dry+ py dry+...+ ppdz,

soit complétement intégrable, py, psy ..., pn désignant
les solutions des équations (1).

Les conditions d’intégrabilité compléte de I'équa-
tion (2) sont données par la formule

9p; - 9p; 9pj  o0p;

oz dup oz; +-d;p

dans laquelle on doit supposer i et j égaux a 1, 2,
3, ..., n. Cette équation d’ailleurs peut s’écrire sous la
forme plus simple

dp; _dp; dp i
3 dx; = dx;’

le d ¢étant employé pour désigner les dérivées totales
prises en faisant varier « et en lui assignant pour déri-
rivées pyy P2y« ooy pu- On a, en adoptant cette notation,

e dpy 42 i dps o 9 dpa

d.rp_ ) ()p, dxu dpg dsr‘EL U opa dzy, =0
afy o dpe | dpy U dpa
dry  Opy dry = dpy dxy dpn dry —

on conclut de 1a, en ajoutant ces deux équations aprés

i
Py
» puis en ajoulant les résultats obtenus et faisant

avoir multiplié la premiére par 5>~ et la seconde par

_ Y
‘)PP-
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"=1,2, ..., n,
) T —a )=
v OPu. ATy 9Py

en tenant compte de la relation (3). Il n’y a presque
rien a changer, comme l'on voit, a la démonstration que
Jacobi a donnée de ses formules, et 'on démontre que
les formules (4), nécessaires, sont suffisantes, par le
procédé de Jacobi.

Nous admettrons donc que ces équations sont néces-
saires et suffisantes pour que 1'équation (2) soit com-
plétement intégrable; nous poserons

_ <dfz~ df;  df; dfz) sf“fj}_/,j

dry, dpy  dzy dpy

Il est facile de se convaincre alors que I'on a identi-
quement

(5) Vo find = S Jud Vs fij = o

c’est le théoréme de Donkin généralisé. Cette équa-
tion (5) met en évidence ce fait important : si f; et f;;
sont nuls, on a
3 Sis fik | = 0;
. ), . L
Sfix est donc une solution de I'équation aux dérivées
partielles

i) d A% oV J J
SGE+rd) e — (i 2o 5) s | =0
W Py. T w/ %py
Or cette équation est linéaire et homogéne; si I'on assu-
jettit une de ses intégrales a s’annuler pour x, = xY,

quels que soient xs, X3, ..., T, cette intégrale sera
identiquement nulle; il résulte de la que, si

!.f1~f2v=~ {frﬁ%- 2./'1~fuf
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sont identiquement nuls et si, i et j étant différents de 1,
on a

(6) [ o fil=o

pour .r, = x{, quels que soient x», x3, ..., Iy, les for-
mules (6) seront identiques, et 'équation (2) sera com-
plétement intégrable; on voit donc que les conditions
nécessaires et suffisantes d’intégrabilité compléte de
I'équation (2) sont que

%fhfzzzo' ;./1»,/&%:0» ceey 2flyfn;=01
quels gque soient &y, Zs. ..., Tp;

2-/2’./3;:0' cevy %,/“bfn;:oy

¢ pour x; = a{ quels que soient &, .... Zp;

pour &y ==af, ..., y—1= _, quel que soit z,.

On peut aussi dire que la condition nécessaire et suf-
fisante pour que (2) soit complétement intégrable est
que

xfhfzz_'—‘_oy %fhf-'ﬁ;:o* .y %fhfnz=0y
identiquement, ¢t que, en faisant &, = x¥,
du = pydry+ p3dzs+. .+ ppdry

soit complétement intégrable.

Comme l'on voit, les conditions d’intégrabilité peu-
vent s¢ présenter sous une forme un peu plus simple
qu’on ne le fait ordinairement; je vais montrer mainte-
nant I'utilité des nouvelles conditions. Je suppose que
I'on veuille intégrer I'équation aux dérivées partielles
du premier ordre

Si=ay;

on pourra, comme le fait Jacobi, chercher des fonctions
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Sfay fay « o, fu satisfaisant aux conditions trouvées tout
a I'’heure; les équations

(7) ft=ah f2=a2r cesy fn=an

feront alors connaitre des valeurs p,, p., ..., qui, por-
tées dans (2),

du=pidey+...+ ppdzn,

rendront cette équation complétement intégrable, et par
suite feront connaitre u.

Occupons-nous d’abord des équations écrites sur la
premiére ligne du tableau (6), fi, fi, ..., fo_y seront
des intégrales distinctes de I'équation

(fhv)= o

ou

0f1 0fi ov df' -
S@Eni) - (Gemm) ] -

ou encore des équations différentielles ordinaires

dp1 dpz
9 0/1 ij 0f1
oz, PGy oz, - 2 du
—— dx’ —_— dx? —
Y ) ()
ap, aps
_ du
- 9 f1 s
P1 dPi P2 “+.. o+ pa dPu

Je suppose ces équations intégrées, on tirera les P des
intégrales pour les porter dans

(9) du=Z pdx,

équation qui intégrée donnera u. Toute la difficulté
consiste a choisir convenablement, parmi les 27 inté-
grales des formules (8), celles qui fourniront les p. Or
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remarquons que des équations (8) on tire

dfi=o et du = pydr,+ pydrs+...+ p,dr,;

done I'équation proposée f,==a, est une intégrale
de (8) et I'équation (g) est implicitement contenue
dans (8), circonstances qui facilitent un peu I'intégra-
tion des équations (8). Supposons ces équations inté-
grées de telle sorte que pour xy = x| on ait xy =}, ...,
Pr= p?, p2= pg, ..oy U=ud; toutes ces constantes
sont arbitraires, une seule exceptée, en ce sens qu’elles
dépcndcnt de @, : nous supposerons que celte constante
soit py.

Appelons (E) le systéme des intégrales de (8) ainsi
déterminé; posons

{ w=w(ry. g, oo, xh),
t1o) o iod o ow
Dy = — > g = > .
\1 27 oz P oxy

Eliminons alors entre les équations (10) et (E) les po
et les x°; nous aurons des équations d’ou I'on pourra
tiver les p et en fonction des x5 ces valeurs satisferont
aux équations de la premiére ligne du tableau (6) ct A
I'équation (9); de plus, en vertu d’un théoréme connu
de Cauchy sur les intégrales des équations différen-
tielles, u se réduira a w(x,, ..., x,) pour x,= x| ct
Py Pay -+« aux dérivées de la fouction w : toutes les
conditions d’intégrabilité sont ainsi satisfaites d’elles-
méries. On retrouve ainsi la méthode donnée par Cauchy
pour 'intégration d’une équation aux dérivées partielles
du premier ordre.

Maintenant montrons comment notre principe permet
de simplifier encore la méthode de Jacobi : bornons-
nous au cas ou la fonction f; ne contient pas u. Alors
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il faut intégrer le systeme

(l) (flufi):oy (f17f3):01 e (flafn):o
(2) (f27f3)=07 sy (f?yfn)'—oy

(ll—l) (fn ufu)—o

Pour y parvenir, on cherche une intégrale de 1'équa-
tion (fi,V)=o0; soit f,une intégrale de celte équation :
on cherche ensuite une intégrale des équations simulta-
nées

(JuV)=0, (fuV¥V)=o,
I'indice o indiquant que Pon doit faire ay = x3. Soit f;
cette intégrale, elle existe puisque (fi, fi)=o0; on a
dounc une fouction V satisfaisant a (f;,V)=o0 ¢t 3
(f2s V)=o, et par suite a ( f2,V)y=0; on cherche en-
suile une intégrale commune a

(fi,V)=o, (f2. V)= o, (f3:, V)= o,

ct ainsi de suite.
Bien entendu, pour que 'on puisse appliquer cette

. S . oV
3 I 7 & > »
methode, 1l faut qﬂ(.. (ﬂ, \ ) ne contiennc pas 5 ¥ dOl]l,

- /) . . .
le coeflicient est $ + et qui sera nul si I'on a eu soin
1
d’éliminer p, de f, au moyen de f,=a,; de méme

. oV oV
7 v of —— o
(f3,V) ne devra pas contenis Py et o etc.




