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THEOREMES DE GEOMETRIE;
Pan M. WEILL.

I. Considérouns deux courbes planes C et C! et un
point O; soient M et M’ deux points pris respective-
ment sur les deux courbes et qui se correspondent de
maniére que les tangentes en ces points aux deux cour-
bes soient paralléles.

Par le point O, menons une droite égale et paralléle a
MM, Pextrémité u de cette droite décrit une courbe
C”. Je dis d’abord, et c’est ]a un résultat bien connu,
que la tangente a la courbe C” au point y est paralléle
aux tangentes en M et M'. En eilet, en désignant par
x,y,x!, 3', o, B les coordonnées de M, M, i, P'origine

étant en O, on a
1 =x—2z,

:j =Y _ylv
do = dx — dz/,
d3 =dy --dy',
dy _dy
dr  dx' ’
dp_dy—dy
da  dr —dx'

Des mémes formules, on déduit

ds = duy/1+ 2.

ds = dxy1+ )2,
ds' = dz' /122

do = ds — ds'.

11 en résulte que Parc élémentaire de la courbe C" est
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égal a la diflérence des arcs élémentaires correspondants
des deux courbes C et C', et par suite que le rayon de
courbure cn . est égal a la somme ou a la difiérence
des rayons de courbure en M et M'. Ce dernier résultat
peut s’établir facilement parla Géométrie en remplacant
les trois courbes dans le voisinage des points M, M’ et .
par leurs cercles de courbure, ce qui est permis dans le
cas actuel. Au moyen du théoréme précédent, on peut
construire des courbes dont le périmeétre soit égal a la
somme ou & la diflérence des périmétres de deux courbes
données ; on peut remarquer, en particulier, que la dif-
férence entre les périmétres d'une courbe convexe et de
sa paralléle extérieure a unc distance / est égale a la
circonférence d'un cercle de rayon /.

II. Considérons deux courbes C et C'; en un point M
pris sur la premiére menons i cette courbe une tan-
gente qui rencontre la seconde en M'; en appelant p la
longueur MM’ et o l'angle que fait sa direction avec
une droite fixe, I'élément de surface compris entre les
deux courbes et deux tangentes infiniment voisines a
pour expression p*dw. Ceci posé, menons par un point
O du plan une droite égale et paralléle a MM, Pextré-
mité p de cette droite décrira une courbe C”; I'aire de
cette courbe C” sera, comme on voit, égale a la portion
de surface comprise entre les courbes C et C. De la,
des conséquences particuliéres intéressantes. Considé-
rons, par exemple, un angle droit AMB dont le sommet
M décrit une courbe C' ct dont les cotés touchent en A
et B une courbe C; si, par un point O du plan, on
méne une droite parallele & AM et de longueur AB,
I'extrémité p de cette droite déerira une courbe dont
Paire sera double de I'aire comprise entre les deux
courbes C et C'.
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UI. Soit

2 cosw + ysinw — f(w) =o

P’équation d’une tangente i une courbe C, et «, £ les
coordonnées d'un point P du plan.
La podaire de P par rapport a la courbe C a pour sur-

face
27

[ [acosw —+ B sinw — f(w)]2dw
/o

ou bien
u2 4 82 27
2ﬁ——2—£—21f J(w)cosw dw

0
27 27
*23/‘ f(w)sinwdw—n'—‘/ [f()dw.

Cette formule peut donner licu i certains problémes
relatifs 4 'aire de la podaire. Ainsi, la courbe C étant
dounnée, le lieu du point P, pour lequel la podaire a
une aire donnée, se compose de deux cercles concen-
triques, résultat connu (voir Berrrano, 7'raité de Calcul
intégral, p. 363).

Prenons, en particulier, pour f(w), lafonction sinmw
ou cosmw, m étant un cntier plus grand que 1, les
coefficients de 2« et de 23 sont nuls, et la formule se¢
simplifie.

Pour généraliser la notion de podaire, déterminons,
sur chaque tangente a une courbe donnée, un point M
par Pintersection de cette tangente et d’une droite, par-
tant d’un point P fixe, et déterminéc en méme temps
que la tangente, I'équation d’unc pareille droite sera

y—p=o(w)x—a).

On voit alors immédiatement que le lieu que doit dé-
crire le point P pour que la courbe, lieu des points M
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correspondants, ait une aire donnée, est une courbe gé-
nérale du second degré.



