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NOTE SUR LES POLYGONES FERMES
(APPLICATION DE LA STATIQUE A LA GEOMETRIE):

Par M. E. COLLIGNON,

Ingénieur en chef des Ponts ct Chaussées.

.

Considérons un polygone fermé, plan ou gauche, d’un
nombre z de cotés.

Nous donnerons a ces cOtés les numéros successifs de
1 & n, en suivant le périmétre du polygone dans un sens
défini, a partir d’an sommet choisi arbitrairement.

Imaginons qu’on prenne le milieu de chaque coté.
On obtiendra ainsi n nouveaux points, auxquels nous
donncrons les mémes numéros qu'aux cotés dont ils font
partie. Le milicu du c6té n° & sera le milieu n° k. Ce
méme numéro k sera attribué aussi au sommet du po-
lygone commun aux cotés A et A—r1; il n’y a d’excep-
tion que pour le sommet s, point de départ du numé-
rotage, qui est commun aux c¢olés n® z et n° 1.

Ces conventions faites, placons aux milieux 1,
2, ..., 72 des masses égales & m en valeur absolue, mais
alternativement positives ct négatives ; de telle sorte que
les milieux 1, 3, 5, ... de rang impair recoivent la
masse + n, et que les milicux de rang pair, 2, 4,6, ...,
recoivent la masse — m. Au licu d’admettre des masses
négativcs, on pcul prendl‘(* toutes les masses en valeur
absolue, sauf a imaginer qu’elles subissent I’action de
forces paralléles dirigées dans un sens pour les masses
qui avaient tout a ’heure le signe +, et en sens opposé
pour les masses qui avaient le signe —.

Lorsque le polygone a un nombre impair de cotés,
cette distribution alternative des signes améne deux
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masses positives aux milieux 7z et 1, qui se suivent sur
le contour du polygonc; partout ailleurs on aura d’un
cOté au suivaut une variation de signe. Lorsque le
nombre 7 est pair, les variations de signe s’étendent au
périmétre tout entier.

Cherchons, dans I'un et I'autre cas, le centre de gra-
vité de I'ensemble des masses qu’on vient de définir.

Décomposons pour cela la masse == m, appliquée au
milieu du c6té k, en deux masses égales, == m, appli-
quées P'une au sommet A, Pautre au sommet &+ 1.
Cette décomposition faite pour tous les cotés, on trou-
vera, en un sommet k quelconque, une masse == m
provenant de la décomposition de la masse == m située
au milicu £, et une masse de signe contraire, == § m,
provenant de la décomposition de la masse o= m située
au milicu A —1; les deux masses partielles se détrui-
sent ct donnent au sommet k& une masse nulle. Cetle
conclusion s’applique au sommet 1 comme A tous les
aulres lorsque le nombre 7 est pair; car alors les signes
alternatifs régnent sur tout le pourtour du polygone. 1l
en est autrement si 7 cst impair : le sommet 1 sépare
alors deux milieux, 1 et n, chargés tous deux de masses
positives; il recoit deux masses partielles égales a 3 m,
qui, composées ensemble, forment la masse m. La
somme algébrique de toutes les masses est égale a o dans
le cas de n pair, et & m dans le cas de n impair. On
peut formuler ces conclusions comme il suit :

Dans tout polygone fermé, plan ou gauche, d’un
nombre pair de cités, des masses égales, alternative-
ment positives et négatives, appliquées aux milieux
des cotés successifs, se font équilibre et forment un
systeme indifférent; le centre de gravité de leur en-
semble est indéterminé.
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Dans tout polygone fermé, plan ou gauche, d’un
nombre impair de cotés, des masses égales, alternati-
yement positives et négalives, appliquées aux milieux
des cotés successifs, ont pour résultante une masse
égale, placée au sommet du polygone qui appartient
a la fois aux deux cétés consécutifs chargés de masses
de méme signe; ce sommet est le centre de gravité de
Uensemble des masses données.

Ce théoréme fournit une solution simple de certains
problémes sur les polygones. Pour en développer les
conséquences, nous examinerons successivement le cas
de n impair et de n pair.

Premier cas : n impair.
Etant donnés dans I'espace n points, numérotés de 1
a n, on demande de construire un polygone fermé de
n cOtés, dont les n points donnés soient les milieux des
cOLés successifs.
On cherchera le centre de gravité G, ou centre des
moyennes distances, des milieux de rang impair, 1, 3,

n—+1

5,...,n; on y imaginera réunies — masses égales
positives.
On cherchera ensuite le centre de gravité G' des mi-

lieux de rang pair, 2,4,6,...,2—1; on y réunira
n—I1 ’ . .
—,— masses égales négatives.

Le centre de gravité général sera le sommet 1 du po-

lygone. On I'obtiendra en cherchant sur la droite GG/ le

point d’application de la résultante de deux forces pa-
n-+i

ralléles, I'une égale & appliquée en G, I’autre égale

w n—I
a

» appliquée en G’ en sens contraire de la pre-

miére. Cela revient a prolonger la droite G'G, du coté
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c s o L n—1
du point 5, d’une longueur G 1 égale a > GG'."Le

.o -1
cocflicient

de GG/ est toujours enticr, puisque 7 est
impair.

Le sommet 1 unc fois déterminé, tout le polygone
s’en déduit.

Le probléme admet toujours unc solution et une
scule :

Lorsque les milieux donnés sont dans un méme plan,
le polygone cherché est tout entier dans ce plan. On le
voit par la construction du sommet 1. Mais la proposi-
tion est évidente a priori; car, si le polygone était
gauche, chaque ¢oté traverserait le plan des milieux, et
un nombre impair d’intersections empécherait la ferme-
ture du polygone.

Si, au lieu de prendre les masses m alternativement
positives et négatives, on les prenail toutes positives,
clles s’ajouteraient pour donner une résultante égale
a nm, appliquée ¢n un point vy, centre des moyennes
distances des milicux des cotés du polygone ou, ce qui
revient au méme, centre des moyennes distances de tous
les sommets. Pour obtenir ce point v, il suffira de com-

. : . L R
poser les mémes forces paralltles, égales a

et
v n—i1 5 D 'R E .
a -——— (ue nous avons considérées tout a I’hcure, mais

enles dirvigeant toutes deux dans le méme sens, au lieu

de les diviger 'une en sens contrairer de 'autre. La

— 1

. n 1
force - au

est ‘appliquée au point G, la force "=

2
point G'. Le point d’application v dela résultante s’ob-
tiendra cn partageant GG’ dans le rapport inverse des
composantes, ce qui donne la proportion

Gy n—i

G'y  n+1
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On a de méme, puisque le sommet 1 est le point d’ap-
plication de la résultante des mémes forces dirigées en
sens différents,

Gt n—i1

Gi1
Donc

Gy G

el ek

de sorte que le sommet 1 et le point y sont conjugués
harmoniques par rapport aux points G et G'; et 'on a
ce théoréme :

Dans tout polygone fermé, plan ou gauche, d’un
nombre impair des cités, le sommet v est conjugué har-
monique du centre de gravité de tous les sommets (ou
de tous les milicux des cotés) par rapport aux centres
de gravité des deux groupes de points respectivement
formeés par les milieux des cdotés de rang impair, et
par les milicux des cotés de rang pair.

Chacun des sommets du polygone peut d’ailleurs ¢tre
regardé comme le sommet n° 1, en changeant le numé-
rotage. Dans chacune de ces hypothéses, le centre de
gravité général y reste fixe; la droite qui joint au pointy
un sommet du polygone contient les centres de gravité,
G et G/, des deux groupes de milieux, les milicux im-
pairs et les milicux pairs, et la droite mobile GG’ est
divisée, aa point fixe y et au sommet, dans le rapport

n—1i
constani

== 1

- On en déduit que le rapport IY—(I} est

. , . G’

aussi constant, ct égal a » ¢t que le rapport T2 est
n—+1 Y1

I

n—i

- Donc:

égal a

Les centres de gravité partiels G et G' des masses
-+ m et — m, alternativement placées aux milieux des
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cotcs, sont les sommets de deux polygones homothé-
tiques au polygone donné; le centre de similitude est
le point v, centre de gravité général des masses prises
toutes positivement, et placées soit au milieu des cétés,
soit aux sommels; les rapports de similitude sont res-

respectivement

1 .. .
et ——; enfin la similitude est di-
n -+t n—I

recte pour le polygone des points G, inverse pour le
polygone des points G'.

On pourrait dire aussi :

Le centre de gravité des milieux des cotés de rang
impair, 1,3,5, ..., n coincide avec le centre de gra-
vité des milieux des cités de rang pair, 2, 4,6, ...,
n—a, composés avec le sommet 1.

Les propriétés des centres de gravité s’étendent aisé-
ment, d’aprés les mémes considérations, a la géométrie
des polygones.

Prenons par excmple un point P, arbitraire, et joi-
gnons-le a tous les milieux 1,2,3,..., 7 des cotés
d’un polygone donné, d'un nombre impair de cotés.
Pour distinguer les milieux des sommets de méme nu-
méro, nous donnerons aux milieux des numéros accen-
tués. Ils seront done représentés par les numéros 1/, 2,
3, ..., n'. Cela posé, nous pouvons regarder les droites
de jonction Py’ P2/, ..., P’ comme représentant
autant de forces en grandeur et en direction. Les pro-
positions qu’on vient d’établir montrent que larésultante
des n forces

P, —P2, P3, —P{, ..., —P(n—1), +~Pnr,

parmi lesquelles les forces dirigées vers les milieux pairs
sont changées de seus, est égale a la force P 1, repré-
sentée par la ligne de jonction du point P au sommet 1.
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La démonstration directe de cette proposition est trés
facile.

De méme, appliquons au systéme des masses + m
et —m le théoréme sur la somme du produit des
masses par les carrés des distances a un point, ou sur le
moment d’inertie polaire : il viendra I'équation fonda-
mentale

g 52 —',2 —-’2 —_—2 ——-—~,2
! — P2 +P3 —P4 +...—P(n—1) +Pn

—2  —3 —2 _——2 —2 —2
—12" +13 —14 +...—1(n—1) +1n +P1.

Nous pouvons appliquer cette équation en prenant
successivement pour sommet 1 chaque sommet du po-

lygone. Appelons

A, B, C ..., E
les sommets successifs, et
a, b, ¢, ..., e
les milieux des cotés
AB, BC, CD, ..., EA.

Appliquons le théoréme en prenant d’abord pour
sommet 1 le sommet A, puis le sommet B, puis le
sommet C, et ainsi de suite jusqu’au sommet E. Il viendra
la série de n équations

2 —_—2 —_—2 —2 _—2
Pa —Pb +~Pc —Pd +...+Pe

— —_—2 —2 —2 —_— —2
=Aa —Ab +~Ac —Ad +...+~Ae +PA,

—2 —2 —2 —
Pb —Pc +Pd+........ .+ Pa
—2 _ —_—2 — _—2
=Bb —Be +Bd +......... +Ba +PB,
—2 — 2 —_—2 —2
Pe —Pa +Pb +......... -+ Pd

—_2 —_—2 —_—2 2 —_—2
=Ee —Ea +Eb +......... +Ed +PE.
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Faisons la somme, membre a membre, de ces n équa-
tions.
On trouvera dans le premier membre de I’équation

n-—+1 2

résultante fois chaque terme Pa avec le signe +-,

n-—i

et fois avec le signe —; le résultat final est done

—2
simplement le terme P a sans aucun coeflicient, et, pour
les n termes analogues, on trouve en définitive

9 J—

—2 —2 —2 —
Pa +~Pb +Pc +~...+~Pe =3%Pa ,
pour le premier membre de I'équation finale.
Le second membre contiendra des termes de diverses
espeees :
1° On a d’abord la somme

2 —2

—2 2 2 2
PA +PB +...+PE =XPA
des carrés des distances du point P aux 2 sommets;
2° On a ensuite les sommes

2

2 =3 ——2  ——2 2 2
Aa +Ba, Bb +~Cb, .... Le +Ae
des carrés des moitids des cotés, qui sont égales respecti-
vement a
—9 —2 — 2
VAB, 1BC, ..., 1EA,
ct qui donnent par leur ensemble la moitié de la somme
—2
des carrés des cotés, ou 3 TAB
3° Tous les autres termes enfin, pris les uns positive-
ment, les autres négativement, peuvent étre réunis dans
une méme somme. Posons
—2  —2 —2
S= Ab —Ac +........+Ad

+-13'_<:2—B—<12+..,.. ...— Be

Ead —Eb +Eo —. i,

W
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Cette somme S est la somme algébrique des carrés des
distances de chaque sommet aux milicux des cotés qui
n’aboutissent pas a ce sommet, ces carrés élant pris al-
ternativement avec le sigue + ct le signe —, suivant
que la différence des numéros du sommet et des milicux
considérés est impaire ou paire.

On a donc, en définitive, I’équation

) $Pad =SPA -+ 1TAB —s.

Mais, dans chaque triangle PAB, ou a est le milicu

de AB,on a

2
’

]-’Xz—% IT—B2: 2m2+ 2\a

relation qui, appliquée successivement & tous les cotés,
donne, en faisant la somme et en divisant par 2,

—2 FR— —o — — —2
PA +PB +PC ...~ Ph = Pa +Pb +...+De
b A B . Ke
ou bien
(2) SPA'=3Pa’ +1xAB.

Ajoutant membre & membre les équations (1) et (2),
il vient, aprés réduction,

ou bien

et 'on a ce théoréme :

Dans tout polygone fermé d’un nombre impair de
cotés, la somme algébrique des carrés des distances
des milieux de chaque cété aux sommets non contigus,
ces carrés etant pris alternativement avec le signe ~+ et
le signe — a partir du cété le plus voisin de chaque



( 506 )
milieu considéré, est égale aux % de la somme des
carrés des colés.

On en déduit comme corollaires les propositions sui-
vantes :

Dans tout polygone régulier d’un nombre impair
de cétés, la somme algébrigue des carrés des distances
du milieu d’un coté a tous les sommets non contigus,
ces carrds étant pris alternativement avec le signe +
et le signe —, est les 3 du carré du cité;

Dans tout triangle, la somme des carrés des mé-
dianes est les 3 de la somme des carrés des cotés.

Second cas : n pair.

Soit en second licu un polygone fermé d'un nombre
pair n de coLés. Prenons a part les milieux des cotés de
rang impair, 1,3,5, ..., n—1, puis les milieux des
¢Otés de rang pair, 2, 4,6, ..., n. Ces deux groupes de

. . n
POllltS cn contiennent un méme llOlll])I‘C ;? et POlll‘ quce

le centre de gravité général des masses + m et —m
soit indéterminé, il faut et il suffit que le centre de gra-
vité G du groupe des masses positives coincide avec le
centre de gravité du groupe des masses négatives; le
point G est en outre le centre de gravité de tous les mi-
licux ou, ce qui revient au méme, de tous les sommets.
On arrive donc a ce théoreme :

Dans tout pbb’gorze Sfermé, plan ou gauche, d’un
nombre pair de cétés, le centre des moyennes distances
des milieux des cotés de rang pair coincide avec le
centre des moyennes distances des milieux des cétés de
rang impair et avec le centre des moyennes distances
de tous les sommets.
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Cet énoncé généralise le théoréme relatif au quadri-
latére :

Dans tout quadrilatére plan ou gauche, les milieux
des cdtés successifs sont les sommets d’un parallélo-
gramme, ce qui revient a dire que les droites qui joi-
gnent respectivement les milieux des cotés opposés se
coupent mutuellement en deux parties égales.

Sil’on donne les n milieux des cotés d’un polygone,
le nombre 7 étant pair, et qu’'on demande de construire
le polygone, en prenant ces milieux dans un ordre dé-
terminé, il faut, pour que le probléme soit possible,
qu’en prenant ces milieux de deux en deux, les centres
de gravité des deux groupes de points que I'on obtient
coincident. Quand cette condition est remplie, on peut
construire le polygone d’une infinité de maniéres, en
partant d’un sommet 1 arbitrairement choisi. S’il en est
autrement, il n’y a pas de solution possible.

Prenons un point P quelconque dans 'espace. Sil’on
joint ce point aux milieux des cotés 1, 2, ..., n, et que
Pon considéreles lignes de jonction comme représentant
des forces en grandeur et en direction, on reconnait sur
le champ que ’ensemble des forces, agissant alternati-
vement dans le sens de la droite de jonction et en sens
contraire, c’est-a-dire des forces

Pi, —P2, P3, —P4, ..., P(n—1), —Pn,

se fait équilibre; en d’autres termes, les deux groupes
de forces
Pi, P3, P5, ..., P(n—1),
et
Pa, P4, P6, ..., Pn,

ont la méme résultante.

Appliquons aux systémes des masses m et —m le
théoréme sur la somme des carrés des distances. 11 vient
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d’abord, en considérant & part les masses positives ou
impaires,

—_—

—2 —2 -—=2 2
Pr +P3 +P5 — ..+-P(n—1
—2 2 —_— -2
=Gt +G3 +—...—G(n—1) + PG ;
on aura de méme, en prenant les masses négatives ou
paires,

—_— J—) — —

Po P4 +PG 4.~ I;;lz: G‘),2+ G}i—...—%— G(n)2 -+~ —IT(—}Q .

Si 'on retranche ces deux équations, il vient

—2 —2 —2 —32 —_—n 2
Pr —P2 P33 —Pf{ +...+-P(n—1) —Pn
—2  —32 ——2 ——3 —_— —
=Gi1 —G2 +G3 — G4 —~...—G(n—1) —Gn ,
équation dont le second membre est indépendant de la
position du point P. Par conséquent :

Dans tout polygone fermé, plan ou gauche, d’un
nombre pair de cités, la somme algébrique des carrés
des distances d’un point P quelconque aux milieux des
cotés, les carrés élant pris alternativement avec le

signe + et le signe

, est constante, quel que soit le
point P.

Cette proposition résulte immdédiatement de la re-
marque suivante : le point P, quel qu'il soit, peut ére
regardé comme le centre de gravité du systéme indifié-
rent formé par les masses -+ m et — m, placées alterna-
tivement au milieu des cotés.

Sile polygone donné est régulier, la somme

—2 3

Gi1 — G2 +...
est identiquement nulle; il en est donc de méme de la
somme ¢gale

— _

e
Pir —Po -, ..~P(n—1) —Pn;
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de sorte que la somme des carrés des distances d’un
point P quelconque aux milicux impairs est la méme
que la somme des carrés des distances du point P aux
milieux pairs, et, comme les milicux des cotés d’un po-
lygone régulier sont les sommets d’un polygone régulier
semblable au premier, on peut dire aussi que la somme
des carrés des distances du point P aux sommets de
rang pair d’un polygone régulier d’un nombre pair
de cotés est égale & la somme des carrés des distances
du point P aux sommets de rang pair.

Généralisation du théoréme fondamental.

Soit ABCD ... T un polygone plan ou gauche, d’'un
nombre pair de cotés. Prenons sur le coté ABun point a
arbitraire, puis sur le coté BC un point b, tel que le

Ba

4 1 5 . ) O 2
l‘(’.lppOl't B_C so1it Cgﬂl au rappm[ A—B, de mcme prenons

. . Ce Cb .
N £ ? p— —_—
sur CD un point ¢ tel qu'on ait oh = pc buis un

. . Dd De . .

point d sur DE tel qu’on ait DE = Gb’ et ainsi de suite,
" cn renversant, 4 chaque fois qu'on passe d’un coté au
suivant, U'ordre des segments homologues tout en en
conservant le rapport. Cela revient a dire que les droites
ab, be, cd, ..., qui joignent les points de jonction
consécutifs, sont paralleles respectivement aux diago-

nales AC, BD, DE, ... du polygone.

Silon appelle £ le rapport %, on aura

Ba _ P Bb Dc De _Ff
AB- ' T BceTCDTDE T T FA’
Aa_/_Cb__C_c_ _Af
AB~ "7 BC Cb 7T FA

Cela posé, si 'on applique une masse + m aux points
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a,c,e,...,de deux en deux cotés, et une masse — m
aux points b,d, ..., f, on pourra décomposer chaque
masse m appliquée a un coté AB en deux masses, I'une
appliquée en A et égale & (1—k)m, I'auire en B, ct
égale a kmj; et chaque masse —m appliquée a un
cOté BC en deux masses, I'une appliquée en B et égale
a — km, 'autre cn C et égale & —(1—k)m. L’en-
semble de ces masses pour tout le polygone donnera
zéro a tous les sommets; et, par conséquent, le centre
de gravité des points a, c, e, . .. coincide avec le centre
de gravité des points b,d, ..., f.

Pour le quadrilatére, par exemple, les droites ac, bd
se coupent mutucllement en deux parties égales, quelle
que soit la valeur du rapport & qui définit la position
des points.

La méme géunéralisation peut s’appliquer aux po-
lygones qui ont un nombre impair de cotés, mais alors
la construction des points a, b, c, ..., fdoit s’arréter
dés qu'on a atteint le dernier ¢Oté du polygone donné.
Dans ces conditions, les masses —+m aux points a,
Cy « -y fy €t —m aux points b,d, ... aménent, quand
on les décompose en masses appliquées aux sommets,
unc masse unique égale a + m, appliquée au premier
sommet A ; de sorte que le sommet A est en ligne droite
avec le centre de gravité g des points a, ¢, ..., f, et le
centre de gravité g’ des points b,d, ..., et la distance A g

n—i . Ayt
S gg', n étant lenombre des cotés du po-

est égale a

lygone.

Cette remarque permet de construire un polygone
de n cotés (n étant impair), sil’on donne les n points a,
b, cy..., fqui partagent les cotés dans un méme rap-
port, en renversant l'ordre des segments pour chaque
cOté successif.



