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SUR LES NOMBRES DE BERNOULLI ET D'EULER;
Par M. E. CESARO.

I. — Nowsres pE Brrnoveirni.
1. Les nombres

Bo=1, Bg:};, B,=— 1_0 Bs=+
Bg:'_?‘oy ey Bl:%, Bg:B;:B;:Bg:,,_:O,

appelés nombres de Bernoulli, sont définis par I'égalité
symbolique

(B+1)V—Bv=v (v=o0,1,2,3,1%,...).
qui engendre, en vertu du théoréme de Taylor, la rela-
tion symbolique générale

(1) flea—B—10)—flr -B)=[f"(r—1).

On en déduit immédiatement la for mule sommatoire de
Maclaurin

(2) f)—fl2)=f(3)- ...--f'(n)= fin--B)— f(B),

qui permet d’effectuer de trés avantageuses transforma-
tions de séries, pourva que I'on ait soin de considérer
toujours des fonctions développables par la formule de
Taylor, sans quoi on serait souvent conduit a des con-
clusions paradoxales. L'emploi de la formule (2) donne
ordinairement lieu a des séries divergentes, qui, cepen-
dant, ne perdent leur convergence qu’a partir d’un cer-

tain terme, de sorte gqu'on peul (') toujours les utiliser

(*) « ... Aujourd’hmr bien s'en faut qu’on approuve l'usage des
séries non convergentes; au contraire, on veut qu’elles soient com-
pletement bannies de Analyse. Mais cette rigueur, juste et raison-
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pour représenter, avee une certaine approximation, les
sommes que on cherche a transformer. On sait que la
recherche du maximum d’approximation a été 'objet de

plusicurs travaux remarquables (*).

2. Une des plus intéressantes applications de la for-
mule (2) est Pévaluation approchée dela série de Lam-
bert (1. Rappelons d’cbord que la formule (1) donne

e Bole__ pBr — 1ot
don ()
w
Rg
m' = eBr— o \ E‘/ 2

ct— V.
1

v tant fa variable enticre dans cette somme et dans toutes
celles qui suivent. On en déduit. par intégration,

w
vt ~ By, e o lm, r2v
C 1 Yoo - 0 — G S - .
| s . 1
ot | P N (2 u

nable en elle-méme. @ cte mise a une bien dure ¢preuve par la série
de Stirhng. D'une part divergente, comme clle T'est, elle devait, cu
ctlet, étre rejetée: d'autve part, parce quelle est presque indispen-
<ble, elle ne peut point Vétre ... » (Maumstes, Journal de Crelle,
p. 5 IRq7.)

(*) Consulter, pour certains cas particuliers, les recherches de
Limbourg ¢t de Chio, dans les Mémoires des Académies de Bruxelles
et de Turin (18Go et 1870). Voir aussi la thése de M. Bourguet, Sur
le calcul des integrales euleriennes. Du reste. le sujet dont il ’agit,
traite depuis longtemps par Erchinger, d'enc maniére générale, a éte
repris par Lagrange, par Malmstén, par Poisson dans le Mémoire :
sur le caleul numerique des integrales définies. et par beaucoup
d"autres. Consulter ausst le travail de Dienger, (eber die Lagrangesche
Summirungsformel (Crelle, p. 795 1846), et celur e Jacobi, De
s legitimo Sormude summator tce Maclauriniana (Crelle, 1. 12,
p.o26d).

(*) Questton résolue par Schlomilch, dans unc lettre adressée a
Liwouville (Journal de Liouvdle. p. 101: 1863).

() Pour sc convainere que ces déductions sont parfaitement légi-
times, consulter notre arvticle @ Principes du calcul sy mbolique
(Mathesis. p. oo 1883,
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On sait, du reste, que la formule (3) en engendre une
infinité d’autres, fort remarquables. Par exemple, le

simple changement de x en = v—l donne

3

x x
5 —cot — = cos(Br)y=1- E(—l)", 5 X2V,
2 2 ’).v)
1

Ensuite, en tenant compte des identités
T R
col — -— cota = cosecwr, cotr ——2coter = lang.r,
2

on obtient

x = B.,
6 - = __2 — ) ( 92V — 2v 2v,
(6) Ginz = (—1)(2 2)(2\))31 ,
1
- Bay
(7) langm:)(—l)v '4'(44~~1)(——\; N x2yo 1y

3. Cela posé, appliquons la formule (2) ala série dont
le terme général est

f' ) 1 o | 1 d B
n)— — — ———— |l0g — (fmodax <_¥§).
( n f—a O >
Nous obtenons immédiatement
S‘ v loe oo B | B
<—_T; o8 —' =R T T 8 T

En particulier, pour o = o, nous trouvons la formule
connue

n

O !
z;—log(ng—B)——logB—(‘—r—lorvn——~_2 zv
1

1

ou C désigne 1a constante d’Euler, 0,5772..., sym-
boliquement représentée par — log B. Soustrayons
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membre & membre les deux derniéres égalités. puis fai-
sons croitre 2 indéfiniment, en posant x = e~¢. Il vient

®©

— Bt
E v G—logt 1 log Bie

1—av t t eBl
1

ou bien, en ayant égard a(4),

@ o

; _ 2

vz _CG—leer 1 N By,
1— ! t i Amd(27)' 2V

1 1

c’est-a-dire

-r 2 a3 T
-+ -+ . — e
1—r 11— x?2 1— 7 1 r
. 1 1 1\? 1\>
G —log log — log — log — log —
4 g log r N S ga‘ [
= eee——— e - — —_— —_— —_— (1)
1 i 14 86400 7620480
log—
>

% Latheoric de la decomposition des fractions 1ation-
nelles monue que, sil’on pose

fla)y=u—ay 1) (—asr) (i —a;x)(1—a,x)

lesnombies ¢ ctant différents entie euy, le coefficient A,

L, est (2)

(r)

de xP, dans le developpement de ;

P+ pri p+1
A alr all

(8) A, =— — - —_— ]
o) s )

O, cnvatu d'une formule d Faler, que Pon sait eta-

() Schdomileh fart ramarquer que cctte formule est curtout avan
tigcuse pour les valcurs do z ties vorsines de Tunite ¢ est a dire
precisament dans Ie cas ou la transformation de Clausen ne pour
rat ctre unpln\vr nwee frut

(*) Vo pu oxemple b Cowrs d Analy s¢ de M Catalan p 3148
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blir élémentairement ('), on peut prendre

ay=+, f(z)sgir‘(_”/;’_),

/ 7:\/;‘
tandis que, d'autre part, 'égalité (6) donne
=Vr _ .
—_— =2 cos(Bn\/z) — co:(zBﬂﬁ);
sin(=y/z)
d’ou
\ (220 — 2) By, 2P

Ap=(—=1) Gp)!
Par suite, la formule (8) devient

(2‘.!/)—1__])32”7:2/1
P U = (=)= L,
—-+.. (—1) p)!

I 1 I 1 220—1 By p w20
() == = == A o A e e, = (— P R
9 i ( p)!

1. — Nowsres v'Eeier.

3. Les nombres d’ FEuler

Ey=1, Ey=—1, E, =5, E,=—61.

Ey=1385, ..., By=E;=E=E =FE=...=o0,
détinis par I’égalité symbolique
(E+1)V+(E—1)=0 (v=1,2,3,4,5,...),
obéissent a la relation symbolique, plus générale,

(10) J(x+E+ 1)+ f(x+E—1) =12 f(x);

(*) La démonstration la plus directe est fournie par la théorie des
fonctions holomorphes (Cours de M. Hermite, p. 70). Au point de
vue de ce qui va suivre, il importe seulement que I'on sache de-
montrer la formule d’Euler sans recourir aux intégralés définies.
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d’ou I’on déduit

(1) f()—fB)+f(5)—....c flan—1)=3| fLE)== f(E+2n)].
Afin d’appliquer cette formule au cas de

xh

f:n)‘—

L+ z2n’

remarquons d’abord que la relation (10) donne, en par-
ticulier,

®
2 ~ E,,
12) — = eBv = - . 2,
(12) et —e ¥ (2v)!
1

Cela étaut, le sccond membre de (11) devient, pour 7 in-
fini et x = ¢e7¢, '

®
I 1 1 E3,

—————— = — - — —— 2V
2(cBl e By 4 4 (2v)! 7
1

hourvu que 1’on ait égard a (12). On a donc
I q 8

xr 3.3 2it- 1

— e e

11— 1 — L —ar2n-l

(’ B II:_EJ'E . (E+2n)x"*‘2"]
1

(91[—])1

-k 1 — rE+2n

Or il est clair, en vertu de (3), que

‘Ez S BoyEqy v,
ebl—jy (2!

D’aprés cela, le second membrc de (13) devient

@

1 I BoyEsy 01 2v—1
L. Z - s
i 2 (2 "‘r

1

2 log —
" T
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lorsque n croit sans limite. Conséquemment,

I (Iof [ 61 (I(( 1\?
— o) Vo —
83\ P 6oiRo\ "

7. 1 vaudrait peut-étre mieux substituer, aux nom-
bres d’Euler, les nombres E définis par I'égalité sym-

bolique
(B (E—1)v= (v =0,1,2,3,4, ...

On trouve, de proche en proche,

a o o I
1‘0'_:[' E :I‘“:LG—].S—...—()Y
DA - D— 3 DL p— iy - D -y

V==, K =16, Ei=—272, Lj=-936,

Ey=1, K

Ces nombres forment, pour ainsi dire, un trait d’'union
ki

entre les séries des nombres B et E. On a, d’une part,

2/:41(.2[14—1___ 1)

DU -

» P

];/)H~

D’autre part, on démoutre sans peine que
E,=—Ar(Ey), I,=Ar(Ej).
Pour arriver a ces résultats, il suffit de remarquer, d'une
maniére générale, que les nombres ¢ et les nombres 3,
définis respectivement par les égalités
(e+1)V+ (e —1)V=2uy, (3 —1)py—Bv=vuy,
sont donnés par les formules symboliques

fp=(E+up,  Bp=(B—u—1y.

Afin de ne pas donner lieu a des malentendus ('), nous

(') Si nous ne nous sommes pas laissé guider par la méme consi-
dération, en cc qui concernc les nombres de Bernoulli, c’est que déja
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continuerons a appeler nombres d’ Euler les nombres E,
tels qu’ils ont été définis en commencant.

8. Remarquons cnfin que, d’aprés un corollaire de
la formule d’Euler, citée au n° 4, il est permis de

prendre, dans (8),
a I ny/x

:(1“'———[)-2, f(‘Z‘):COSTy

tandis que, d’autre part, en vertu des développements
qui précédent, on a

Ex -\
:cos(—;— Ve )

Ty

d’on

_ E,p, [/m\2P
A”_(—‘)p(2p)!<‘7-> ’

La formule (8) devient donc

1 1 1 E 2P
) V=g g o e = (0P o
32¢ »20 72 (2p). (¢

III. — NOMBRES ULTRA-BERNOULLIENS.

9. Les nombres ultra-bernoulliens (') sont définis
par I’égalité symbolique

.

B4+1)V—aBv=y (v=0,7,2,3,4,...),

a étant une constante. On ne retrouve pas, pour @ =1,
les nombres de Bernoulli, parce que la valeur initiale B,

trois définitions (Serret, Lacroix, Lucas) avaient été proposées, pré-
sentant toutes quelque défaut au point de vue de certaines exigences
du calcul symbolique.

(') Ainsi appelés par Trudi (Atti dell’ Accademia di Napoli,
1865).
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difféere nécessairement de By=1. On a, en effet,
(1—a)By=o;
d’ou
#,=0 si azi.

On obtient ensuite, de proche en proche,

a1 a _ da(i+a) .
= S=hay v

o 2a . M_4a(t—'~4a+a2) L.
b=—n—ap TG

Il cst évident que I'égalité de définition est un cas par-
ticulier de I'identité symbolique générale

(15) Str =B —1)—aflz+B)=fllz+1),

qui engendre, a son tour, la formule

sf =32 (2)+33f(3)+...—3*f'(n)

6 ) N -
(16) :,;'lj(n—-r'ﬁ)_./.(ﬂ)‘

z étant '1nverse de a.

10. Soit, par exemple, f/(x) = xP~1. 1l vient
) 1 pte,
1P=lg —op- 152 3p-1358 o nP-lgn
i " .
= » |37 (n—B)r—Br|.

Puis, pour n indéfiniment croissant, ct mod z <1, on
voit que la signification des nombres ultra-bernoulliens
est établic par I'égalité

(17) Bp=—pP-ls+2P-13243p-153—4p 15v . ) (1),

qui pourrait servir a généraliser encore la notion des
nombres %, en supposant que ceux-ci soient des fonc-
tions de la variable continue p. Mais on peut donner, des

(') Ces séries ont été étudiées par M. Catalan, dans le Mémoire :
Sur une suite de polynomes entiers (Académie de Belgique, 1880).
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mémes nombres, une autre interprétation. On déduit,

en effet, de identité (13)

xrer . 53
(18) T =¥ gy,
et — v!

Cette propriété a été prise comme définition par
Trudi (*). L’emploi des imaginaires donne lieu aux dé-
veloppements

(l()) —_— '“‘fffff J— —Z(,_l)v, 2v-t J.T/.

I — 2Q Cosu —+ «? (z/—-—l)

. ® eﬂ
a<inax O
e W 2V ey
(—1) 21,
1 —2dacosr — a? (2v)!

et a une foule d’autres, dont quelques-uns ont une cer-

taine importance en Astronomie. Voicl encore une con-
séquence de I'égalité (18). On a

) = eSleeitn loga —

d’on, en égalant les cocllicients de ¢ dans les développe-
ments des deux membres,

BB —1)(B—).. (B —p+1)
-+

— (—ueipt] A e L 2 L 2 1
(

(1—a)p+! i 2 P

-

Cette formule n’est pas applicable au cas de ¢ =1. On
trouve, du reste, par un procédé analogue,

— 1
B(B—1)(B—2).. (B—p+1)=(—1p+1 L1

P 1

(') I est vrai que les nombres ultra-bernoulhens de Trud: différent
quelque peu des notres. La fonction generale adoptee par Trudi est.

I
en effet, ——— -
I —ac*
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11. Les nombres B sont, en définitive, des fonctions
de z. On a, en particulier,

By(1)=Bp,  By(—1) = (22—1)B,.
La derniére égalité est un cas particulier de la relation
Bp(2)+ Bp(—5) = 208,(32),

que I'on déduit aisément de la formule (17). Parmi tous
les nombres ultra-bernoulliens, ceux qui répondent a
I'hypothése z = -—1 sont tout aussi remarquables que
les nombres de Bernoulli. En les doublant, on obtient
une suite de nombres entiers o, 1, 1, 0, —1, 0, 3, 0,
—17, ..., étroitement liés aux nombres d’Euler; car, a
cause de

rer _ xsi-n 2 eka
er g ’ et — ¢ 7
on a
28— = pel+ir;
d’ou
- plE+I\P 1
B(—1)==(—— .
2\ 2

12. 11 est possible d’exprimer les nombres B, en
fonction de z, sous forme finie. Posons, a cet eflct,

WUy =vr-1, A, = AV(o” ).
La formule (17) devient

Bp(3)
P

= Ug— U3+ U 32 U3BE ...

Or le second membre est symboliquement égal a

1 [ Ay L z A 227,

= = ; -~
1—usz 1— 32— 3A 1—z  {(1—3)? (1—5)8

En conséquence,

zA(oP—1) ;2_&2(01’*1);;3&1(0/14)
J—312 (1 —3)3 7 T(—as)r

i‘n(;):"/’[
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Si, par exemple, z =—1, on trouve

B =P [Mop—*)_Aﬂ(op—lh_awow)__”].
P 0

Top— 22 23 2t

13. Pour une forme donnée de la fonction f, la rela-
tion (16) peut étre considérée comme une généralisation
de (2). Aulieu d’employer la premiére de ces formules,
nous préférons appliquer la formule (2) ala transforma-
tion de certaines séries, plus générales que celle de Lam-
bert. On a

n

(l 1 S ax’ | 1 | 1

0g — —— =log — lo <.

\ 87 ) it 1 —az °1—auxb ST —azt
1

Done, pour n indéfiniment croissant et x = e¢7¢,

C-]

\‘w ax’ 1 lo

i —az’ L BB _g
1

eBt

Or il est facile de voir que

ev 1 O B, 2
log = log — 47— - —.
®ex N Yy

Par conséquent,
@
y axry 2 avry
\ | —ax’ 1— 2
1
7
®

_ 1—a a _? Bay 82y (log i>2v‘1.

1 2(1— @) awd(2v) 2y z
1

v loga I Z (4v—1)B3, 12!
—_ = —_—— —_— ]Og — )
1+ xV 1 1 (2v)lav x



c’est-a-dire

x xr? 23 xt
-+ -+ -+ —+
1+ 1+ 22 1+ a8 I+ ot

4 48 5760 o 20960

On obtiendrait des résultats plus généraux en faisant
usage de la formule (16).

14. Il y a une liaison simple entre deux séries quel-
conques de nombres ultra-bernoulliens. Soit, en effet,
1=—az=0f.Ona

Qs ze e K T p(.r+logi> i) 3
- - Al

X
er—a r—+log— loo
P a_ 4 r—log

uxi

d’ou, en dégalant les coefficients de x? dans les deux
membres,

z\Vv
\W B,v(D) (IOgE.) .

T e p—+v v!
0

'EA

En particulier.

?B,,f— z) >1 (2P —1)B iy

~\V
TP v (logz)v.

(211

C’est ainsi que tout nombre ultra-bernoullien peut étre
représenté au moyen des nombres de Bernoulli, propre-
ment dits.

IV. — NoOMBRES ULTRA-EULERIENS.

15. Les nombres ultra-culériens sont définis par
Pégalité svmbolique

(€ 117 a€—1"=0 (o=1.2,3 0050 ..
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avec la condition initiale €, =1, sauf pour @ = —1.
On a, plus généralement,

(22) floa+€xr1)—afir—€—n=(1—a)f(x);
d’ou lon tire

L
. [ ) ~ E,
(23) T e L S x.

La forme (29) donne, en outre,

S —3f(3)=— 52 f(5)—...F=321 f(an—1)
S(E)F 2 [(€—on)

z étant imverse de a. On en déduit
(24) E (z)=1(1--3 [Pﬁ‘l’t“—’l"l——~l’1‘~
] pt < St Bligpe 23 AT ‘

Au moyen de cette dgalité, on généralise davantage la
notion des nombres d'Euler : il faut supposer, dans ce
but, que les quantités &€ <oient des fonctions des varia-

bles continues p et =,

16. Afin de représenter les nombres ultra-culériens

sous forme finie, soit, pour un instant,
wy,— 9r, A, = AV(oP),

et remarquons que la formule (24) devient, symboli-
quement,

(14 2)u 1=z T+ A
Epiz)= —- —— - = - = -
1+ u?z 3 [+ 3

-—— - 2A A2

<

Fn vertu d'un développement connu, on peut donc
écrire
4
€izi= E (— 1oy 10 coccy=110 AV (oP),
1
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en posant z = cot?f Ainsi

€5 — —c0~20.2(0P)— con0co-30.A2(0r)
— 0520 c0s §8.A3(0P)— cos3 cos50.A%(or)
— cos+0 cos68.A3(0r) ...,

=

En particulier, nous pouvons faire § = 7, ¢t nous
1

trouvons la formule connue (1)
. 1
Lp=— — [2A2 (0P)—2A3(0r)— A+(0P)]
}
1
- [2A8%(0r)— L AT (0P - AB(0P)]
2

1
— = [rar(ory— Al (or ) ~A2¢0P)]~ .
1

- . ., -
17. 11 est utile de considérer Ies nombies € comme

des fonctions de
1—
0wo= —
'

On trouve facilearent

€, = . E,=oipr 83245
ECy=Hru2—1, E, =pow—1802% Gy

€, =6p3— i, €,=7r0p5— 1320 — 620’ — 61

Ces polynomes jouissent de propriétés remarquables,
dout nous parlerons une autre fois. Ici. observons seule-

1 .
ment que le changement de = en - entraine le change-
z

ment de u en — u, ¢t que, par suite,
I
€, <—) —1—1€,(z)

Les ultra-bernoulliens poss¢dent la méme propriete,
pourvu que p différe de I'unité. Cette remarque pourrait

Y Newuvdlles tnnales p o i S8
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servir a transformer les intégrales définies, que l'on
rencontrera plus loin.

18. Il est évident que les nombres € sont des com-
binaisons simples de nombres ultra-bernoulliens; car

(25) @p—i(—z): L_;i-[iﬁp(—\/z)—‘ Bp(\/2>]~
2p Vs
En particulier,

2P (2P —1)B,—2B,(V—1)
pvV—1

On démontre facilement cette autre formule

(26) B (— )= /’_[9:2:_], 3

142 P

E, 1=

qui établit une liaison remarquable, au point de vue du
calcul des différences, entre les systémes des nombres
B et €. On reste parfaitement convaincu de 'extréme
importance de tous ces nombres lorsqu’on cherche a
résoudre certaines questions capitales de I'.1naly se par-
titive ('), que nous nous proposons de traiter a found
dans une prochaine .Vorse.

19. On rencontre les mémes nowmbres dans des ques-
tions d’Astronomice. I.’ascension droite ) du Soleil est
donmée, en fonction de la longitude x, par I’équation

(27) tangy = utanga,

o w =cosw, o étant 'obliquité de I'écliptique. L’équa-

(') I y a, sur le sujet auquel nous faisons allusion, des travaux
de Sylvester, Brioschi. Battaglini, ete. Lisez, dans les At de I'Aca-
démie de Naples (1863). un important Memoire de Trudi, Sur la
partition des nond, e,
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tion (23) se dédouble en

cos.z
cos(€r)= ——
cosiz + p?sin?r
. psina
sin(€r)= - —

cos2y -4 p2sin?r ’
aprés substitution de . \/—1 a . Cela étant, on trouve,
en dérivant (27),

dy o . . L
a_ ————————— == ncosrcos(€.r)+sinrsin(€.r)
dr Costr 4 n2einly

ou bien

(ly H_J,I . , ,'l’—l R
i cos[(€ — )|+ - cos[(€ —n)a].

IYautre part, la formule (22) donnce

ek cos[(€ — x| — ol
2

" cos[(€E+ D] =1.

Par suite,

dv .
— =1+ (w—1)cos[(€ +1)x].
77 = | (e —=n)cos[( )]
Ici nous pouvons introduire les nombres 53, aumoyen
de la formule (26), et nous trouvons, aprés intégra-
tion,

- w
2
f— —_)Y L (o)1,
rEr R S S TGy 27
1

Si I'on ordonnait le second membre par rapport aux
1 PE
. ) y . .,
puissances de tang —» en tenant compte de'égalité (17),

on obtiendrait la formule de Lagrange, exprimant la r¢-
duction a ' équateur.
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. V. (Juillet 1886.) 21
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20. 11 est presque évident que, si on pose

Fouv - ayfiry—a,f(Oa ——a;f(3x)--...,

on a

e

?x 1[?(,‘?)
oy “, o +’n

. ! 2 e 1
(281 L e b T = (1).

[ e trisids

MU

En particulice, si Pon fait f(a) = e™7, en supposant
[t—(—1)7], on peut
exprimer la somme qui figure dans le premier membre

Sll(‘('CSSlVCII]ClI[ a,=—1, a,=

de (), puis ceite somme, dans laquelle on néglige les
termes de rang pair. On parvient ainsi anx relations

B, “wp e
(o) — Ty T
¢ " g Teme
£ 0— 1)
(30 R —

2p o
dont la premicre est la formule de Plana. De méme.

en utilisant Pégalité (14), on obtient

rE w20 (e
(- by, = / — - =
T :
¢ 2 « -

0

21. La formule (30) peut étve généralisée au moyen

de(o1). On trouve

2, (— 3) Tglp 1(0‘\(«'0“')
G0 e 2T / — 08
op ¢ me
9, — 3) m(' Iun:
(30 (— P il el Rt / " d.
ap -1 A = P

1 Cette fonmule est susceptible a etre aeneralisee, et elle devient
alors d'une fecondite extrome. Nous en levone. <ous peu. (I"("qll(‘*
apphications a la 7heor e des nembies
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p étant positif. 8i, dans la derniére formule, on veuat
faire p = o, on doit ajouter § au sccond membre. On
obtient, dans ce cas particulier, Ia formule connue

= et—1 P sin(ol) /
t) P —_—_ .
el — Jyo eTre—e T2

On tire encore, de larelation 25,

VAN cloe s
W=l co -
1 < ' 2
(— 1€, pt - R e,
T . T
V< ) =
¢ ¢ =
e’
e < loo
R L} Mg
2P l\”] —
i < ¢ 9
(=P € (2)— vE = 4
= (e 2
L

Enfin, il est &vident que toutes ces relations sont ren-
fermées dans la formule symbolique générale
sftn— 22 2= 33— ..
I
X sinft N -=loe 3)s
EVACOES / I—»w— -“Jl(l;.

A vy e

dans luquv]]c 0N suppose que AN

soit I'expression svin-
bolique de far). On obtient cette dernicre formule en
portant les valeurs (31) et (32) dans la relation (16), et
en supposant mod z <1, pour n indéfiniment  crois-

sant ().

22. Toutes ces formules pourraient nous fournir fes
valeurs d’unce infinité d'intégrales  definies, plus ou
moins intéressantes. Il sullirait de remplacer les nom-
bres 33 ¢t les nombres € par leurs expressions dans

(") Bien catendu, la fonction f/ doit étre telle que, pour n iy,
znf(n-+ 9) tende vers zero o cela constitiee un ensemble de condi-
tions, G n'est pas toujours verifie
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tous les développements qui précédent. Clest ainsi que
les formules (5) ev (7) donnent

d e??.l‘_ p—‘l?z‘
tangr = . [ ——=do (1),
Jo eny— ¢ TF '

pourvu que lon ticnne compte respectivement des for-
mules (29) et (30). On trouve encore

y 09 - 03X
séexr = mda
e?4e 2

De méme, la formule (19) devient, en y posant

— ot
a=¢e",

et —e—t T 4 69T .
2 / sin(ot)do.

3 —_— =3 e
(34) el ocosr 4+ ¢ ¢ oTP — e~ TR

Cectte intégrale a éié signalée par Poisson (2) : elle
comprend (33) comme cas particulier.

23. Remarquons, cnfin, que la formule (28) donne
naissance a un grand nombre d’autres intégrales défi-
nies. On en déduit, par exemple,

N _ p—z /‘” B o

B, (5)= —=r— =18 (ze29) dw.
P x( ) Pl(z)-o T 14 ) T

De méme,

1+ 3 ”91"'€p(;e—2?)d5'

Cpr(s)= :
p-a(5) T(z).J, e? -+ ze~? :

(') Ces intégrales sont fort connues : on les emploic, habituelle-
ment, pour démontrer la formule de Plana, cn suivant une voie
inverse de celle que nous venons de tracer.

(?) Journal de I'Ecole Polytechnique, \VIII* Cahier, p. 293.
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en particulier,

LTI (), P+ e—? o

Plus généralement, les valeurs des intégrales multi-
ples

® e -
[ / [ or oy o B, (e ¥)dedes ... doy.

o /0 0
» X x© . oL @ )
(30728
/ [ . e lolet gt Pt )d'”,do,..,r{w,,,
2 ; oo @7149, 2n
oo A C? 4+ 307F
on
L= Py Ty T, T = O Yak .. Gp

sont respectivement

B,(3)

(p+a) (e (xs) ... T (xp) 7

RN EANTLER SISy

2

2%. L’application des formules précédentes, aux
suites qui ont pour type la série de Lambert, présente
aussi beaucoup d’intérét, au point de vue de la théorie
des nombres. Ici nous nous bornons a signaler, en pre-
mier licu, la formule

= . G —loglog —
y x : g
| — Y loe L
1 Oﬂ"_
S x
i ® T [ 2 s
+ cO L log — —_—— —_—
* 2 "‘1) 1| e2ng—
olog—
0 ' x

que Pon établit a l'aide des développements du n® 2. On
sait que des résultats de cc genre ont été obtenus par
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divers géométres ('), qui espéraient arriver, par la, a
exprimer analytiquement la loi des nombres premiers.
On a aussi

xr 73 x>
1 L I .
x 2 a3
- - -
[ [l 1
/X o 1
tang ( + log -
loga 1, ! ’“(2 S
S T T .
Jou-t b, AP — |
8

On transforme sans peine ces intégrales en intégrales
doublcs, en faisant usage des premicres formules du

1* 22, On trouve, par exemple,

x x3 xs
[ [+ a2 l——l‘“’
T l
XY — o Y
o
, / T\, ®Y wp A9y
e"——(’ -’) '+(’-’)

25. Nous allons enfin démontrer une autre formule,
comprenant comme cas particuliers les transformations
que M. Catalan a déduites de 'égalité (34). Soit, dans
ce but, a = x”, dans la formule (20). On trouve d’a-

bord

1
log ———
? a Vo — ! i
dnd | — 1 1 2(1 — 2t
ey log~
=

Boy, Byy (2—2) ay—1 -
_.2 (2v)lav (lo"z)ll

AY
1

(') Voir les formules de M. Curtze dans le t. I des dnnali di
Matematica, et les transformations signalées par M. Catalan dan«
ses Recherches sur quelques produits indefinis (p. 120).
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puis, en vertu de la formule de Plana,

®©

D —rn /’“ rrsin(ologa) o
_— — )
i 1— axicos(ologx)—+ 22 e2mp—
log - o e
S x

pourvu que Pon ait égard a laformule (19), dans laquelle
on remplace & par ologz et @ par x". En particulier,
pour =1, o0n trouve la formule de M. Catalan :

i log
2 rv T o
[—u 2 — X l01
1 0o -
Ol.
= rsin(zlog.r) s
—2 > 7o - 100 4 By R
o Iw—),L‘(Oa(": 08X )— 2 Y —



