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APPLICATIONS DES FORMULES GENERALES QUI DONNENT LA
SOLUTISN COMPLETE, EX NOMBRES ENTIERS, DE L'EQUA-
TION HOMOGENE DU SECOND DEGRE CONTENANT UN NOVBRE
QUELCONQUE D'INCOYNLES (');

P M. DESBOVES,

Sil'on représente par I'(X, Y, Z, U, .. Y=o Iéqua-

tion proposée, que on désigne par (), 2, u, .. .)une

H) FPoir Tavticle publie, 3¢ <érie. t. TIT 1 (889,
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solution quelconque de cette équation, puis que I'on
pose
\N=F(r,p.q,s ...),
dN_d\_ _d\_aN

+ = U -

““dﬂ’“d,ﬂ*?@“ s -

on a, comme il a été démontré, la solution compléte, en
nombres entiers, de I’équation proposée, par les for-
mules

X Mr —\r,
\ Y —DMp -\,
() 7 -M¢g N\:

U — M¢ —\u,

On peut d’ailleurs simplifier ces formules, sans les
1endre moins générales, cn faisant nulle 'une des va-
riables r, p, ¢, s, ..., r par exemple, dans M, \ et les
formules (1). Si I'on désigne par M,, N, ce que de-
viennent M, N quand on y fait 7 = o, on aura les nou-
velles formules

\ -—N;r,
Y- Myp -\,
(9) 7. —Myq —N;z,

U —VMys —N\ju.

Des valeurs de p, g, 5, ..., qui correspondent & une
solution connue (X, Y, 7, U, ...), peavent d’ailleurs
s’obtenir par les formules

p - Y —r\,
(3) g—x7 zX.
s —xl —u\X,

Prosirvt I — Zrant donnée Iéquation

(hH N2 hYio dNY =72,
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trouver des formules qui en donnent la solution com-
pléte en nombres entiers.

On a dans ce cas
(5) Ni=bpt—gq?, My=dpzx—+2bpy —2qs.

Or I'équation (4) est évidemment satisfaite en prenant
r=1, y=o0, z==—1. On a donc

M, = (l/)+‘),(].

et alors les formules (2) donnent

‘ N\ = q2— bp2.
(6) « Y =dpr-—apg.
V7 = q2+bp2-—dpq.

Ces formules, a la notation prés, sont identiques aux
formules (5) et (7) du Mémoire sur la résolution de
I'équation

aXm —bhYm—=cln (1.
Sculement, dans le Mémoire cité, on n’avait pas démon-
tré que les formules (3) et (7) donnaient la solution
compléte, en nombres enticrs, de I'équation (4). Clest
du reste ce qu'on aurait vu directement en prenant
p=X+1Z, g=VY.

Remargque. — On satisfait cncore a I'équation (4) en
prenant x = b, y = —d, z=>0. Alors on obtient les
formules suivantes, un peu moins simples que les for-
mules (6),

‘ X =(g*—bp*)b.
Al \ = dg*-—2bpq,
l Z = (q*--bp*+dpq)b.

Prosrive II. — Zrouver la solution compléte, en

(') Vouvelles Annales. 2 série, t. \VIIL: 187q.
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nombres entiers, de l'équation
(8) X2 Y2 = cZ2,

lorsque c est égal & 1 ou a la somme des carres de deux
nombres entiers met n ().

On a
N;y= p*—cq?, My=o2py —a2cqgs.

Sil’on suppose d’abord ¢ = 1, on peut prendre x =1,
y=o0,z=—r1;alorson a

Ny=p2—q? M;= 24,
ct les formules générales donnent
X=p*—g¢ Y=2pg, L=p'+q°.

Remarque. — Si c¢ était égal a un carré m?*, on rem-
placerait ¢Z? par (mZ)?, et 'on serait ramené au cas
précédent.

Supposons maintenant que on ait ¢ = m?>-+ n?,
alors on prendra & = m, y = n, z =1 ct, par suite, on
aura

My=a2pn—a2acq.

En employant les formules générales, on a done

‘Xz(eq?—p?)m,
(9) ' Y = p*n —2cpq + cng?,
\ Z = p? —oanpqg -+ cql.

Remarque. — Pour obtenir toutes les valeurs de
X, Y, Z, en grandeur et en signe, on devra metire les
signes + et — devant les seconds membres des for-
mules précédentes. Il en est de méme pour les for-

(') D’aprés un théoréme de Legendre, les deux cas considérés
sont les seuls dans lesquels I'équation (8) peut étre résolue.
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mules (6). Seulement alors il faut prendre ensemble
les deux signes -+ ou les deux signes — devant les se-
conds membres des deux premiéres formules.
Soit, comme exemple numérique, I'équation
(10) \2 — Y2=1022.
Le nombre 10 ctant égal 432+ 12, on a une premiere
solution (3, 1, 1). Alors les formules (9) deviennent
N =3(1ogq2--p),
Y — p2 opg  1ogq?,
L=p—opg - >q*.
Faisons-y, par excmple, p =1, ¢ — 1, on obtient la
solution (27, 31, 13). S5i Pon avait fait p =1, ¢ =1,
on aurait retrouvé la solution initiale (3, 1, 1),

Prosrrwt M. — Zyouver la solution compléte de
Uéquation
(11) a2 —0Y?2  JdN\Y = (L2,

lorsqu’on a
(12) « a—+b —-d

1l suffit de fairc &« =) = z =1 et de changer ¢ en
— ¢ dans les formules (3) de Particle déja cité. On a
ainsi

\ — — bp2--cq2,
(13) Y b —d\p2—cqi—Hrepg,
Z——bpr—cq>—(d —2bpq.

La remarque relative aux signes des seconds membres
qui a été faite a la suite du probleme précédent est en-
core ici applicable.

On peut remplacer les formules (13) par des for-
mules qui s'en déduisent, en y changeant p en — ¢p.
La généralité des formules n’cn est pas d’ailleurs dimi-
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nuée, puisque si, dans les nouvelles formules, on rem-
place ¢ par —cq, on a les mémes valeurs de X, Y, Z,
abstraction faite des facteurs communs, qu'en prenant
p et g dans les formules (13). Les nouvelles formules
nous seront trés utiles dans la résolution des équations
biquadratiques.

On a d’abord, en divisant par ¢ les seconds membres
des équations (13), apreés y avoir changé p en —cp,

N\ g bep?
Y (b- d)ypre-gqr—rpgq.
l —bp—q2— (20 dpy.

puis, si l'on compléte les carrés de g = p et g + bp el
quon remplace b+ d—c¢, ¢ — b 1espectivement par

—a, a+ d, il vient, en tenant compte des sigues,

[\ - (g  bep),
(i) Y= (g —ep)—acp?],
Z ltg Opr—-+obla—dip*—dpq],

les signes supéricurs élant pris ensemble ainsi que les
signes inférieurs dans les deux premiéres formules.

Prosrivr 1V. — Trouver la solution compléte, en
nombres entier s, de l'equation

(15) N2 N2 Z2— 12 (1
On obtient
N pibgi—si My=oapy —oqs -osu,
etsilon prenda =2,y =2, c=1,u=3,0na

My=o0p—qg - 3s).

11y Vou les Nougelles dnnales p o vin et v 187
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Les formules (2) donnent alors

X — —a(pr+q2—s2),

Y=op(op-+q—3s)—2(p>+q*—s?),
Z=oaq(2p-+qg—3s)— (p* +q2—s?),
U=2s(2p—+q-—3s)=3(p*+¢g*—s?).

Si maintenant on effectue les calculs indiqués, on voit
(qu’on a la solution compléte du probléme proposé au
moyen de Pidentité

[2(p*+ g2 — s?) |+ [2[(p— 5)*— g2+ p(g — $)I|
(16) —[(g—s)P—p*+4q(p—s)?
= ;3[(1)—s)2—'.—q?]+25(p—q)$7.

On a d’ailleurs par les formules (3)
(17) p=2Y—=X), g¢g=22-—X, s=U-—3X,

(X, Y, Z, U) représentant une solution donnée dans la-
quelle X, Y, Z, U ont les signes ==. Veut-on, par
exemple, retrouver la solution initiale (2, 2,1, 3), onne
prendra pas tous les nombres 2, 2, 1, 3 avec le signe +,
car on trouvcerait la solution illusoire (o, 0, 0, 0). Mais,
si'onprend X =— 2, Y=12,Z =1, U= 3, on repro-
duira la solution donnéc en faisant p = 2, ¢ =1, s = 3.
Soit maintenant la solution (2, 3, 6, 7), on aura

’

p=1, ¢g-=95, s=1 ou p=3 g=7, S$=I0,

On trouvera d’une maniére semblable les valeurs de
Ps ¢, s correspondant aux solutions (23, 14, 2, 27),
(53, 34, 2, 63), (36, 200, 27, 203), ..., auxquelles
M. Catalan est arrivé de différentes maniéres.

Géneralisation. — On peut se proposer plus généra-
lement de trouver toutes les solutions de I'équation
"2

P Y2 L= (X2 324 i) U
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le nombre des inconnues dans le premier membre étant
quelconque et z, 3, v, ... étant des nombres entiers
donnés en méme ncmbre que ces inconnues. On par-
tira alors de la solution initiale (a, 3, v, ..., 1) et 'on
appliquera les formules (2).



