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DETERMINATION DES SYSTEMES DE CARTES DE GEOGRAPHIE
DANS LESQUELS TOUS LES CERCLES DE LA SPHERE SONT
REPRESENTES PAR DES CERCLES ;

P M. M. DU CHATENET.

Le cerele estla plus intéressante de toutes les courbes
que I'on peut tracer sur une sphére; on a trés souvent
besoin de le représenter sur une carte, soit pour figurer
les paralléles, soit pour exécuter diverses constructions
graphiques. Il seradonc avantageux d’avoir des systémes



(169 )

de cartes dans lesquels un cercle quelconque de la
sphere sera représenté par une courbe simple et facile
a décrire, avecla régle et le compas. Comme on ne peut
concevoir de cartes telles que tous les petits cercles
solent transformés suivant des droites, nous cherche-
rons quelles sont celles qui permettent de les repré-
senter par des cercles.

Pour fixer sur le plan de la carte la position d’un
point de la sphere déterminé par sa longitude « ct sa
latitude %, nous adopterons les coordonnées rectilignes
ordinaires xr, y et nous poserons

w=a+yy—i, p=a—yy—1.

Soient X, Y, Z les coordonnées d’un point de la sphére
en prenant Paxe des poles pour axe des Z, et I'équateur
pour plandes XY. Les équations d’un cercle seront celle
de la sphére et celle d’un plan quelconque. On aura son
équation sphérique en prenant pour unité le rayon de la
sphére ct remplacant XYZ en fonction de « et A,

X = cos A cosa, Y = cos A sinz, 7 =sinA.
[’équation générale des cercles sera donc
sin A --(\ cosz = Bsina)cosh — C = o,

ce qui peut aussi s’éerire comme 1l suit

\

1 /% .
2 tang - (T) —)\)(A cosa — Bsina)

PR G — C+1-—=o0.
—(C — 1 tang 2(9 )\> C—+1-=¢

\

Nous poserons, pour la commodité du calcul,
1 ™~ _ .
p = tang- <‘— -- )\> (cosz— y/—1sinz),
2 2

1T/ 7 <O = .
r]::tan;:—(g——/l)(ro<7< \/—lblll’l).
2 2
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L’équation sphérique des cercles deviendra alors de
la forme
(1) pg—~Pp+-Qg+H=o.

Prenons son équation diflérenticlle caractéristique en
considérant ¢ comme variable indépendante.

En cgalant & zéro les trois dérivées suceessives, nous
aurons

dp , dp
P S — — () =
dq 1 dq p—Q=o,
2 P d? ) (lp _
1 dg* ™ ! dg? " T dq T o
dp o dp 3d!p _

dy? dygs 7 dg?

En éliminant P et Q entre ces trois équations, nous
obtenons Péquation différenticlle cherchée

) ,ap d&p ; d2p
) z(/t/ dgs — (11(/)

Slant donmée la position d'un point de la sphére par
ses coordonnées p et ¢, nous pourrons connaitre sa po-
sition sur la carte si nous connaissons les relations

(3) u=1s(p,q) v=%p.q),

qui lient les coordonnées planes aux coordonnées sphé-
riques. Le probleme revient done a déterminer la forme
des fonctions g et 4.
"équation géndrale des cercles sur la carte est
L'éq 8
X222y - Ny — s = o.

Remplagons & ¢t y en fonction de w et vi cette équa-
tion deviendra
(4 e +~Mu—-—\¢—3=o0:
par conséquent l'équaLion suivante

() b Mo - \"IJ~-S:()
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devra étre celle du cercle de la sphére correspondant au
cercle de la carte défini par (4).

Formons son équation diflérenticlle caractéristique
en prenant les trois dérivées successives, ¢ étant consi-
déré comme variable indépendante, nous aurons les trois
équations qui suivent

o — o' Mo’ - N = o,
e — g~ ae' Y+ Mg — N = o,

DY

(;'\’{NI . ['J’?”I — \)Q” .\'{’ - ;(‘f” O’———- '\l O’" I V ¢”, = 0.
En éliminant M et N entre ces trois relations, nous
anrons I'équation diflérenticlle cherchée

(()) 2’.’1"1/’('&’."/”, "&'.!4’"):‘3"'/‘) ?”2 3,,73'.'//2.

[ T

Cette équation ne doit pas diflérer de Péquation ()
caractéristique des cercles de la sphere. Nous exprime-
rons done que les coefticients des équations (2) et (6)
sont proportionnels.

Le développement de P'équation (6) serait extréme-
ment compliqué; mais on peat facilement calculer le

. A N . .
coetficient de & L. Ce sera, aprés réduction,
dgs

?(dl"J ds de (ﬂ)

dq dp =~ dq dp
[(1’9 db (@‘)‘1 N ((/L; dy  do (l"g) dp dy d-;]

& dp\ag) “\ap dg ™ aq @) dq " g 3

\

d3p
dys

Or, dans I'équation (»), Ie cocflicient de est simple-
dp
dq

puissent ¢tre identiques, que Pon ait a la fois

ment 2 —~ . Il faut donc, pour que les relations (2) ct (6)

do dy do dY

= g =
Ces conditions scront satisfaites quand on aura

de dy

dg o 17/)

O.
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En vertu de la symétrie de toutes les formules précé-
dentes, les conditions e — o, % — o e sauraient in-
dp > dp
troduire dans le résultat définitif une solution distincte.

Nous voyons donc ainsi que © ¢t ¢ ne devront chacun .
contenir que 'une des variables. Dés lors le développe -
ment de Véquation (6) devient réalisable. Nous aurons,
en elfet,

',__(lu dp |'_’[_"f.
Y= dp dg’ V=g
o — do d’p . dy <c1p)‘2 v ([_Z'f’
’ dp dg? dp- dg dg?
L 2 2 3]
oo Bp L dp by Y (dpN @
' dp “dy? dp? dq a’q— dp? \ dq dq?

En portant ces valeurs dans (6), 'équation simplifiée
deviendra

dp [dY deN*dsp  [(dY\[ do dis d2o
a’f1<d(1> (75) ?173"’(@) [)’ dp dpr > (dp ) ]( q
N (do) [ dy di.‘p_3(di{,>_:l 3<du> <du ( >
dp | dg dg* \ dq2 dq dp
Les conditions pour que cette équation ne diftére pas
de (2) sont
do d’c "d2o\?
\2 2, @ :3(7‘~z> ’
p dp P

I ay &y dzq,
Ydq dgt T (

Ces équations sont facilement intégrables et ont pour
solution
a'q - b'

Q= U= ey Yy —mp—= 4 .

p—c g +c

cu b ce— 0
P=T v —




On déduit de 1a

ap + 0 g+
2 =utpo= 22 LI

p+c g+c’
2}’\/jl=u—v:(z)_—|\__cb-—-a(llq:cf),
ou
(a+a )R2+(ac'+ca'+ b+ 0" )R cosa ’
o [ —l—(l)’»t—a("——b—a’c)Rsinu/rl+l)c’+rb'_\
e R2+(c +¢')Rcosa—+—y—1(c'—c)Rsina + cc'
(a—a'" )R+ (b—d'c +ac'—b)R cosa
— -&—(aC’—b'——b-t—ac’)Rcinfz\/———-—l+l)(”~ch’]
2y —1=

R2-+(c+ ¢')Rcosa—+y/—i1(c'"— ¢)Rsina+ cc' '

on posant

1 /™ N
R=tang- (- —2%)-
Py \ 2

Pour que le probléme ait une solution, il faut que les
valeurs de @ et y soient réelles.

Pour que x soit réel, il faut les conditions
c=2c, b'+—ac'—b—a'c=o.
Pour que y soit réel, il faut avoir
a=a, b—a'c+ac—0b=o, be'— b’ = o.
Ces diverses conditions se réduisent a

a = a’, b = b', c=c

Les formules précédemment obtenues se simplifient
donc et deviennent

-

(8) u:(w, p:a—(l———f,
pP—c q-—c

_eu—b _ev—b

(9) pP=—4—> T a—v’

aR24-(b+ac)Rcosa+ be

(r0) 2= R2+-2¢R cosa -+ ¢2

. _(ac—=20b)Rsina
’ V= R acRcosa—+ ¢t
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Les formules (10) pourront donc servir pratiquement
a fixer sur la carte un point de la sphére connu par sa
longitude et sa latitude et donnent la solution générale
du probléme que nous nous sommes posé.

IFFormons les équations qui représentent sur la carte
les paralleles ct les méridiens de la sphére, ¢’est-a-dire
son canevas géographique.

Nous obtiendrons I'équation des paralléles sur la
carte en multipliant I'aue par autre les relations (¢)

tang? ! (E _.;\> _teu—b)(ee —b)

2\ 9 (a—u)la -g¢)
ou

1 /= \ cr —b)p—c21?
(1) tang?— ——).):‘(— )) —

2\ v (r—a)=-y?

Nous obticndrons 'équation des méridiens sur la
carte, en divisant une par Vautre ces mémes rela-
tions (),

cosx V/—ising (eu —b)(a —¢)
cosg -y —1sina (e — b))t --u)
ou

WOy enxr yXy—iae 2= bye (b - ac)y covn—ab = o.
Les ¢équations (11) et (12), d’aprés la nature méme
de laquestion, représentent des cercles.
L’¢quation (11) montre que les divers cereles de lati-
tude sont figurés par des cercles ayant leur centre sur

une méme droite, Paxe des . Lorsque % = ‘; » 'équation

du cerele représente un point figurant le pole terrestre

, b
dont les coordonnées seront a = ~1 ) =o. Quand
- T .. . ’ . .
h=— = I'équation (11) donne un cercle réduit 4 un

point .x = a, 3 = o, figurant Pautre pole. Les centres
des paralleles sur la carte se trouvent done sur la
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droite joignant les points qui représentent les poles ter-
restres.
Pour avoir I'équation de ’équateur, il suffira dans (11)
de faire % = o, ce qui donne

(13 (1t—c) (22 —y)+2(bc—a)r +a2—b2=o.

Lorsque ¢ =1, I'équateur se réduira a une droite.

Lorsque ¢ = o, les paralléles sont figuréds sur la carte
par des cercles concentriques et le centre commun sera
la représentation de 1'un des poles.

L’équation (12) des méridiens montre, ainsi qu’on
pouvait le prévoir, que les cercles qui les représentent
ont tous deux points commuus, les poles, ct par consé-
quent leurs centres sur la perpendiculaire menée par le
milicu de laligne des poles. Lorsque ¢ = o, ¢’est-a-dire
lorsque les paralléles forment des cercles concentriques,
les méridiens forment sur la carte des droites issues de
Pun des poles.

Lagrangc a montré que, dans tout systéme de cartes
ou les angles sont conservés en vraie grandeur, les coor-
données d’un point de la carte sont

(h)  r=f(p)—filg)y ¥y =V=1l/i(q)—=[(p)).
Or on peut déduire des équations (8)
& . _I,(,_"]__l) . g/)-'—/)“)’

2\ g—c p—c

‘y;—Vl:T;(ﬁv_ilf np—l;).

(15)

q-—-—c 7 —c

Ces formules rentrent dans la famille des précé-
dentes. On peut donc dire que. lorsque tout cerele de la
sphére est représenté par un cercle, les angles sont con-
servés.

On peut donner aux formules (10) une forme p]us
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simple en prenant pour origine des coordonnées un point
de Paxe des X, tel que le cocfficient de R au numérateur
. ac—b
de x devienne nul. En posant m =—= —, - »Onaura, dans
ce cas,

m(R2— ¢2) amcR sina
F— .
: R2+2¢R cosa+ ¢2

(16)

= N
R2— a2¢Rcosa—+ ¢?

On sait que la projection st(‘réographiqu.e jouit de la
propriélé qui fait 'objet de cette étude. Si I'on ap-
pelle / la latitude de ) extrémité du diamétre passant
par le point de vue, les formules donnant la position
d’un point sur la carte, ainsi qu'on peut le démontrer
géométriquement par une 1echerche directe, seront

"o R2(1—«<in/)y— (1 - «inl)
cosl Ri(x—sinl)—~2Rcoslcoca+1+sinl’

r =

o snReina
Y= RIG winl) 2R coed comg 1 —<in?

Pour que ces formules soient identiques aux précé-
cosl

. . n
dentes, il faut etil suffit que m = —, ¢ = par
cos!

T—sinl’

conséquent a des valears quelconques de m et de ¢ cor-

respondront des valeurs bien déterminées de 2 et [.
Nous pouvons done maintenant énoncer le théoréme

suivant :

Parmi tous les systemes qui peuvent servur a repré-
senter sur un plan les figures tracées sur une sphére,
la projection stéréographique est le seul dans lequel
un cercle quelconque de la sphére sera représenté par

un cercle.



