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SIR L'EMPLOI DES COORDONNÉES INTRINSÈQUES;
PAR M. ERNEST GESARO.

1. La position d'un point M sur une ligne est dé-
terminée par Tare s qui le sépare d'un point fixe de la
courbe : la nature de celle-ci, au point considéré, est
définie par les rayons de courbure p et /'. Abstraction
faite de sa position dans l'espace, la courbe peut donc
cHre représentée par deux relations [équations intrin-



( )
sèr/ues) entre les variables s, o, /• (coordonnées intrin-
sèques). 11 est clair qu'il n'en faut pas davantage pour
l'étude des propriétés intimes d'une ligne ; mais il y a
plus : nous allons montrer, en eil'et, et c'est là le but
principal de cet article, que, par le simple emploi des
coordonnées intrinsèques, on passe aisément de l'étude
des faits inhérents à la courbe à celle des faits e.rté-

2. Au point M prenons comme axes la tangente, la
hinorniale et la normale principale y et supposons que
les coordonnées .r, y, z d'un point P soient données en
fonction de s. On démontre facilement que, lorsqu'on
passe de M au point illuminent voisin, ces coordonnées
subissent, relativement aux axes primitifs, les variations

ô\r = d.r — ds,
p

ov = dr — — ds.

J)e même, si A, a, V sont les cosinus directeurs d'une
droite cpielconque, relativement au même trièdre, on a

oX = d\ ds,

( ou. = d<j. ds,
r

h — ) ds.
? J

— )

Les formules (1) et (Ï), quoique très simples et faciles
à établir, sont d'une importance extreme; elles consti-
tuent, h elles seules, la base d'une nouvelle théorie des
lig?ies et des surfaces.



3. Point, fixe. — Pour exprimer que le point P est

iixe dans l'espace, on doit écrire, en vertu de (i),

c\\ dr z~° dy z dz lx , y\
ds p ds r as \ p /• /

Direction fixe. — De même, les conditions néces-

saires et suffisantes pour que la direction (À, U, V) soit

invariable sont

(II v d\x v (h : X
/ ds p ds r ds x p

Droite fixe. — Pour exprimer qu'une droite est fixe,

il faut, aux conditions d'invariabilité de sa direction,

joindre celles de fixité de l'un de ses points.

Plan fixe. — Le plan perpendiculaire à la direction
()v, ;J., v), situé à la distance p de M, sera fixe si aux
conditions (zp on joint la suivante1 :

dp
( ) ) -~- = — A,ds

que l'on obtient, soit par des considérations géométriques

directes, soit en diflérentiant l'équation du plan et en

tenant compte des formules (3) et (/{)•

ii. Maintenant nous pomons chercher la condition

nécessaire et suffisante pour qu'une ligne appartienne à

une surface donnée : cette condition est, en quelque

sorte, l'équation intrinsèque différentielle de la surface

considérée. Si, par exemple. Ja surface est une sphère

de rayon R, il doit exister un point fixe P, dont les coor-

données vérifient constamment l'équation

a* H-J2 -{ -£2= R2.

En ayant égard aux formules (3), trois dérivations
consécutives de cette équation montrent que les coor-
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données du centre P sont nécessairement

( G ) ./' = o, y = — r -.- > z = p.

Conséquemment, la condition cliercliée est

(7)

En d'autre termes, 6 étant une variable arbitraire, les
lignes spliériques sont caractérisées par les équations

/«=/'(8), p -= HcosO.

11 est évident, d'ailleurs, que Q représente l'angle des
normales à la courbe et à la surface.

5. On sait que, pour toute courbe, les valeurs (6)
son! les coordonnées des points de l'arête de rebrousse-
nient de la .surface polaire. Il en résulte que, pour les
lignes spliériques, la surface polaire est un cône : cela est
évident. .Mais on peut se poser la question en sens in-
serse et sous une autre forme en se demandant : quelles
sont les lignes dont le plan normal passe jfar un point
fixe? L'équation du plan normal est x = o : on obtient,
par dérivation, z = p. Deux autres dérivations donnent
successivement

•-—r-? ?- ' —(r^\ - o

Or, si l'on intègre la dernière relation, on obtient
l'équation (7), et celle-ci exprime que le point M se
trouve à une distance constante d'un point ûxe. Les
lignes spliériques sont donc les seules qui jouissent de
la propriété demandée.

0. Est-il possible de tracer une hélice sur une sphère?



On doit avoir /• = mp, et. par suite, d'après (8),

s = mR <;in9. r = m R cosO, p — R cosO.

Les équations intrinsèques de la ligne cherchée sont
donc

(9 ) r = mp, p2H = H2.

La dernière équation nous montre que, dans le déve-
loppement de la surface des tangentes à l'hélice, cette
courbe se transforme en une ligne cvcloidale, à savoir
une epic} cloïde ou une /r) J)OCÎ cloïde suivant que l'angle
constant 3, SOUS lequel l'hélice rencontre les généra-
trices du cjlindre, est plus grand ou plus petit que 45°.
Lorsque 3 = 4-)% l'hélice se transfoi me en une c) clo'ide.
Quant à la section droite du cylindre, on sait que son
équation s'obtient en remplaçant s et p respectivement

par-r1—et . ', dans la deuxième égalité (o), ce quis 0
-— et -r-H

s i n o «si n*2 9

doniK

1 -4- m1 ~~ ' 1 — m11

Le cvlindre est donc toujours à base épicj cloïdalc.
Le diamètre du cercle directeur est II tangua pour la
transformée de l'hélice : il est égal à ^\\ cosç> pour la
section droite du cylindre.

7. L'axe du cylindre est la parallèle menée par le
centre de la sphère à la droite rectifiante ; les parallèles
menées par le même centre à la tangente, à la binor-
male, à la normale principale, font les angles constants
cp, 90° — <p, 90°, a\eccet axe, et, par suite, elles décrivent
deux cônes circulaires et un plan. En d'autres termes,
les indicatrices sphëriques des trois droites principales
de l'hélice sont deux pelits cercles et un grand cercle.



( '32 )

Dès lors, il est aisé de concevoir une génération simple
de la courbe. Eu eiïet, le plan normal se meut en enve-
loppant un cône circulaire (le cône des binormales) et
il coupe la sphère suivant un grand cercle, qui contient
nécessairement le point M de la courbe. Or, si l'on ob-
serve que, d'après les formules (8) , la variation rfÔ de
l'angle, que le rayon passant par M fait avec la normale,
ne difiere pas de l'angle de deux binormales eonsécu-
tives, on voit immédiatement que le point INI est fixe sur
le grand cercle mobile. Conséquemment : les seules hé-
lices possibles sur une sphère sont les courbes décrites
par les points d'un grand cercle, qui se meut en restant
tangent à un petit cercle. Il est évident que Ton peut
aussi engendrer la courbe en faisant rouler, sans glisse-

a nient, un cylindre circulaire, de rayon a, sur un autre
cylindre circulaire, de rayon b : les points d'une géné-
ratrice lixe du cylindre mobile, qui restent à la distance
la-^-b d'un poiut de l'axe, décrivent la courbe de-
mandée.

8. Passage aux coordonnées extrinsèques. —••
Prenons comme axes des X et des Y deux diamètres de
la sphère, perpendiculaires entre eux et situés dans le
plan de base du cylindre épicycloïdal-, comptons les Z
sur l'axe de ce cylindre. Puisque les cosinus directeurs
de l'axe des Z sont coscs^ sins, o, il est clair que Ton a

Z = ^ cos o -T-y sincp,

où Ton doit remplacer x et y par les coordonnées du
centre. Par conséquent,

( io ) Z = R «inO sin cp.

Cherchons, maintenant, la distance p de M à un plan
fixe, passant par l'axe du cylindre-, elle est donnée par
l'expression \x -t- \ij -4-v~. où .r, 1 , z sont les coor-



données du centre, de sorte que
C i l ) p — R(|AsinQ + v cosO).

En outre, la direction (X, [JL, V) doit être perpendicu-
laire à l'axe du cylindre, et, par suite, on peut poser

X=—sin 3" sino, JJL = sin 3" cos o, v = cos3",
où l'on détermine S" facilement par la troisième condi-
tion (4). On trouve

?J = h const.
coscp

Chaque valeur de la constante correspond à un plan
particulier : si Ton veut considérer deux plans perpen-
diculaires, il est aisé de voir qu'il faut prendre deux
constantes différant de - • On obtient ainsi les énua-

'2 i

tions
X = R ( cos 0 cos h cos © sin O sin —

Y = R ( — cos 6 sin \- cos es sinO cos
\ coso • cosç

Eu y joignant l'équation (io),on trouve, par élimina-
tion de 8, les équations ordinaires de la courbe.

9. On est amené à la considération des mêmes courbes
lorsqu'on étudie les développantes spliériques des
lignes spliériques, c'est-à-diie les courbes décrites par
les poin 1 s d'un grand cercle, qui se meut en restant
tangent à \me courbe quelconque, donnée sur la sphère.
Soit (M) cette courbe : relati\ement au trièdre principal
de (M), les coordonnées des points 3I0 de la dévelop-
pante sont

x — — R sin .- ,

y = R / i — cos — j sin 0.

ob



Les formules (i) donnent

or oy . s . , oz . s ««in2 6
—r- = o , — — s i n — s i n Q , -y- = — b in — —
<:/$ <:/<> R ds R cosô

Par suite, le rapport des vitesses de Mo et M et les
cosinus directeurs de la tangente à (Mo) sont

(12) - ~ = sin — tan^6, a = o, 6 = — cos6, c — <«inô.

Ainsi, la tangente à (Mo) est perpendiculaire au grand
cercle MM0. En d'autres termes, (Mo) est une trajectoire
orthogonale des grands cercles tangents à (M). JJ'aprôs
les formules (,2),

ou sinO 0/̂  oc
ds p ds ~~ ' ds ~~

11 en résulte que la normale à (Mo ) est parallèle à la
tangente à (M), et, par suite, la binormale est parallèle
au rayon passant par M, de sorte que (M) est 1 indica-
trice des binormales de (Mo). En outre,

Eniin, puisque l'angle de deux normales consécutives
de (Mo) est égal à l'angle de contingence de (M), on a,
en vertu du théorème de Lancret,

d'où

( i i ) Vo — H sin— tango .
n

Les formules (12), ( 13 ), ( 14 ) permettent de chercher
(Mo), connaissant (M). Du reste, ces formules peuvent
être résumées en une seule



D'après (i3) et (14)5011 voit que Lang G représente, en
valeur absolue, le rapport des courbures de (Mo). Par
conséquent, pour que (Mo) soit une hélice, il faut et il
suffit que 6 soit constant, c'est-à-dire que (M) soit un
cercle. Donc : les hélices sphèriques sont les dévelop-
pantes des cercles de la sphère.

10. Nous avons dit que tangG représente le rapport des
courbures de la ligne (JM0). On en déduit immédiate-
ment que la droite rectifiante de (Mo) est parallèle à la
binormale de (M). L'arête de rebroussement (M<) de
la surface rectifiante de (Mo) a donc sa tangente et sa
binormale respectivement parallèles à la binormale et à
la tangente de (M), aux points correspondants, d'où il
résulte que le rapport des courbures de (M, ) est inverse
du rapport analogue de (M); par conséquent, si {M{)
est une hélice, (M) aussi est une hélice, et réciproque-
ment. Cela étant, si l'on veut que (_M0) soit une géodé-
sique d'hélicoide développable, il faut et il suffit que
(JVIj ) soit une hélice, et, par suite, qu'il en soit de menu;
de (M). 11 faut, en d'autres termes, que (Mo) soit une
développante sphérique d'hélice sphérique, comme Ta
fait remarquer M. Pirondini (* ). Donc : les seules lignes
.sphèriques, possibles comme géodêsiques sur des héli-
coïdes développables, sont les deuxièmes développantes
sphèriques des cercles de la sphère.

11. Loxodromies. — Soit (A, a, v) la direction des
perpendiculaires au plan de Téquateur. La tangen le au
méridien passant par M est perpendiculaiie au rayon,
et, d'autre part, elle doit faire l'angle constant i> avec
la tangente à la courbe : il en résulte que ses cosinus

( ' ) Journal de Battaglinl, p. 229: iWt.



directeurs sont

cosd*, sin^cosO. *—sin< ŝinO.

D'ailleurs, cette tangente doit rencontrer le diamètre,
dont la direction est (),, [J., V). Cela exige que Ton ait

j A COS 6 O

[x Hn6 cosO sinO

v — sin^ siri 0 cosO
c'est-à-dire

À tang1-]; = \x cosO — v sinO.

On trouve, par dérivation,

v tan^^ = A sinO,
et, par suite,

À !*
imb cos6 cos>0 i — cos2<Lcos20

(«5) j .
cos2ó si il O cos O J { cos2 4̂  cos20

Une nouvelle dérivation donne facilement, au sigue
près,

R / 1 a n sr 0 \
s = ^ j arc tano- / —.-?— j ;

puis

/• = i l? i iV_ , p = H cosO.
I — c o s 2 y COS2U

II faudrait éliminer 9 entre ces trois relations pour
avoir les équations intrinsèques de la loxodromie.

12. Les formules (i5) sont susceptibles d'autres ap-
plications. Ainsi, en les utilisant dans ( n ) , on trouve
d'abord que la distance de M au plan de Téquateur
est

RsinO
v/i — cos2 ^ cos2 6

D'autre part, si >^est la latitude du point M, la même



distance est égale à Rsin^. 11 en résulte

Dès lors, les équations intrinsèques de la loxodromie
peuvent être mises sous cette autre forme

y/i —

La première de ces équations est évidente, llemar-
quons encore que les coordonnées polaires de la pro-
jection de xM sur le plan de l'équateur sont données par
les égalitéséga

^' ds

On en déduit aisément

f,Üd COt ti» _T_ g—(fi tOt '1/

Telle est l'équation de la projection equatoriale de la
loxodromie.

13, Les exemples traités suflisent pour montrer toute
l'efficacité de cette méthode, qui est susceptible, d'ail-
leurs, des applications les plus variées. En nous bornant
h celles qui concernent la recherche des équations in-
trinsèques différentielles des surfaces, nous allons in-
diquer succinctement comment on pourrait traiter
quelques autres cas particulier. En général, après avoir
mis le problème en équation, moyennant une propriété
caractéristique de la suiface, on diiïérentie l'équa-
tion obtenue, autant de fois qu'il le faut pour en éli-



miner les variables auxiliaires introduites, et Ton ar-

rive ainsi au résultat voulu. Par exemple, pour le cône de

révolution, il doit exister un point fixe P (coordonnées

x,y, z), et une direction invariable (cosinus \ [A, v),

telles que la droite JMP fasse un angle constant 0 avec

cette direction. L'équation du problème est donc

\x -+- \xy -\- vz =• u cosO, où u2 = x--\-y~-\- z'2.

Trois dérivations consécutives donnent

X jx v cosO

z r2 -4- z2 ~ y1 -h z'1 ~ a
Y -h ? — : Z — p r

On en déduit

Telle est l'expression du rayon de courbure d'une

ligne quelconque, tracée sur un cône de révolution, en

fonction des distances du sommet au plan normal, au

plan oscillateur et au plan rectifiant. Trois nouvelles

dérivations permettent d'éliminer ces distances et de

trouver l'équation différentielle demandée; il suilira d'y

supposer/• infini, pour avoir l'équation diiîérentielle des

coniques.

14. De même, pour le ci lindre de révolution, on

exprimera que la distance de M à une droite fixe est une

constante R. On a d'abord

.T2-i~v2H-^2 — p2 = R2 ou p = A x -r- \xy -f- v z ;

puis, par dérivation,

.r = lp,

y = \xp -f- ) Àv /• — (i — 1- )r -f y
fis



Ces relations, multipliées respectivement par À, ut., v
et additionnées, donnent

do

Deux autres dérivations suffisent pour éliminer A, JJL, v.
On arrive autrement à ce résultat, en exprimant que la
projection de la courbe sur un plan fixe est un cercle :
c'est même celle-ci la voie à suivre lorsqu'il s'agit d'un
cylindre quelconque. Les coordonnées de la projection
Mo de M, sur un plan fixe, sont

D'après les formules fondamentales, on a

ds ds l ds

par conséquent, l'élément de la ligne (JM0) et les cosinus
directeurs d(î la tangente à cette ligne sont donnés par
les égalités

ds '

(16)

a = \/ 1 — J

b= —
Xj*

/7--Ï*9

Cela étant, ou a aussi

oa

~ds

[JLV I OC

~ds
(i-X»)*'

En élevant au carré et en additionnant, on obtient



Si
F (po, So) = °

est l'équation de la section droite, en la diiïërentiant et
en y remplaçant les valeurs (16) et (17), on trouve une
relation contenant les variables auxiliaires )., JJL, V, que
l'on éliminera au moyen de deux nouvelles dillërenlia-
lions. Dans le cas particulier du cylindre de révolution,
il sufiit de diiïërentier (17), en y supposant p0 constant.

lo . Comme dernier exemple, considérons un Iiéli-
colrie gauche à plan directeur. Vn point M de cette
surface étant projeté en N, sur l'axe directeur, on doit
prendre sur JNJYI une longueur ]\P constante et exprimer
que le lieu décrit par le point P est à ilexion cl lorsion
constantes. Nous suivrons une autre voie : to étant l'angle
de MiN avec un plan fixe, passant par l'axe, et p la di-
stance de JN à un point Q, fixe sur l'axe, nous exprime-
rons que la longueur p varie proportionnellement à co,
de sorte que

(18 ) dp = a dw.

Or, si JO-)jry z sont les coordonnées du point fixe Q,
et A, |Ji, v les cosinus directeurs de l'axe, nous pouvons,
aux trois premières variables, substituer les coordonnées
de N, à savoir

en observant que , d'après les formules ( 3 ) , (4)->

on a

de _ n r\ ,



Cela étanl, considérons les cosinus directeurs de MJN :

On a, d'après (2) ,

Xv

En élevant au carré et en additionnant, 011 obtient

au signe près; par conséquent, si l'on tient compte de
(5), l'égalité (18) devient

Deux dérivations consécutives donnent

A-pç = - v -

2 X /• / " ~" V ' * 2

En y joignant la relation

nous pouvons déjà éliminer ç, rn Ç, ce qui nous conduit
à l'égalité

'2 Xv r ~ -+- -2 X »JLO -+- 3 C v2 — X2 ) r -+- a

Au moy<'n de deux autres dériv ations, on se débarrasse



( ' 4 2 )
de A, u, v. JNOUS laissons au lecteur le soin d'achever les
calculs, qui ne présentent, d'ailleurs, aucune difficulté.
Bien prochainement, peut-être, nous reviendrons sur
cette féconde méthode de recherches, pour en faire des
applications à la théorie des déi'eloppoïdes et des po~
£/rti/Y?.çspliériques, ainsi qu'à la théorie générale des sur-
faces.


