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SUR L'EMPLOI DES COORDONNEES INTRINSEQUES:
Par M. Erxest CESARO.

1. La position d’'un point M sur une ligne est dé-
terminée par I'arc s qui le sépare d’un point fixe de la
courbe : la nature de celle-ci, au point considéré, est
définie par les rayons de courbure o et 7. Abstraction
faite de sa position dans I’espace, la courbe peut donc
étre représentée par deux relations (équations intrin-
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seques) centre les variables s, g, r (coordonnées intrin-
séques). Il est clair qu’il W’en faut pas davantage pour
Pétude des propriétés intimes d'une ligne; mais il v a
plus : nous allons montrer, c¢n eflet, et c’est 1a le but
principal de cet article, que, par le simple emploi des
coordonnées intrinséques, on passe aisément de I’étude
des faits inhérents a la courbe a celle des faits exté-
rieurs.

2. Au point M prenons comme axes la tangente, la
binormale etla normale principale, et supposons que
les coordonnées ., 3, z d’un point P soient données en
fonction de 5. On démontre facilement que, lorsqu’on
passe de M au point infiniment voisin, ces coordonnées
subissent, relativement aux axes primitifs, les variations
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v
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V
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% p
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De méme, si 4y u, v sont les cosinus directeurs d'une

droite queleconque, relativement au méme triédre, on a

§
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7
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O

(2 ¢ cu=duv— - ds.
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v = dv + <5 -+ —E) ds.
CR
Les formules (1) et (2), quoique trés simples et faciles
a établir, sont d’une importance extréme; clles consti-
tuent, a elles scules, la base d’une nouvelle théorie des
lignes et des surfaces.
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3. Point fixe. — Pour exprimer que le point P est

fixe dans Uespace, on doit écrire, en vertu de (1)

)

dr  z—» dy s ds r 7
(3 - = ’ - = = _— = — —.;_.'_),
ds 0 ds 7 ds ° r )
Direction fixe. — De méme, les conditions néces-

saires et suflisantes pour que la direction (%, w,v) soit
invariable sont

4 dh v dp. v v ( A L
1) ds p’ ds — 1’ ds 5o
Droite fixe. — Pour exprimer qu’une droite est fixe,

il faut. aux conditions d’invariabilité de sa direction,
joindre celles de fixité de 'un de ses points.

Plan fixe. — Le plan perpendiculaire & la direction
(W, u, v), situé a la distance p de M, sera fixe si aux
conditions (4) on joint la suivante :

dp R
ds —

»,

que I'on obtient, soit par des considérations géométriques
directes, soit en diflérentiant 'équation du plan et en
tenant compte des formules (3) et (4).

4. Maintenant nous pouvons chercher la condition
néeessaire et suflisante pour qu’une ligne appartienne a
une surface donnée : cette condition est, ¢n quelque
sorte, I’équation intrinséque diftérentielle de la surface
considérée. Si, par exemple, la surface est une sphére
de rayon R, il doit exister un point fixe P, dont les coor-
données vérifient constamment 1'équation

xr2 ¥4 52 = R

En ayant égard aux formules (3), trois dérivations
consécutives de cette équation montrent que les coor-
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données du centre P sont néeessairement

(0) LS =0, Y =— I —> 3= 5.

v ds i

Conséquemment, la coadition cherchée est

do\2
- . 52 — 2
(7 <'ds>+.v—R.
n d’autre termes, § élant une variable arbitrairve, les
Iiglms sphériques sont caractérisées par les équations

(8) s=f(0), r=["(0), » = Rcos0.

Il est évident, d’ailleurs, que § représente I'angle des
normales a la courbe et a la surface.

5. On sait que, pour toute courbe, les valeurs (6)
sonut les coordonnées des points de 'aréte de rebrousse-
ment de la surface polaire. 11 en résulie que, pourles
lignes sphériques, la surface polaire est un cone : cela est
¢vident. Mais on peuat se poser la question en sens in-
verse et sous une autre forme en se demandant : guelles
sont les lignes dont le plan normal passe jfar un point
fire? L'équation da plan normal est & = o : on obtient,
par dérivation, z = p. Deux autres dérivations donnent
successivement

- ds s d ;\_,
YT rds ds)ﬁ(

Or, si P'on integre la derniére relation, on obtient
Péquation (7), et celle-ci exprime que le point M se
trouve a une distance constante d'un point fixe. Les
lignes sphériques sonut done les scules qui jouissent de
la propriété demandée.

6. Est-il possible de tracer une hélice sur une sphére?
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On doit avoir 7 = mp, ct. par suite, d’aprés (8),
s = mRsinb, r = mR cos0, s = Rco-0.

Les équations intrinséques de la ligne cherchée sont
done

m2

(9) r=mp, 'p?—l- pe = R2.

La derniére équation nous montre que, dans le déve-
loppement de la surface des tangentes a I'hélice, cette
courbe se transforme en une ligne cyclowdale, a savoir
une épicy cloide ouune Iy pocy cloide suivant que'angle
coustant 2, sous lequel T'hélice rencontre les généra-
trices du cylindre, est plus grand ou plus petit que 45°.
Lorsque o = 45°, 'hélice se transforme en une ¢ cloide.
Quant a la section droite da cylindre, on sait que son
¢équation s’obtient en remplacant s et z respectivement

o}
l

yar —— ct dans la deuxiéme égalité { ), ce qui
pPar e anee o \9) 1
: :
donue
Q'_’

m2R N2
SRR L
1+ 172 L-—m?

3

Le cvlindre est donc toujours a base épicycloidale.
Le diamétre du cercle directeur est Riang22 pour la
transformée de I'hélice : il est égal & »R cosw pour fa
section droite du cylindre.

7. L’axe du cylindre est la paralléle menée par le
centre de la sphére a la droite rectifianie; les paralléles
menées par le méme centre a la tangente, a la binor-
male, 4 la normale principale, font les angles constants
©,90° — ©, 90", avec cet axe, et, par suite, elles décrivent
deux cénes circulaires et un plan. En d’autres termes,
les indicatrices sphériques des trois droites principales
de I'hélice sont deux petits cercles et un grand cerele.

»
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Deés lors, il est aisé de concevoir une génération simple
de la courbe. Ea eflet, Ie plan normal se meut en enve-
loppant un c¢éne circulaire (le cone des binormales) ct
il coupe la sphére suivant un grand cercle, qui contient
néceessairement le point M de la courbe. Or, si I'on ob-
serve que, d’apres les formules (8), la variation d de
Pangle, que le rayon passant par M fait avec la normale,
ne differe pas de I'angle de deux binormales eonséeu-
tives, on voit immédiatement que le point M est fixe sur
le grand cercle mobile. Conséquemment : les seules hé-
lices possibles sur une sphére sont les courbes décrites
par les points d’un grand cercle, qui se meut en restant
tangent & un petit cercle. 11 est évident que Pon peut
aussi engendrer la courbe en faisant rouler, sans glisse-
.ment, un cylindre circulaire, de rayon @, sur un antre
cylindre circulaire, de rayon b : les points d'unce géné-
ratrice fixe du eylindre mobile, qui restent a la distance
aa -+ b d'un poiut de laxe, déerivent la courbe de-

mandée.

8. Passage aux coordonnées extrinséques. —-
Prenons comnue axes des X et des Y deux diamétres de
la sphére, perpendiculaires entre cux et situds dans le
plan de base du eylindre épicycloidal; comptons les Z
sur I'axe de ce evlindre. Puisque les cosinus directeurs
de Vaxe des Z sont cosz, sinzg, o, il est clair que 'on a

Z =z cosy+ysing,

ou l'on doit remplacer x eL y par les coordonnées du
centre. Par conséquent.

(10) Z = Rsinfsing.
Cherchons, maintenant, la distance p de M a un plan

Jire, passant par 'axe du cylindre; clle est donnée par
I'expression Ax + @y ~+vz. on ., 1, = sont les coor-
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données du centre, de sorte que .
(11) p = R(usin 4+ cosh).
En outre, la direction (A, @, v) doit étre perpendicu-
laire 4 ’axe du cylindre, ct, par suite, on peut poscr
h=—sinT sing, p=sinTcose, v =rcosT,

ou 'on détermine J facilement par la troisiéme condi-
tion (4). On trouve

~

0
9= -+ const.
cos¢

Chaque valeur de la constante correspond a un plan
particulier : si l'on veut considérer deux plans perpen-
diculaires, il est aisé de voir qu’il faut prendre deux
constantes difiérant de E On obtient ainsi les équa-
tions

. 0 . .0
X = R( c0s0 cos —— 4 coso sinl sm——->,
cO50 ' cose

.0 . 0
Y = R(—- c0sf sin —— 4~ cosesinlcos - — .
\ coso : cose

Eny joignant I'équation (10), on trouve, par élimina-
tion de 0, les équations ordinaires de la courbe.

9. On est amené ala considération des mémes courbes
lorsqu’on  éwndie les développantes sphériques des
lignes sphériques, ¢’est-a-dire les courbes déerites par
les points d’un grand cercle, qui se meut en restant
tangent i une courbe quelconque, donnée sur Ya sphire.
Soit (M) cette courbe : relativement au tricdre principal
de (M), les coordonnées des points M, de la dévelop-

pante sont

$

E b

¥y =R (x — cos ;—{) sin0),

) cosf.,

xr =— Rsin

=R <|—~(u:

=~
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Les formules (1) donuent
~ ~
or (s} . S .
~ 7 — sin = sin®,

T @ R

s <in%0
— 5N = —
R cosh

S

Par suite, le rapport des vitesses de M, et M ct les
cosinus directcurs de la tangente a (M, ) sont

(12) il;’—-sm tangd, a=o0, b=-—cosl, ¢=x=inb.

Ainsi, la tangente a (M,) est perpendiculaire au grand
cercle MM,. En d’autres termes, (Mg ) est une trajectoire
orthogonale des grands cercles tangents a (M). D’aprés
les formules (.2), ’

Sa sinf) sh ce

s o0 AT s
1l en résulte que la normale a (M) est parallele i la
tangente a (M), et, par suite, la binormale est paralléle
au rayon passant par M, de sorte que (M) est Vindica-
trice des binormales de (M,). En outre,

. S
(13) go=— Rsin N

Enfin, puisque angle de deux normales consécutives
de (M,) est égal a I'angle de contingence de (M), on a,
en vertu du théoréme de Lancret,

(/SQ>2 B <(l.s', . (is‘ 2
R < 2o Ty > - 4 )
d’ou

(1y) ro = Rsin—sﬁtangf).

Les formules (12), (13), (14) permetient de chercher
(M, ), connaissant (M). Du reste, ces formules pcuvent
étre résumées en une seule

‘)oz

Z| -

N
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D’apres (13) ct (14), on voit que tangl représente, cn
valeur absolue, le rapport des courbures de (M,). Par
conséquent, pour que (M,) soit une hélice, il faut ét il
suflit que 0 soit constant, c’est-a-dire que (M) soit un
cercle. Donc : les hélices sphériques sont les dévelop-
pantes des cercles de la sphére.

10. Nous avons dit que tang veprésentele rapport des
courbures de la ligne (My). On en déduit immédiate-
ment que la droite rectifiante de (M) est parallele a la
binormale de (M). L’aréte de rebroussement (M) de
la surface rectitiante de (M,) a donc sa tangente ct sa
binormale respectivement paralléles & la binormale ct a
la tangente de (M), aux points correspondants, d’ou il
résulte que le rapport des courbures de (M) est inverse
du rapport analogue de (M); par conséquent, si (M)
est une hélice, (M) aussi est une hélice, et réciproque-
ment. Cela étant, sil’on veut que (M,) soit une géodd-
sique d’hélicorde dévcloppable, il faut ct il suftit que
(M, ) soit unc hélice, et, par suite, qu'il en soit de méme
de (M). Il faut, en d’autres termes, que (M,) soit une
développante sphérique d’hélice sphérique, comme 1'a
fait remarquer M. Pirondini (*). Donc : les seules lignes
sphériques, possibles comme géodésiques sur des héli-
coides développables. sont les deuriémes développantes
sphériques des cercles de la sphére.

11. Loxodromies. — Soit (J, ., v) la direction des
perpendiculaires au plan de I'équateur. La tangente au
méridien passant par M est perpendiculaire au rayon,
ct, d’autre part, elle doit faire 'angle constant 4 avee
latangente a la courbe : il en résulte que ses cosinus

(") Journal de Battaglini, p. 22q: 1885,
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directeurs sont
cosd, sind cos., — sin{ sinf.
IY’ailleurs, cette tangente doit rencontrer fe diamétre,
dont la direction est (%, ., v). Cela exige que 'on ait
| A cosy )
w  sindcosh  sinh | =o.
v -—sindsin0  cosh ‘
¢’est-a-dire
Atangd = wcosh — v sin0.

On trouve, par dérivation,

vtangy = X sin0,
ct, par suite,

A n
S sing cosd cosl e cos?y coszh
(15) v ~ 1
cos2d sinl cosl = Vi—

1 — cos*d cos2l)

Unc nouvelle dérivation donne facilement, au signe

pres, \
R tang
§ = arctang | ——- )3
COSY sy
puis

R tangd
P e sy = Rcos.
1 — cos2d cosh)

Il faudrait éliminer § entre ces trois relations pour
avoir les équations intrinséques de la loxodromie.

12. Les formules (15) sont susceptibles d’autres ap-
plications. Ainsi, en les utilisant dans (1+), on trouve
d’abord qué la distance de M au plan de Péquateur
est

R sin0

P= """
, V11— cos2d cos?h

D’autre part, si £ est lalatitude du point M, la méme
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distance est égale a Rsin ¢ . 1l en résulte

tang0
sind

tang L =

Dés lors, les équations intrinséques de la loxodromie
peuvent étre mises sous cette autre forme

- BL

P k)
cosd

)
_ R cos {

=

24 24’

‘/1—c09 Y s

e R(1— cos2d «in2 )

sy cosd

La premiére de ces équations est ¢vidente. Remar-
(quons encore que les coordonnées polaires de la pro-
jection de M sur le plan de 'équateur sont données par
les égalités

uw=Rcos{, u_j%u = siny.
On en déduit aisément
2R

w= eweoty __ p—w oty :

Telle est 'équation de la projection équatoriale de la
loxodromie.

13, Les exemples traités suflisent pour montrer toute
Pefficacité de cette méthode, qui est susceptible, d’ail-
leurs, des applications les plus variées. En nous bornant
a celles qui concernent la recherche des équations in-
trinséques diflérentielles des surfaces, nous allons in-
diquer succinclement comment on pourrait traiter
quelques autres cas particulicts. En général, aprés avoir
mis le probléme en équation, moyennant une propriété
caractéristique de la suiface, on dillérentie I'équa-
tion obtenue, autant de fois qu’il le faut pour en éli-
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miner les variables auxiliaires introduites, et 'on ar-
rive ainsi au résultat voulu. Par exemple, pour le céne de
révolution, il doit exister un point fixe P (coordonndées
Xy ¥, z), ct une direction invariable (cosinus %, w1, v),
telles que la droite MP fasse un angle constaut § avee
cette direction. L’équation du probléme est done
he + py +v5 = ucos, ou W= 2+ y?+4 32
Trois dérivalions conséculives donnent
P2 i v cosh

yi+32 T
AN S e
v u?

u

On en déduit

ww

p= (r—e— }72%3) ytangl.

Lelle est Uexpression du rayon de courbure d’une
ligne que]couque, tracée sur un cone de révolution, en
fouction des distances du sommet au plan normal, au
plan osculateur ct au plan rectifiant. Trois nouvelles
dérivations permettent d’dliminer ces distances et de
trouver I'équation difiérentielle demandée; il suflira 'y
supposer 7 infini, pour avoir I'équation difiérenticlle des
coniques.

14. De méme, pour le ¢y lindre de revolution, on
exprimera que la distance de M a une droite fixe est unc
constante R. On a d’abord

224 32+ 52— p2= R2 ou = AT — LY + V5,
J p p hatg
puis, par dérivation,

= Ap.

N N ds
y=up-+3hvr—(1— lffn'—([—‘xa
s=vp+(1—-2A%)z
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Ces relations, multipliées respectivement par 7, w, v
ct additionnées, donnent
R d> .
(1— /.2)<p.r(—l§ — vp) = JApvr.
Deux autres dérivations suffisent pour éliminer %, @, v.
On arrive autrement a ce résultat, en exprimant que la
b I I
projection de la courbe sur un plan fixe est un cercle :
) N . Y . 3. ’ . )
¢’est méme celle-ci la voie a suivre lorsqu’il s’agit d’un
cylindre quelconque. Les coordonnées de la projection
M, de M, sur un plan fixe, sont

£L=dip, y=upp, 5—p.

IY’aprés les formules fondamentales, on a

o
i,g
o2
<
(s ¥

— =1—2 2 = — ==
Ty ’ ds I

par conséquent, I'élément de la ligne (M) et les cosinus
directeurs de la tangente a cette ligne sont donnés par
les égalités

dsy -
—d—s'-——- I—)\',
a=y1—\;
6
(16) b
¢c=—

Cela étant, on a aussi

da ob @

s =% &

N 2
cc 2

o

=y

O |-
O -

(1— )2 (1— )2

En élevant au carré ct en additionnant, on obtient

3
(11—
QA7

(17)
(J.

-

0
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Si
Flgy, s0)=0

est P'équation de la section droite, en la diflérentiant et
cn y remplacant les valeurs (16) et (17), on trouve une
relation contenant les variables auxiliaires %, ., v, que
P’on éliminera an moyen de deux nouvelles différentia-
tions. Dans l¢ cas particulier du cylindre de révolution,
il suflit de différentier (17), en 'y supposant g, constant.

15. Comme dernier exemple, considérons un /éli-
coide gauche a plan directeur. Un point M de cette
surface étant projeté en N, sur I'axe directeur, on doit
prendre sur NM une longueur NP constante ct exprimer
que le licu déerit par le point P est a flexion et torsion
constantes. Nous suivronsune autre voie : wétant angle
de MN avee un plan fixe, passant par I’axe, et p la di-
stance de N & un point (), fixe sur I'axe, nous exprime-
rons (ue la longucur p varie proportionnellement 4 o,
de sorte que
(18) dp = adw.

Or, si x, y, z sont les coordonnées du point fixe Q,
et %, 1, v les cosinus directeurs de 'axe, nous pouvons,
aux trois premicres variables, substituer les coordonnées
de N, a savoir

t=ax—2p, =y —up, I=35—vp,

en observant que, d’aprés les formules (3). (4), (5),
on a

’

d= 4 N
-2 =2 - (r— Ai).
ds s

dr, 4 h)

—_— = = T L

s r

d; (
ds T\



oy ay -+ hv
&= Vi o

En élevant au carré ct en additionnant, on obtient

au signe prés; par conséquent, si I'on tient compte de
(3), I'égalité (18) devient

~

(B2 1) = a(vr, — pd).

Deux dérivations consécutives donnent

»
oy - “ .
g = 1,

a

(1‘3_1_-\\’
<7\(—[S- L ),/),—{—()‘—2)\,_

En y joignant la relation

B N a
_:I\({J.?—!—V?)—i—‘u,v.
2

~—~—
N

Mo+ pr, +v{=o,

nous pouvons déja éliminer &, 7, &, ce qui nous conduit
a Iégalité

ds
ds
i28rs

= ——a—ﬁ«[)\(;ﬁ-’+ ¥2)o - aumal.

20T =S 2 App + 3(V2— A r+a

Au moven de deux autres dérivations, on se débarrasse
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de %, u, v. Nous laissons au lecteur le soin d’achever les
calculs, qui ne présentent, d'ailleurs, aucune difficul1é.
Bien prochainement, peut-&tre, nous reviendrons sur
cette féconde méthode de recherches, pour en fairc des
applications a la théorie des développoides et des po-
daires sphériques, ainsi qu'a la théoric générale des sur-
faces.



