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NOUYELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

SUR LES ANTICAUSTIQUES PAR REFRACTION DE LA PARABOLE,
LES RAYONS INCIDENTS ETANT PERPENDICULAIRES A L'AXE;

Par M. E. LAGUERRE.

I.

1. L’hypercycle est la transformée, par semi- droites
réciproques, de la parabole; ¢’est une courbe de direc-
tion de la quatriéme classe et dont I'équation la plus
générale, en coordonnées tangenticlles et les axes étant
rectangulaires, est de la forme

Qo )2 (2 e g2
(2w -3¢ =) (u = )
= (Au=-2Bue = Ce2= oD - oliv)2,

Ses propriétés les plus importantes sont les suivantes :

1° Les tangentes a la courbe peuvent étre associées
deux par deux, de telle sorte que deux tangentes conju-
gudes quelconques et deux semi-droites fixes (les semi-
droites fondamentales de la courbe) forment un systéme
harmonique ().

(') Deux couples de semi-droites forment un systéme harmonique,
quand elles touchent un méme cycle et que leurs points de contact
partagent harmoniquement la circonférence.

Sur les propriétés mentionnées dans le texte, voir mon Mémoire
sur les hypercycles ( Comptes rendus, mars ct avril 1882); dans
toute la suite de cette Note, les renvois a ce Mémoire seront simple-
ment indiqués par la lettre 11
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2* L'cnveloppe des conjuguées d'une semi-droite D,
par rapport a tous les couples de tangentes conjuguées,
est un eyele K que jappellerai le cycle polaire de D.

11 est clair qu'un hypereycle est enticrement déter-
miné quand on se donne les semi-droites fondamentales,
une droite quelconque du plan et son cycle polaire.

3" Le eyele polaire d'une tangente touche cette tan-
gente en son point de contact avee lacourbe.

4° En dédsignant par A, A" ct B, B’ deux couples quel-
congues de tangentes conjuguées, si 'on considere une
tangea.e mobile quelconque T et si Pon construit les
cyeles inserits dans les triangles AA'T et BB'T, la lon-
gucur comprise sur T entre les points de contact est

constante en grandeur et en ligne (*).

2. Je rappellerai encore cetle proposition impor-
Ltante :

AB, G ev D désignant les quatre tangentes communes
a un cyelecet aun hypereyele, si 'on considere les tan-
gentes conjuguées € cv DY de deux quelconques d'entre
clles C et Dy les semi-droites A, B, C' et DY touchent un
meme ("yclc.

Envoiei quelques conséquences @ étant prises arbi-
trairement cing semi-droites P, Q, A B, C du plan, il
existe un hyperceycele généralement bien déterminé pour
lequel P et Q sont les semi-droites fondamentales et
qui touche A, B, C.

Soient D la quatriéme tangente que cette courbe a en
commun avee le eycle inscrit dans le triangle ABC, ¢t
ALBLCLDY les conjugudes harmoniques de A, B, C, D
relativement a Pet a Q5 il résulte dela proposition pré-
cédente que les semi-droites A, B, C', D' touchent un

¢ NS
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méme cycle et il en est de méme des semi-droites A, B,
C, D' et des semi-droites A, B, C, D'.

Les cycles inscrits dans les triangles ABC/, AB'C et
A'BC touchent donce tous les trois la semi-droite 13 ce
qui permet de déterminer la quatriéme tangente com-
mune D.

3. On peut encore énoncer la proposition suivante :

St lon désigne par (A, A'), (B, B'), (C, ') trois cou-
ples de semi-droites formant une involution, les cycles
inscrits dans les triangles ABC', AB' Cet A'BCtouchent
une méme semi-droite.

Supposons, en particulier, que les semi-droites doubles
de I'involution soient les droites isotropes passant par un
point O du plan, deux semi-droites conjugudes sont
alors symétriques par rapport au point O; d’on cette
conclusion :

Si (A,A),(B,B") et (C,C") sont trois couples de
semi-droites symétrigues par rapport & un point O du
plan, les cycles inscrits dans les triangles ABC', ABC
et A'BC touchent une méme semi-droite.

Le méme théoréme aurait encore lieu si la symétrie
des couples avait lieu par rapport a une droite quel-
conque du plan.

1L

4. Une parabole peut étre considérée comme un
hypercycle et comme une courbe double; en chacun de
ses points on peut mener deux tangentes qui sont des
semi-droites opposées. Ses semi-droites fondamentales
sont les semi-droites opposées déterminées par I'axe de
la courbej; il en résulte que deux tangentes conjuguées
sonl symétriques par rapport a I’axe.
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Toutes les propriétés des hypercycles appartiennent
donc i la parabole et constituent des propriétés nou-
velles de cette courbe.

5. Transformons une parabole par semi-droites réci-
proques en prenant pour axe de transformation ’axe de
la courbe elle-méme; il est clair que les semi-droites
fondamentales de la transformée seront encore les semi-
droites opposées déterminées par I'axe et que les tan-
gentes conjuguées seront symétriques par rapport a cet
axe.

Réciproquement tout hypercycle jouissant de la pro-
priété, que deux tangentes conjuguées sont symétriques
par rapport a une droite D, est la transformée d’une pa-
rabole P ayant cette droite pour axe; I'axe de transfor-
mation est également D.

Un point quelconque M de la parabole a pour trans-
formé un cycle K dont le centre décrit une parabole P’
ayant pour axe I), tandis que son rayon varie propor-
tionnellement & sa distance 4 ’axe; la transformée est
donc une des anticaustiques par réfraction de la para-
bole P’ lorsque les rayons incidents sont perpendicu-
laires a I'axe.

Jeladésigneraisous le nom d’anticaustique principale.

6. Ainsiles anticaustiques principales sont les hyper-
cycles pour lesquels les semi-droites fondamentales sont
opposées.

Considérons une telle courbe et soit F le point ou une
tangente isotrope coupe son axe, la tangente symétrique
étant la seconde droite isotrope qui passe par ce point,
on voit que I est le foyer de la courbe et que les droites
1sotropes, qui se croisent en ce point, forment un couple
de tangentes conjugudes.
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Menons une tangente paralléle 4 une direction per-
pendiculaire a I’axe, sa symétrique lui est opposée; nous
avons donc une tangente double apparente perpendicu-
laire a I’axe, et les deux semi-droites opposées qu’elle
détermine constituent également un couple de tangentes
conjuguées.
Soient (fig. 1) une anticaustique principale ayant F
pour foyer et DI comme tangente double, AT une tan-

g

gente quelconque i cette courbe. Les deux droites op-
posées DD’ et I'D formant un systéme de tangentes con-
juguées, on voit que le cycle qui touche ces tangentes et
la tangente AT se réduit au point A ou cette tangente
coupe DD';son point de contact avee ce cycle est égale-
ment le point A. D’autre part, le cycle qui touche les
droites isotropes issues du point F etla tangente AT est
le cycle qui a pour centre I'; son point de contact
avec AT est donc le pied P de la perpendiculaire abaissée
du point I.

D’une proposition fondamentale énoncée plus haut,
il résulte d’ailleurs, puisque les droites isotropes issues
du point F constituent un systéme de tangentes conju-
guées, que la distance AP est constante en grandeur
et en signe; ainsi :

Toute anticaustique principale peut étre considérce
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comme U'enveloppe d’un des petits cotés d’un triangle
rectangle de forme invariable dont I’ extrémité, située
sur I hypoténuse, décrit une droite, tandis que l'autre
pelit coté passe par un point fixe.

Les autres anticaustiques étant des courbes paralleles
a 'anticaustique principale, on peut énoncer encore la

proposition suivante :

Soit ABCD un quadrilatére de forme invariable,
dans lequel les deux angles B et Csont droits; si U'on
déplace ce quadrilatére de facon que le coté BC passe
par un point fire I et que le sommet A décrive une
droite A, le coté CI) enveloppe une anticaustique d’une
parabole ayant pour foyer le point ¥, les rayons inci-

dents étant perpendiculaires a Uaxe.

7. La proposition que je viens de démontrer peut
s’énoncer ainsi :

Si, du foyer d’une anticaustique principale, on abaisse
unc perpendiculaire 4 une tangente a cette courbe, la
distance A, comprise entre le pied de cette perpendi-
culaire et le point o la tangente rencontre la tangente
double, est constante.

Plusicurs cas particuliers sont a remarquer : dans le
cas ou A == o, la courbe se réduit a une parabole ; quand
la tangente double passe par le foyer, la courbe a alors
le foyer pour centre.

Enfin, quand A est égal a la distance du foyer ala
tangentc double (c'estle cas de la réflexion), la classe
dela courbe s'abaisse et elle devient un hypercycle cu-
bigue, ou plus exactement elle se décompose en un
hypercycle cubique et un semi-point situé a I'infini sur
la perpendiculaive abaissée du foyer sur la tangente
double.
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De la une propriété nouvelle de 'hypercycle cubique,
que 'on peut énoncer ainsi :

Si des rayons, mencs parallélement & une direction
quelconque, se réfléchissent sur une parabole, parmi
toutes les anticaustiques correspondantes, il y en a
une qui a un axe de symétrie; si, du foyer de la para-
bole, on méne une perpendiculaire & une tangente
quelconque a cette courbe, la distance, comprise entre
le pied de cette perpendiculaire et le point o la tan-
gente rencontre la tangente double est constante et
dgale & la distance du foyer a cette tangente double.

8. Soit une anticaustique principale ayant pour
foyer le point I' et pour tangente double la droite DIY'.

Considérons ( fig. 1) une tangente AT a cette courbe
ct construisons le cycle polaire de cette semi-droite;
nous savons qu’il lui est tangent. Il touche également la
conjuguée harmonique de AT relativement aux deux
tangentes opposécs DD et D'D, qui constituentun couple
de tangentes conjuguées; le centre de ce cycle est done
sur la droite menée par le point A perpendiculairement
a DD'. Ce cycle touche la conjuguée harmonique de AT
relativementaux deux droites isotropes issues du point I
(ces droites forment en effet un couple de tangentes
conjuguées); et, comme celle conjuguée est la symé-
trique de AT relativement au point F, le centre cherché
est sur la droite menée par le point F parallélement
a AT.

Ce centre est donc le point « et, le cycle polaire d’une
tangente touchant cette semi-droite] en son point de
contact avee la courbe, on voit que le point de contact
de AT est le pied m de la perpendiculaire abaissée du
pomt «.

- . N . . ’ ’ 4
On serait arrivé a ce résultat en considérant I'anti-
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caustique comme [’enveloppe du coté d’un triangle rec-
tangle de forme invariable dont un sommet A décrit la
droite DD’ pendant que le coté P passe par le point
fixe Iy il est clair, en effet, que le centre instantané de
rotation de la figure est le point 2 que j’ai déterminé
précédemment.

Pour construire le centre de courbure correspondant
au point m ('), jeremarque que, la tangente conjuguée
de AT étant la symétrique relativement a l'axe de la
courbe, le cycle, qui touche I'anticaustique au point m
et la conjuguée de AT, a son centre au point de ren-
contre de la normale ma avec la droite, menée parallé-
lement 4 DD, par le point @ ou la tangente AT ren-
contre l'axe.

En désignant par  ce point de rencontre, il résulte
d’un théoréme, que j'ai donné dans mon Mémoire sur
les hypercycles, que le centre de courbure cherché est
de point w symétrique de 3 par rapport i 2.

1.
9. Unc anticaustique principale étant donnée, il im-
Fig. 2.
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porte de construire la parabole sur laquelle se sont re-
fractés les ravons.

Pour la solution de cette question, je démontrerai

('Y Voir H, n° 14.
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d’abord quelques lemmes préliminaires. Un cercle étant
décrit sur un segment AB comme diameétre (fig. 2),
soient m et n les projections sur ce diamétre de deux
points M et N de la courbe, et P la projection sur la
droite MN de I'extrémité A du diameétre; cela posé :

Lemme I. — On a ’égalité
—
PN Bm
Pr Bn
Lemme 11. — En désignant par 1 le milicu de la

corde MN, on a
Im=In=1I:

en d’autres termes,

ﬁ’zz—. Am.An.

10. Pourles démontrer, je remarque que 'angle APM

. . ’ AN , 1 /\ .
étant droit, 'angle PAN est égal al’angle MAB; faisons,
pour un instant,

PN PN
MAB = «. NAB = §.

Les deux triangles PAN et NA 7 donnent

I-_’iz sin2x M mz.ﬁi _Am.Bm.An. AB _ Bm

T osin2§ N T Am.AB.An.Bn _ Bn’

——2

-.\ n

En second lieu, le triangle APN donne

Vi X’;ﬁ\"frus?z _ _-‘\\izm _ An,AB.Am:? A A
ISVl Am.AB

c. Q. F. .

11. Considérons maintenant deux paraboles IT et II'
(fig. 3) ayant le point I' pour foyer et pour sommets
respectifs les deux points @ et b de la droite I'®.
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Par un point quelconque M de cette droite, menons
une tangente a chacune des paraboles et soient respec-
tivement A et B leurs points de contact; on sait que le
cercle, ayant pour centre le foyer F et passant par le
point M, contient les points A et B; jappellerai N le
point ou il rencontre de nouveau I'axe F ®.

Du point M abaissons une perpendiculaive MP sur la
droite AB, et, par le point I milicu da segment AB, me-

Fig. 3.

nons une paralléle i Paxe qui rencontre MP au point R,
il est clair que la figure MRIF est un parallélogramme.

Svient maintenant 2 ct & les milieux respectifs des
segments MA et MB; la droite o est évidemment paral-
lele & AB ¢t partagée en parties égales par la droite MI
en son point miliew O3 d’ou il suit que la figure RBFa
est un parallélogramme.

Ainsiles segments R et 2 I sont égaux et paralléles,
¢y b et a élant les pieds des perpendiculaires abaissées
sur axe des points R, B et 23 on a donc

FeoFa b
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d’ou il résulte que Fc est constant et que, quand le
point M varie, le point R décrit la droite cc'.

Jabaisse maintenant du point F la perpendiculaire F'S
sur la droite MP, du point R la perpendiculaire RG sur
la droite Fl et du point N la perpendiculaire NQ sur la
droite AB; il est clair que RS est égal a FG, et encore
a NQ, car il est aisé de voir que la figure GQEFN est un
parallélogramme.

Or, en désignant par A’ et B’ les pieds des perpendi-
culaires abaissées sur I’axe des points A et B, il suit du
lemme Il que Yon a

Fa.Fbh

NO = RS S NAMNB =

L

D’ou il suit que la longueur RS est constante lorsque
le point M se déplace ; nous avons ainsi un triangle rec-
tangle RSF dont un petit coté passe constamment par le
point I, tandis que I'autre petit coté est constant et
que le sommet R décrit la droite cc'.

Il en résulte donc, d’aprés ce que j'ai démontré plus
haut, que RS enveloppe une anticaustique principale de
parabole; le centre instantané de rotation étant d’aillears
é¢videmment le point I, la tangente RS touche son enve-
loppe au point P.

12. Soit K I'hypercycle symétrique enveloppé par RS;
si, du point A comme centre, on décrit un cercle ayant
AP pour rayon, il est clair que son enveloppe est la
courbe K or, il résulte du lemme I que U'on a

\P /\T _JFb
AN TV NAY OV Fa

D’ou il suit que ce rapport est constant et que K est
I'anticaustique principale de la parabole II, les rayous
incidents étant perpendiculaire a 'axe et le module de
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réfraction étant .
/l“ b
"/ "'

On démontrerait de méme que K est U'anticaustique

principale de la parabole IT', les rayons incidents étant

perpendiculaires a I'axe et le module de réfraction étant

“Fb

13. 1l est maintenant facile de résoudre le probléme
suivant :

Un hypereycle K est P'enveloppe du coté RS d'un
triangle rectapgle RSY, dont le coté SS' passe constam-
ment par le point fixe F (fig. 3),dont le coté RS a une
longueur constante et dont le sommet R déerit la
droite ¢c'; trouver les paraboles pour lesquelles cette
courbe est une anticaustique principale.

A cet clfet, que du point I¥ on abaisse une perpendi-
culaire & cc' rencontrant le coté RS en M, et que de ce
méme point comme centre on décrive un cercle H pas-
sant par M; que P'on détermine le point de rencontre I
de la droite menée par F perpendiculairement a SS' et
de la droite menée par R perpendiculairement a ¢/, puis
que par 1 on méne une droite A paralléle a SS'. Cela
posé, si I'on imagine les deux paraboles qui, ayant F
pour foyer et ayant leur axe perpendiculaire a cc/, pas-
sent respectivement par les points de rencontre de A et
du cercle U, on obtiendra les deux paraboles pour
lesquelles K est une anticaustique principale.

Il est & remarquer que ces deux paraboles ne sont pas
toujours réelles; elles seront imaginaires si la droite A
ctle cercle H ne se rencontrent pas.
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FORMULES D’ALGEBRE. RESOLUTION DES EQUATIONS
DU TROISIEME ET DU QUATRIEME DEGRE;
Par M. G.-H. HALPHEN.

Dans ce petit Mémoire on trouvera démontrés, par
les moyens les plus élémentaires, des résultats impor-
tants (que 'on considére d’habitude comme étant ré-
servés a la théorie des covariants. Sur quelques points
méme ces résultats dépassent un peu ce qui se rencontre
dans les meilleurs Ouvrages, notamment la décomposi-
tion des polyndmes du quatriéme degré en facteurs
linéaires.

Une proposition trés simple et, je crois, trés curieuse
sert ici de fondement. Je vais I’établir d’abord.

Prorosition. — Soient f et o deux polynomes en-
tiers, d’un méme degré n, par rapport & une va-
riable x; la quantité ci-aprés, composée avec les deri-
vées de ces polyndmes, est une constante

(g0 = o — frgint o frginer

L +(.__I)/z—l‘/'(u—l)g’.'_(ﬁl)n JARER

Si, en cffet, 'on prend la dérivée de (fcp )» en obser-
vant que fF) et ¢+ sont nulles, on voit tous les
termes s’entredétruire. La dérivée de (fv) est done
nalle, et (fo) st une constante.

Sur ce sujet, il convient de faire quelques observa-
tions. D’abord, si I'on veut exprimer la constante (/)
par les coefficients de f et de 9, il suffira de supposcr
x = 0. Soient donc

. \ n(n—1) Y
J = agrt+ na,rn—14 — Qe X" 24 RA T A Ay,
1.2
) _ n(n—u) .
5 = byxt + nby x4 - by - nb,_ x4+ b,.
¢ 1.2

1]

Ann.de Mathémat., 3¢ sévie, t. IV, [Janvier 1885.)
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On trouve immédiatement

/
1 .
‘ e (f2) = Ay by — naty by
D R N E

) ( e nin—1) Wpgboieect-(— 1) @y by,
1.2

Il va de soi que 'on peut envisager la constante (f%)
pour deux polynémes de degrés différents; en ce cas, n
est le degré le plus élevé.

On peut encore prendre deux polyndmes identiques
entre cux. Si le degré est impair, la constante ( ff) se
réduit a zéro; car les termes équidistants des extrémes
se détruisent deux & deux. Mais, si le degré est pair,
(ff) n’est généralement pas nul.

Voici une des plus curicuses conséquences de notre
proposition. Elle n’a aucun lien avec ce qui va suivre;
¢’est pourquoi je la joins aux préliminaires.

Soit supposé donné le polynéme f, et considérons
comme inconnu le polynoéme ¢ le plus général qui satis-
fasse a la relation (fo) == o. Il est manifeste qu'on peut
composer ¢ au moyen de n polynoémes particuliers ¢,
%ae + ., @, dont chacun vérifie la relation (for) = o;

Ol aura
—_

-G

R CE-s SR AN

les [ désignant des constantes arbitraires. Soit a une

raciue de f3 sil'on prend o = (x — @)”, 'expression (1)
de (f%) contient le facteur (x — a); donc (f) est nulle
en ce cas. Désignant par ay, aq, . .., a, les racines de f3
on aura donc, pour I'expression la plus générale de o,
0 ==l (£ — @)+ L —a)t+. ..+ (v — a,)".

Mais la relation (f2)= o est symétrique en fet ¢;
on a donc cette conséquence : Les lettres a, [, o dési-
gnant des constantes. soit

]l( r - ('l)""'" /'!(-r“_("l‘,)"+~-~_!_ /,,(.Y‘ T ”n\'”
N C AR TR TV 70 DU A N
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il existe n constantes » donnant lieu & la relation sem -

blable

M (2 — 2 ) Dy (2 — 2y oo o g (T — 2 )"
=(x —ay)(xr —az)...(x — a,).

Ce théoréme curicux, dit a M. Rosanes, ne pouvait
étre omis ici. Je vais maintenant faire de la proposition
ci-dessus une série d’applications.

I. — ResoLurioN DE L'EQUATION DU SECOND DEGRE.
Soit f'un polynéme du second degré, on a

=20 =T

et par suite

Le polynome f est ainsi décomposé en facteurs li-
néaires, ct I'équation f'== o cst résolue par la formule

S==V=D-

1I. — ELIMINATION ENTRE DEUX EQUATIONS
DU SECOND DEGRE.

Soient f et 2 du second degré; envisageons les trois
constantes

D = 2ff' =" (3) =299"—5% (Jz) =S¢ —["¢"+["¢
Dans la combinaison (f%)%--(ff)(¢%), le terme

S'*o"* disparait; tous les termes qui subsistent contien-
nent soit f, soit . §’il existe donc une valeur de x qui
rende nuls i la fois ces deux polynomes, la quantité en-
visagée sera nulle pour cette valeur de x; étant con-
stante, elle scra toujours nulle. Donc

(for—(fN(ep)=0
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est la condition pour que f=o0 ¢t ¢ = o aient une ra-
¢ine commune, ou le résultat de 1'élimination de x. En
exprimant les constantes par les coefficients suivant (2),

on obtient

(@by —2a, b+ as by )= j(ayay— a3 )(boby— b3).

Ill. — ConpiTioN POUR QU UNE EQUATION DU TROI-
SIEME DEGRE AIT UNE RACINE DOUBLE.

Soit fun polyndéme du troisiéme degré
[f=a3+3a 22+ 3a,r + a;.
Considérons, en premicer lieu, la constante
(3) A= ("f"VY=of f"—fr2= 2232 ajay— a}).
Fnvisagecons maintenant le polynome o ainsi défini,
c =) 3L

Il est seulement du second degré, car sa dérivée
scconde est une constante

) G =L = e e f = A (L),

Introduisons maintenant la constante (7<)

B = ‘./'n?/) :j'//;; . 3‘/"f//‘/*/r/”.~_ 3‘/"/'"/2

= o233 (2a} —3arayag+ azal).

(D)

Dans la combinaison B2+ A? le terme ("¢ disparait

(") Geéndralement, £ étant un polvnome du ni'™ degreé,
¢ = (=) [ nff

est sculement du degré (22 —4), comme on l'établit habituelle-
ment par le théoréme des fonctions homogénes. On peut aussi le
prouver en considérant la dérivée d’ordre (22 — 4), qui a pour ex-
pression
(2 — )t

NPT ey paee
(/I—~‘z)!(rl—|)i"/ VA
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ct tous les termes qui subsistent contiennent I'un des
facteurs f ou f'. Suivant donc l¢c méme raisonnement
qu'au ne I, la constante B2+ A3 est nulle quand fet
ont une racine commune. Donc la condition pour que
le po{ynéme f ait une racine double s'exprime par
l’égalité
B2+ A3 =o.

Si f contient le facteur (x — a)2, on voit, par I'ex-
pression de 9, que le polynéme ¢ conticnt ce méme fac-
teur. Donc la méme condition peut aussi s’exprimer par
I'égalité (99) = o. Ceci conduit a la relation

(98) =2(2f 2= 3/ ) (S "* =2/ /")
B2 A3
— (f//':/_ 3./]-;11)2 = - _j.mg}_ R

qui peut aisément étre vérifiée. Si I'on met, pour x, la
racine de [, (¢2) se réduit a deux termes, B et A cha-
cun a un seul terme, et I'identité des deux membres est
alors manifeste. Elle a donc lieu constamment, puisque
ces deux membres sont constants.

Cette identité donne un calcul rapide pour la quan-
tté

B2+ A3 3\ ’ "y ! 1"
= = (s == 380

G AL A

=—223*Qaia}— jajar—4azal + 6asasaap— aja?).

R

L’expression de R permet aisément la distinction des
deux cas que peut oflrir fau point de vue de la réalité
des racines.

Supposons, pour fixer les idées, a, positif, par suite
S positif.

1° Soit R > 0. Si'on met, pour x, une racine de f,
R se réduit a — 32724 8f"3 " Puisque R et f"

sont positifs, nécessairement f’ I'est aussi. Donc fne
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peut passer par zéro qu’en croissant, donc fn’a qu’une
racine réelle.

2° Soit R <C 0. Nécessairement A est négatif, et,
puisque A = (f’f’), on voit, par le n° I, que f” a ses
racines réelles. Soient a, & les deux racines de f7,
et a<b. Quand f'=o, R se réduit a 6ff"> <+ gf*f">.
Puisque R est négatif, f'ale signe opposé a celui de f”.
Donc f est positive pour x = a, négative pour x = b.
Donce f* a trois racines réelles. Done f a deux racines
imaginaires, une racine double, ou trois racines réelles
suivant que R est positif, nul ou négatif.

Les expressions de A et B conduisent aussi a la consé-
quence

(6) S 3AS 2B = G2
De la résultent la transformée privée du second terme
JP+3Af"+ 2B =o,

avec 'inconnue f'=6(a,x + a,), et le caractére de
réalité des racines rapporté au signe de la quantité
B2+ A3, comme il est d’usage.

IV. — DtcomposiTION D'UN POLYNOME DU TROISIEME
DEGRE EN LA DIFFERENCE DE DEUX CUBES. *®

Les notations sont ici les mémes qu’au n° 111
Considérons le polynome 4 composé ainsi :

Y=1of0—=3¢f=4f*—off [+ of2/".

Il est seulement du troisiéme degré; car f'o et ¢'f
sont tous deux du quatriéme degré, mais le terme en x*
disparait dans la combinaison ¢. Le polynome (§2— 2 ¢3)
est donc du sixiéme degré : les deux termes f'® et
Sf'*f" disparaissant, f* est en facteur. Donc ce poly-
nome ne differe de f* que par un coefficient constant.
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. " .o b2—ael
Supposant, pour x, une racine de f, on voit - 7
se réduire a (9ff")2—+ 2.33ff#3. Cest & quoi se réduit
aussi gR. Ces deux quantités, étant constantes, sont
donc toujours égales. De la Videntité
V2—gRfr= 203,
Décomposons le polyndome du second degré o e¢n
facteurs linéaires (n° I), observons I'égalité (v9) =—R,

]
et nous aurons

(70 4P gR) = (g V) (¢~ VR

Tenons compte de Vexpression ¢”=—A pour en
déduire
¢3=—A3= B2— f™R.

T

Observons enfin que, en géuéral, f n’ayant aucune
racine commune avec f7, les polynomes f et ¢, et par
suite f et ¢ sont premiers entre eux, pour conclure
de (7) les deux relations ci-aprés, on : est une con-
stante,

5’ 2(B+f"VR) (¥ +3/VR) =2 (¢'=VR)"
(8) l(U

( 2(B —f"VR)(4 —3fVR) =5 (¢' = VR)*

1

>

A

1l reste a déterminer h ct le signe devant /R dans
les seconds membres. D’aprés la relation

R Z_(? ): (?’2—2 '?”7

-G
-G

en supposant x racine de ¢, on aura R = ¢'2. Prenons
VR =¢. Comme on a alors { = — 3¢/ f, on voit que
U 3f\/R s’évanouit. Le signe == doit donc étre rem-
placé par le signe —. Prenons maintenant la seconde
¢quation (8) ct observons que, en supposant Loujours x
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racine de ¢, on a

¢+ VR=124, B=/"s'—f"s, B-f"yR =f"¢
A3 o2 = .
f”l‘/l{—— T = i "P'—_g./\/ﬁ:_—ﬁ./g
e T T '
Il résulte de 1a l’cxpression suivante de la constante X,
¢n supposant toujours x racine de o,

4

o

AR
-G 6
W&l

~) -
1
|

z,
e

qui, d’apres 'hypothése o = o, se transforme en
]

. <?”. ,\)2
=== {75
~ EWA

D’ailleurs, on a identiquement

(?‘//) — ,?/'m_{?l/w__i_ C‘J"‘/": o

par conséquent, pour x racine de ¢, on a
2,

?l/‘/w — '['f"v N 1.

Les deux identités (8) prennent done définitivement
la forme

2B+ s"VR) (Y +3/VR) = — (¢ —VR)"
2(B—/"VR) (¢ = 3/VR) = —(¢' - VR)"

d’ou I'on tire

. S //l—; , —\3
Y—3/VR= l) ———(J Y2 (o4 yR)S
Y+ 3fYR= { B— (_3 VR (o — VR)™

() 128VRf= (B—f"VR) (5 —yR)p— (B f"VR) (¢ — yR 5.
Ainsi est obtenue la décomposition de fen la diffé-
rence des cubes de deux polynomes du premier degré
en x.
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On remarquera, en passant, que ¢ est, & un facteur
constant pres, la somme des deux mémes cubes.

V. — DEtcoMPOSITION D'UN POLYNOME DU TROISIEME
DEGRE EN FACTEURS LINEAIRES.

Les notations étant les mémes qu’aux n*® Il et 1V,
posons

(10) B+/"VR=1u, B—f"JR=08
11 en résulte
B8 = BI— MR =— A3,

La quantité 23 a trois racines cubiques «, 2/, 2.

A chacune d’elles adjoignons, dans le méme ordre, les
racines cubiques 3, ', 3” de 33, par les conditions

f. ’ ’
fz‘i.: 3 1?' :l:l”ig”:—!\‘

Dénotant par II le symbole du produit de trois fac-

teurs analogues, obtenus en remplacant «, 3 successive-

ment par of, ' et 2%, 27, derivons la formule (g) ainsi :

12 A3 /Rf =— H[ (¢ VR)— (o' —VR)]
e | [EEREEREE =

Mcutant en dehors (o — 2) dans chaque facteur, ct
observant ‘que le produit (a— 3)(o'— 3)(a"— 3") est

23— (33, ’est-a-dire 2 f” \/R, nous avons cette nouvelle
forme

Q3

SR | P )

By =5
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Substituant cette expression dans le produit et met-
tant aussi —A au lieu de «3, nous avons enfin

TS | (!

Telle cst linalement la formule de décomposition du
polyndme f en facteurs linéaires. Elle se résume ainsi :

Soit o une des racines cubiques de B + f”\/R, et soit 8
celle des racines cubiques de B— f"\/R, dont le pro-
duit par « donne —Aj soit w une racine cubique
imaginaire de 'unité, on a
(11) 6" f=(f"+a+ B)(f"+ wa+ w2 3)(f + w2+ wl).

En égalant 4 zéro chacun des trois facteurs successi-
vement, on a les trois racines de I'équation f = o sous
la forme de Cardan. _

La formule (11) peut, a posteriori, étre vérifiée ai-
sément. Son second membre est identiqguement égal a

' N
f,/a-T— % “J3——311'3‘f”.
D’aprés les expressions de a, §3, ceci n’est autre que

f’*+2B+3Af" ou 6f"f, comme on I'a trouvé
déja (6).
VI. — ConpITION POUR QU UNE EQUATION DU QUA-
TRIEME DEGRE AIT UNE RACINE DOUBLE.
Soit f'un polynéme du quatriéme degré
S =azt+dax3+ 6a,x2+ jazzr + a,.
Formons d’abord la combinaison constahte
1 =(ff)y=off"—of f"+ f2= {8(aya,— ja,as+ 3a}),
puis le polynome du quatriéme degré

(1o = ,;‘/.,A_,_ i‘/_‘/"s



dont les dérivées sont

CPI': ,lf/f/l_____ 4‘[/‘117’ ?n — 2fn-_>_ 2f!fm_ iff"y
c?rllz 2 "o 6f’flvv ?‘v — 2fm2_ 4,,;-lr W Q(f”f”)'

Composons enfin avee f et ¢ la constante (of)

oy N I =) = of 2 f T — 12 ff [ —6f [T "+ 6 ff "2+ 2 f"
(3) | =27.3%(a3a,— a,ayay— 2a3asa,+ a,a? +a}).

Si I'on suppose, en méme temps, nuls fet f7, Ise ré-
duit a f72, Ja 2 f"3 et J2— 41 & zéro. Donc, suivant un
raisonnement déja employé, la condition pour I’exis-
tence d’une racine double dans I’ équation f= o est

- 4B=o.

VII. — ConpITIONS POUR QU 'UN POLYNOME DU QUA-
TRIEME DEGRE 30IT UN CARRE.

Si f contient un facteur linéaire au carré, ce facteur
appartient a f’ et se trouve au carré dans ¢ (12). Si
donc fest un carré, les deux polynémes ¢ et f ne diffé-
rent que par un facteur constant. Réciproquement tout
facteur linéaire commun a fet ¢ appartient a f’ et entre,
par suite, dans f avec ’exposant 2 au moins. Donc /a
condition nécessaire et suffisante pour que f soit un
carré consiste en ce que f et ¢ ne d{ﬂ"e‘rent que par un
facteur constant.

Désignant par g un polynome du second degré, sup-
posons f = g?; nous aurons

S=8% ['=288, [=258"+28",
o =48(s2—288")=—4f(88)

En prenant les dérivées suivantes de f, et formant I,
nous trouvons aussi
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De la deux expressions de la constante (gg); dans la
premiére nous remplacerons le rapport constant des po-
lynomes @, f par celui de leurs dérivées quatriémes :

<
T

1 1 -
(,*'a’g):_]‘ﬁ 25\/‘-

1l faut observer que /I est ici entiérement déter-
minde.
D’aprés les égalités

13

J'=0g8"+28% (gg)=1288"- 8% =087

on conclut

Srr2(g8)=688"= Vo[,
et de la resulte cette expression de la racine carrée du
/)ob/némefsup;)ose' carré parfait :

oV (/II/’"
i) g=V=——= ( — ) [f

‘/ \/(j v 9/ ' \/(f v

Cette forme algébrique de \/i nous sera utile plus loin;
clle se vérifie bien aisément a posteriori sil’on rem-

v

place ¢'" par son expression en fonction des coefficients

de f. On trouve aiusi

- [ . 2a
Vi=— (a.)fl—%— 20,0 -3y — — ),
\/(lu \ &y /
ct le carré de ce polynéme a, pour ses trois premiers
termes, agxt + 4a, a8 + 6 a.x®.

V1il. — DécomrosiTioN D' UN POLYNOME
DU QUATRIEME DEGRE EN LA DIFFERENCE DE DEUX CARRES.

Conservant les mémes notations qu’au n® VI, introdui-
sons encore le po]ync‘)mc ¢, du sixiéme degré,

R TR Y m Y YV
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La combinaison 3¢*— 2* fournit un polynéme du dou-
ziéme degré, qui contient le facteur f2. Faisant

34— gr= gy

on aura un nouveau polynéme 7y du quatriéme degré

X — x8‘//3flll_ 9‘/"2‘/‘”2_ 36fflfl/fm+ 12_/‘2,/"'2"1?‘ 16‘/_/"3.

En y négligeant les termes contenant f, on voit de suite
que 7 + 319 contient le facteur f et ne différe ainsi de
f que par un cocfficient constant. Pour connaitre ce
facteur, on peut donner a x une valeur particuliére,
celle d'une racine de f”, par exemple. Le facteur se
réduit ainsi a 18 /"2 f*" 12 f f"2; ¢’est a quoi se réduit
I'expression (13) de 2J pour f"=o0. Donc

7= 3le=02lf

cl. en conséquence,
(15 3= o3 — 1ol 2w - 8] f3.

Considérons le polynome du troisieme degré

= .
=z —r2lz 28],

. <
obtenu en mettant £, au lieu de %, dans le second mem-

S

bre de (15), et décomposons-le en facteurs linéaires
daprés le résultat (11) dun® V.

Si nous posons
J2— (13 =D.

(16) w=3(J+yD), b=4(J—yD),

¢t que nous choisissions la racine cubique de 5* par la
condition

(17) al == i[.
la décomposition de F donne pour résultat

F=(f+a=+0)(:+wa+ wd)(t+ wla+wb).
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En conséquence, la formule (15) donne celle-ci

a8 3r=[¢ +(a+b)f]
| x o+ (wa+ wd)fllo+(w2a+wd)f]

Les polynémes f'et © n’ayant aucun facteur commun en

général, c’est-a-dire si f n’a pas de racine double, on voit

que chacun des trois polyndémes du second membre de

(18) est un carré. Désignant par g, & deux polynémes

du second degré, on aura donc

G=o+(wa+wb)f=g2 H=o-+(ula+wbd)f=~hr,
(19) (w—w2)(a—0b)f= g2— h2.

Par cette derniére formule, fest réduit a la différence
de deux carrés. Ecrire explicitement les expressions de
gy I, c'est ce qu'il reste a faire, et c’est 4 quoi va servir
la formule (14) obtenue aune VII.

Pour appliquer cette formule, il nous faut calculer
deux constantes nouvelles (¢"¢") et (¢ f”). Le calcul
s’abrége si 'on suppose f”= o, ce qui est permis, et ce
que nous rappellerons en employant le signe =, au licu
du signe d’égalité,

A — Ve TV )
(') =gl et — 2

S O G A — 2 f T,
(¢"e")=— 4"+ 2lo",

(?r/'///) — ?/xv_ ,‘?u/jw/ . ,‘?n‘/'" = ?“fxv(?‘f wo__ 2‘/‘r‘fm )
(¢"f") = —2lf*.

En général, si p, ¢ sont deux polynomes du second
degré, et X, u des constantes, on a

(20) (hp-+-pq,hp -+ pq)=R(pp)+20u(pg) -+ p2(qq)-

9
) = 1; employons les expressions trouvées pour (¢"2"),

(2"f"), et aussi @' = — 2(f" f"), et nous obtiendrons

Appliquons cette formule en supposant p = " qg=f"

(GG = (1 — m)e™— ((J - uD
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Ja constante u. devant étre rcmp]a(-éc par
w=wa - wb.
On a, d’aprés (16) et (17),
4l — 2= —(w2a’+ ab + wb?),

8(J +ul)y=a’+ b3+ 2ab(wa+ w2bd)
=(w2a?+ ab+ wb?)(wa-+ wbd),

(G'G")=—3(w2a?+ ab + wb?)[e'" + (vwa + wb) "],
GIIG”
(2r) (G—T—):—i(w‘-'a2+ab+mb2).

En échangeant © et »2, on a la formule analogue pour
I
H, ct finalement, d’aprés (14),

!

o (wa-+ b)) — j(w2a+ab + wbh?)
H

&= :
(22 \/6[9”’—1—((»&—{—(»‘26)]”]
22!
' h—'?"—t—(uﬂa,—ku)b‘;f”——~;(ma2+al7+m?b‘~’)
\ Voo (oia - wbi"]

Ainsi sont exprimés explicitement les deux polynomes
du second degré, dont la différence des carrés reproduit
"+ ufacteur constant prés, suivant la formule (19).

IX.—Dt:coMPOSITION D'UN POLYNOME DU QUATRIEME DEGRE
EN FACTEURS LINEAIRES.

Pour décomposer f en facteurs linéaires, il n’y aqu’a
décomposer maintenant les polynémes du second degré
(g—"h)et (g+n).

En vue de ce calcul, cherchons I’expression de la con-
stante (99). Supposant, comme précédemment, f” = o,
nous avons

(

9) = 296" — 26'0" 4+ ¢"2

= 16‘/'12/7"2___ észl:fmf”+ [6f2‘f‘v2,
j2= :ff"!f'"z— Sff'f"’f”—F- /Ifzf"z.

(e2) = {12

-G
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Ecrivant, pour abréger,
G=g¢+uf, U=o+n/
nous concluons

(GH) = (93) + (4 W) (9f) + wr' (/)
= jl2 (p+ p)d + ppl

Remplagant encore les diverses quantités par leurs
expressions ¢n a, b, savoir :

il = ab, 8) = a3+ 03,

p=wa—+ wib, p=owla+ wd,
nous obtenons

(GI) = — {(w2a+ ab + wb?)(wa?+ ab + w2l?).
’apres le n® VIL et la formule (21), on a

t (G"G") I
-~ =— (@ ab+ wbh?).

(gg)= —m— =

De méme
(hh) = —t(wat+ ab + w2b?).

On peut donc éerire
(GH) =—2(gg)(hh).

En général, pour deux polynomes quelconques du se-
cond degré g, &, on a identiquement, comme on le re-
connait par un calcul direct,

(2202 =6(gh)2—2(5g) ().

Comparée a la derniéce égalité, celle-ci montre que,

pour les polynowmes particuliers envisagés ici, on a
(gh)=o.
Par conséquent, la relation (20) donne simplement

(e—hg—WD=(c+h g+M=(gg)+ (hh)="Lta—Dbr

&
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et, d’aprés le n° I, en supposant « ===,
2(g" k") (8 + ch) . :
= [g'—|— e+ %(n — b)] [g’—:— ch'— Lg (a— b)] .

Ainsi les quatre facteurs linéaires, dont le produit fait #,
i une constante prés, sont contenus dans la forme

g L
g h = ;(a——l)),

ou les deux signes ambigus doivent ¢tre choisis d’'une
maniére indépendante. Il suffit d’envisager le coeflicient
de x* dans le produit pour déterminer la constante, et
I’on a cette formule finale

(a— b)?
- P

_ - ?I”—-&—-(u)a _4_ (UAZb)'/'I"
(23) « —H[‘/ﬁ[qa”-,—(wa—:wzb)/”]
.

s

o" - (w2a+wb) /" )
SENE fun VT la—y].
Voot = (m2a+wvwb)/| 2
X. — DiscussioN DE L’EQUATION DU QUATRIEME DEGRE

A COEFFICIENTS REELS.

Supposons réels les coefficients de f, et examinons les
facteurs linéaires de ce polynome pour reconnaitre la
nature réelle ou imaginaire des racines.

Soient
"+ (wa + w2b) [

Vo[o" + (wa +— vh) [
0" 4 (w2a +wb)f"

e —————————
V6l + (0?a + wb) f1']

—u,

Supposons d’abord a et & des quantités réelles. Alors u

est imaginaire pour x réel, et 'une des déterminations de

¢ est conjuguée de u. Soit ¢ cette détermination. Alors
Ann. de Mathém., 3¢ série, t. 1V. (Janvier 1885.) 3
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l - . .o,
u— ¢ 2= = (a—b) est le produit de i par unc quantité
54
réelle, et deux facteurs donnent des racines réelles, tandis
1
que les deux facteurs u + v == 5 (@ — b) donnent des ra-

cines imaginaires. D’aprés (16), on a cette conclusion :

Si D=1J*— 413 est positif, I'équation f= o a deux
racines réelles et deux imaginaires.

Dans le cas opposé, celui ou D est négatif, aet b, wa
et w2b, w2a et wb sont trois couples d’imaginaires con-
juguées, en sorte que @ + b, wa + ©b, w2a + wb sont
des quantités réelles, ainsi que i(a—b) et les trois

constantes
co=0"+(a~+b)f,

=04 (wa—+ w2b)f*,

=0+ (wka+ wb)fr.

D’aprés (18), le produit de ces trois constantes est po-
sitif; c’est, 4 un facteur numérique preés, le carré du
coefficient de x¢ dans ¢. Ces constantes sont donc toutes
trois positives,oubien deuxnégatives ctune positive. Dans
le premier cas, chaque facteur linéaire de (23) donne unc
racine réelle; dans le second, une racine imaginaire. La
distinction des deux cas se fait par le moyen des deux
fonctions symétriques

Co+ =+ cp= 39",

coC1—+ CrCa+ caco=3[(0")2— 41(f")],
et I'on a cetté conclusion :
Si D =J2— 413 est négatif, les quatre racines de f
sont réelles quand les deux quantités
o™ et (o) — 41T

sont positives ; les quatre racines sont imaginaires dans
les autres cas.
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Ce dernicr criterium peut élre présenté sous une
forme différente, qui résulte des deux égalités

o™ [(9 ) — FI(f P21 = 8(f*R[ T — I f ] = 35(4")2,
P(e™)2— 41(f*" )] — (T — I /™) (o™ /1)
= (2= 41) (/")

La premiére, conséquence de (15), monlre que
(9'")*— 4L(f™")? est positif si o™ et 1 o™ — J f*" sont po-
sitifs. La seconde, a cause de la supposition J*— 413 <o,
montre que, si (¢™)*— 41(f"")? est positif, [o™—J f**
et 1o+ Jf* ont un méme signe. Ce signe est + si o'
et I sont positifs. Donc les deux inégalités

(,)4) ?n>0’ lL?[V_J./"IV;\")
sont entierement équivalentes a
V>0, (2 —4I(f*")2>0

dans le cas supposé J2— 413 < o.

C’est aux inégalités (24) que conduirait 'application
dirccte du théoréme de Sturm.

Rappelons, avec les expressions de I, J (n® VI), celle
de 9", savoir

otV =12".32(a} — apa,).

d'apres Jaquelle on a

i .
INTIET] [(e™)2—41(/")]
=12(a}— aya;)?— aj(aya,— ja,a;+ 3a}).

Si D=3"— 413 est nul, fa une racine double, comme
onl’a déja vu (n° VI). Prenanta =6 =</4‘j = 2\/I,
on a, parla formule (23), Je facteur double sous la forme
" —af". Ce facteur peut étre triple. Il devient illu-
soire quand © et f sont pmportionncls : ce cas, ou fest
un carré, a é1é examiné au n° VII.
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SUR UNE EQUATION AUX DIFFERENCES MELEES:
Par M. E. CESARO.

1. En partant d’une fonction arbitraire y = f(x),
I'équation
ypdr =2 dypy,

dont un cas particulier a été considéré par M. Catalan,
fournit, de proche en proche, la série de fonctions

vi=xy', ya=azxy'+ a2y’ yi=axy'+3x2y+ 23 y",

"

Y= ay'+ 722y + 623y - 2y,
On est conduit a poser
(1) Yp =M pZy'+ hg p22Y "+ X3 pT3Y"+.. .,
en prenant A, ,= o, lorsque m est superieur a p ou

inférieur & 1.

2. Puisque les valeurs des nombres A sont indepen-
dantes de la nature de la fonction y, faisons, pour
les déterminer, y = x™. Il est clair que

yP=m(m—1)(m—2)...(m—p-41)zm P, yp=mPz™m,
Si I'on pose_
Sm=1.2.3...mApp, Unm=mP,
la relation (1) prend la forme symbolique
(8 +1)m=um,
et on en déduit immédiatement

S = (U —1)m = Am(u,),
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A”‘(OP,\
1.2.3...m

¢’est-a-dire

e p =
Par suite, la formule (1) devient

(2) J'p=1y—d(op)+ 7A?(op)+ y — A3 (0P) ...

3. Pour invertir la derniére relation, il est évident
que Pon peut poser
(3) 2Pyl = py1+ e pYat s pYate.s
les nombres p, analogues aux nombres 2, étant, comme

ceux-ci, indépendants de la nature de y. Pour y = x™,
la formule (3) devient

m(m=—1)(m—2)...(m—p-+1)= |8 p M+ kg p M+ 3 pM3—+....

Comme cette égalité doit étre vérifiée identiquement,
on voit que (—1)?"u, , est la somme des produits
p—r ap—r des p—1 premiers nombres entiers.
Conséquemment, la relation (3) prend la forme symbo-
lique

(1) ZPy P =y(y —1)(y —2)...(y —p-+1.
4. Soit, par exemple, y = x + x*+...+ x"; puis,
faisons x =1. Il est visible que

(n+Dn(n—1)...(n—p=+1)
P +1 ’
Yp=Sp=1P~+ 2P+ 3P+, ..+ nb,

y(p) o

Par suite, 1'égalité (2) devient
5p= CGnr12 A(0P) + Cprq 3 A2(0P) 4 Cpog s A3(0P) ...

Si B, est le piéme nombre de Bernoulli, c’est-a-dire le
coefficient de n dans s,, la derniére relation donne im-
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médiatement
1 1 I
= — 3 ) — —— A2 —_ Al —_—
B, P (or) 2.3.& (Op)+3-4’A (oP)—....

Ces égalités sont fort connues.

5. De méme, la formule (4) donne lieu a I'identité

symbolique

s(s—1)(s—2)...(s—p-+1)
_(n+nnln—0...(n—p—+1)

o P 1

En considérant, dans les deux membres, les seuls
coefficients de n, on obtient 'égalité connue

_ (_:, l)p+1

B(B—1)(B—2)...(B—p-+1) P

1.2.3...(p—1).

6. Dansle Mémoire Sur une suite de polynémes en-
tiers, M. Catalan a considéré le cas particulier de 7
infini, en laissant x quelconque. Alors, a cause de

1.92.3...p

PP = -
< U o J‘«‘)p+l ’

la formule (2) devient
1+ 200 + 3P 22+ jPxd ...

_A(om) _LmA?(oI') - x2A3(oP)
Th—xr  G=zp " G—ay

La série du premier membreestdonc égale au quotient
d’'un polynome entier, de degré p — 1, par (1 — x)Pt'.
Cette propriété a été mise en évidence, par M. Catalan,
dans l¢ Mémoire cité.

7. Un cas plus remarquable est celui de y = e®. On
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trouve, d’aprés (2), pour x =1,

(Y 3p ir

e A e
2.3.4

5 +...=N,¢
1 1.2 1.2.3 1.2.3.4 e

pourvu que I'on pose

A(oP) A2 P A3(oP
(or) _A2(o)p  A3(or)

N, =
r 1 1.2 1.2.3

On voit que N, est un nombre entier, et, par suile, la
série considérée est égale & un certain nombre de fois
le nombre e. Cette propriété, énoncée par M. Dobinski,
a été démontrée dans le tome 1V de la NVouvelle Corres-
pondance mathématique.

8. Lesnombres N étant particuliérement importants,
nous allons en dire quelques mots. On reconnait sans
difficulté qu’ils obéissent a la loi symbolique

(5) (N -+ 1)p = Np=+1,

qui donne, de proche en proche, pour les termes de la
série Ny, N,, Ny, . .., les valeurs

(6) I, 2, 5, 13, 52, 203, 877, 4140, ....

Si Pon pose N, ,=v,, on sait que l'égalité (5)
donne lieu a I’égalité symbolique générale

F(N +1)=F(v).
Par exemple, pour F(z) = (z— 1)P, on trouve
N,=(v—1)P=N(N—1)P= ArP(N;).
Ainsi, le pi¢me terme de la série (6) est égal & la
pieme différence du premier terme.
9. Prenons encore I (z) = e*#; il vient

eN+1x — evr,
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¢’est-a-dire
ex eNuv — (eN.r )"
d’ou
. . . x? a3
€1 =34+ Ny =+ Ny e - Ny —— +....
1 1.2 1.2.3

drec -1
N,= (& .
! ( dxp >x=o

10. Entin, faisons remarquer la relation symbolique

D’aprés cela,

N(N—1)(N—2)...(N—p~+1)=1,

que I'on déduit immédiatement de (4).

11. Signalons, pour finir, P'expression de sous
> 1 ’ P P
forme d’intégrale définic. Moyennant I’égalité connue

_yu( Y

'~‘—-—— cos 04-7sinf ___ .
1.2.3...p f (et 1)m sin p0 db,

la formule (2) donne

Vi

.

20 e beisims
Y > o /‘ S (@eest+ismy sin pb o),
WA

pourvu que Uon néglige la partie vmaginaire du second
membre. Cest pour exprimer cette restriction que nous
avons remplacé par = le signe d’égalité. Par exemple,
la derniére formule donne, pour les nombres N, cette
expression générale

L
e¢® sinpb db),

T cosh
Np= —f e®  costin®) cin[ e in(sin6)] sinph df.

ARy
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DERIVEES DES FONCTIONS DE FONCTIONS:
Par M. E. CESARO.

1. Fonctions de ¢*. — Soit, avant tout, y = ©(e%).
Si P'on calcule, de proche en proche, 3/, 37, 3", ...,
on est conduit a poser

/ Iy
N~ w(eT) ~ Y'(ex)
y =0y, * . et —+ 0y p - ;

2y

"
o"(e*)
€% 4+ 03 p - ( 3'e31+,..,

1.2.

les nombres ¢, indépendants de la nature de y, étant
nuls lorsque le premier indice est supérieur au second,
ou inférieur a I'unité. Pour ¢(x)= x", la derniére re-
lation devient

(€ +1)"=mpr,

pourvu que 'on remplace o7 par ¢, p. 1l en résulte im-
médiatement
8m,p = Am(opr),
puis
o'(ex)
(p).—
y I

ol/ e:r
| +Ee,
1.2

exA(oP)

(1) "
o"(ex) ax
! A3(oP
1.2.3 € (oP)+

ExA*Z(Op) -+

2. Il est aisé d’invertir la formule (1), en opérant
comme nous l’avons fait dans notre article Sur une
équation aux différences mélées. On trouve l'égalité
symbolique

(2) epxc?(M(er):y(y—x)(y——o,)...(y —p+1).

3. dpplications. — Dans le tome V1 de la Nouvelle
Correspondance mathématique, M. Leinckugel a dé-
montré la formule (1) pour I'appliquer au développe-
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1 . . ..
ment de T3 suivant les puissances de . St l'on

T »
prend o{x) = —a la formule (1) donne, pour x = o,

(p) — ad(or) azA2(oP)  a3A3(oP)
Y —(l—‘a)2 ([__a).’i (l—a)‘

, .. P ,
T'el est le coefficient de - » dans le développe-
[.2.3...p

1
ment de ——— .
1 — aet
4. De méme, pour z(x)=(x —1)", on voit que
yP) (1), généralement nul, est égal am! lorsque p = m.
D’aprés (1), on a donc, pour x = o,

.y(p): A”‘(OI’),
[l en résulte

xm rm+1
‘ (ex_. ])m = —-A"l(o'") - Am(om—i—l)
(3) m! (m—+1)!
| rm+2
' _1_(____—;_>' Am (()m+2‘) “+ ...,
m 2).

5. Inversement, d’aprés (2), Vexpression symbo-
ligue
AA—DNQA—2)...(A—p—+1),
dans laquelle on remplace A" par A™(0"), est nulle
sim est différent de p.

6. Voici une autre application des formules (1) et (2).

27 .
Prenons ¢(x)= ——- On trouve sans peine
’ 1A a2 .
(P (1) / 1 \PL )=
—_— = — — sin(p —i1)-=-
1.2.3...p ( ‘/2) r 4

D’autre part, on sait que, E, étant le p/é™c nombre
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d’Euler, on a

=2 —1+BZ+E E, -
= R TR

J

Cela posé, la relation (1) fournit cette remarquable
lormule

Ep=— 1 [28%(0r) —213(07) -+ 84(o7)]
-+ /:—2-[2.56(01’) — 2A7(0oP) + A8(or)]
_,é[gyo(op)—zh\“(o”) A2 (oP)] ...,

que 'on peut metire sous la forme symbolique

A2
>+ 2A+ Az’

44

P

en convenant de remplacer, aprés développement, A™
par A™ (0?). Par exemple,

Ejo=—(511—127 990 + 204 630)
—- (2054430) — 3704400 +1890000) — 113400 =— 50521.

7. Inversement, d’aprés (2), on peut écrire 1'égalité
symboligue
E(E—1)(E—2)...(E—p+1)
1.2.3...p =
= (—1)p1 ————)—— sin(p—1)—-
Wy T
8. Intégrales définies. — Multiplions les deux
membres de 1’égalité (3) par sinpw dw, aprés avoir fait
x = ei®, el intégrons entre o et T, en négligeant, dans l¢
second membre, la partie réelle. Pour rappeler cela,
nous remplacerons par = le signe d’égalité. 1l vient

T .
[ (ee'® — )™ sinpw dw

V==
A"l{ OI}LA»V)
(m + v \’

Y14

= Am(opP
sin (m + :)wcmpwdw._z—— o7)
2

p!

?
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d’on
Am(oP) 2 [T
(4) —_— e (ecosm +—isiu(u.___|)m sinpu) dw.
1.2.3...p T J,

Par substitution dans (1), on obtient, plus générale-
ment,

yw) af [T - .
= 5 ((eX+CoRw+isin®) gin pw dw.
? p

1.2.3...p T . Jy

»r
Par exemple, pour c;(x)zﬁ? et x =0, on

trouve

, COS W --COS WY g] 1 1
e e sin(sinw) sin pw
Ep_ i o p ( - s ) ( T dw
T €200 | g=2C0SW 9 cOos(2 Sinw)

9. Fonctions de logx. — Soit encore y = v (logx).
En opérant comme ci-dessus, on trouve la formule

symbolique

(5) zPy® =o(o—1)(¢ —2)...(9 —p +1),

ou lon doit remplacer, aprés développement, ¢” par
% (logx). Inversement

¢ (logar) = ——-A( or) + - Z.A.z(op)ﬂ-flas(op)-k

10. Intégrales définies. — En employant (4) et en
remplacant logx par x, la derniére formule devient

(_‘r,(p)('fr)

wi T
:_5—}3—:-—3‘:!/0‘ o(x + ei®) sinpw dw.

Cette formule, & peu pres évidente, a de nombreuses
conséquences.

11. Cas général. — Aulieu de nous arréter a I’exa-
men d’autres cas particuliers, considérons, en général,

y=o0(u), u=y(x). )
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Pour cela, il faut que nous démontrions quelques
propriétés d’un important algorithme. Rappelons d’a-
bord que, ayant toutes les solutions entiéres ct posi-
tives de I'équation

rt—re+ry+...t+=ry=p,

on appelle algorithme isobarique d’une fonction f(r),

m
¢t I'on désigne par Sf( 1), la somme de tous les pro-

duits analogues a

fr) f(ra) f(ra)...f(rm).

Or c’est 'algorithme

m

ulr
Upmte = § (7555

r

que nous voulons considérer d’'une maniére spéciale.

12. Propriété fondamentale. — Pour plus de sim-
plicité, désignons par ¢, la fonction soumise au signe
algorithmique. Prenons un terme

Ery Erylrgeeelpy (M+To—+...41rp=Dp)

de Up n(x). A causede e, =(r +1)e,y4, il est clair que
sa dérivée est
vy=m
(6) 2 (Py =+ 1)Ep Ery « v Epyt Eptd Eputl e+ » Epppe
v=1
Pour que I'un de ces termes coincide avec un terme
donné

(7) 20, S0 Cps -+ -Epm  (P1+P2t. . pPm=p 1)
de Uy, n(x), il faut que

=01y oy Tyt = Pyt Ty =Py —1; Tyt = Qv ooy P'm = Pmy
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el, par conséquent, p, doit étre superieur a l'unité. Si
cela a licu, le terme (7) se trouve p, fois dans U'P’m (x),
comme on le voit par (6). Il en résulte que le terme (7)
est contenu dans U;,,m(x) un nombre de fois égal i la
somme des quantités p supérieures a [l'unité, cest-
a-dire p +1—N fois, N étantle nombre des quantités p
égales & l'unité. D’autre part, considérons les termes

€r ErySpy v Bpy, (P Tot .. =Ty =p)

de Up m_4(x), et multiplions par ¢, chacun d’eux, en
écrivant ce facteur aux m places qu’il peut occuper, de
la manicére suivante:

o

g1

™

el 8  Ep. .2 €p Sy
i Rk ’ll Tm—y et ry Ta <=1

Dans le¢ Tableau ainsi formé, le terme (7) se trouve
N fois, tandis que la somme de tous les termes est, évi-
demment, ms; Up 5,y (). En résumé, le terme (7) est
contenu p + 1 fois dans Ul7 wl®) +=me,Up oy ().
Conséquemment

(8) U’/I.m(‘r) = (P -+ |>[j/!+1,111(‘7') i ”711’Up.llz~1(x)-

Pour que cette relation subsiste sans limitations,
nous conviendrons de supposer U, , = o, lorsque m cst
supéricur a p ou inférieur a 1.

13. Formule générale. — Revenons a la fonction 1,
ct démontrons que

( yin o'(1)

\ﬁT—?: U

(9) 2.3 oo ;
(" ,,o(.r)+—(")

[)p 3( Z') .
¢’est-a-dire

V’J’\ N
vodry N[ dvy /1 drad
pLodrr ~_‘>-i [T’ duy S(T‘ (lr")].
ot

P
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Admettons, pour un instant, que cctte formule, évi-
dente pour p =1, soit vraic pour les valeurs 1, 2,
3, ..., p de p, ¢t démontrons qu’elle subsiste pour la
valeur p + 1. Pour atteindre ce but, il suffit de prendre
les dérivées des deux membres et d’avoir égard 4 la re-
lation fondamentale (8). On doit observer que cette
démonstration ne suppose aucunement que les fonc-
tions considérées soient développables par la formule
de Taylor.

. I .
14. Exemple. — Soient u = - et, par suite,
xr

(—1)r
1

o

r

Un terme quelconque de U, , est

(— )" (—1yr: (—1)'m . (—1)P
it geratt e rrmtl T gpptm :

Tous les termes de U, , sont donc égaux : leur
nombre est, d’ailleurs, ceclui des solutions enticres ct
positives de Péquation ry+ry—+...4r,=p, cest-
a-dire Cp_y m_y. Conséquemment

m
(— 1) , Cp—1,m—1
Upm(z) = S [ 1 =(=nP aprm
r

La relation (g) devient

o 1)
2Py P ¢ (:7)
(= 2P =

i.2.3...p r

-G

\ N\
” <_|_ ‘ " (l)
Cp-1.1 1‘)+ Cpo1a 7\

1.2 z? 1.2.3 x3

Telle est la formule qui donne la piéme dérivée des

» . 1
fonctions de - -
T
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5. Lorsque Yexpression de la p' érivée d'une
15. Lorsque l'exj de la pitme d d
fonction de fonction est connue, la comparaison avec
les formules précédentes donne lieu a des égalités iso-
bariques, plus ou moins intéressantes. Ainsi. pour
u=e*, ona

m m
ex T
Up.m(z) = S(\I-Z‘B' . ./-> = e,nxS<l.2.3.. ./'>'
P

r

La comparaison des formules (1) et (9) donne, pour
les ditférences de oP, cette intéressante expression iso-
barique :

m
Am(or) 1( 1
i Mb\r!
»

De méme, pour « = log.x, on a

m ( ) - ( ) m
. — )+ —1)p+m 1
l’lP,"'(‘T): S[ ot l = rry S<;>.
P - »

La comparaison des formules (5) et (9) montre, en-
suite, que la somme des produitsy av des p — 1 pre-
miers nombres entiers est égale a

=y
pip—(p—2)..(p—v—+ [)S(%)

,7
D’apres cela, on a

S[3§(3)] - etptee=n,
P

v=1

En particulier, pour o =1, on retrouve une formule
donnée par Cauchy dans ses Exercices.

16. La relation (9) comprend comme cas trés parti-
culiers, pour diflérentes formes de la fonction o, toutes
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les formules contenues dans notre article Algorithme
isobarique, et démontrées, par une autre voie, dans le
Journal de Battaglini. Par exemple, pour

o(x) = 2
il vient
yip) v=~£
1‘2V.3...p = [(= 0¥+t Upy(2)]-
v=1

. T 1
Fn partlcullel', pour u = ;(e"—}— e’x) et xr =o,

v=p v
Esp _N[,_ i
1.2.3...2p _Ai[( I)VS<1.~L.3...2I‘>]'
v=1 4

I
Pour u = ;(l——e") et x = o,

v
_ \ _ 1 )
1.2.3...p l< I)HPS[1.2.3...()'4—;)]\”
P

Telles sont les expressions isobariques des nombres

d’Euler et de Bernoulli.

17. Autre exemple, bien remarquable. En faisant suc-
cessivement o(x) = e, o(x) = logx, et x = o dans la
formule (9), on obtient

y'» < | \ w'r)
=2 5805
v=t1 14
w'p) ¢ ( |)v+l : /J(r) B
— — ,
=28 0]
v=1 4

Cela posé, désignons respectivement par s, ¢, les
sommes des réiémes puissances el des produits r & r de
Ann. de Mathémat .. 3¢ sérvie, t. 1V. (Janvier 1885.) 4
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(quantités quelconques =, 3, v, .. .. Soit
r=04+x2r)0+Sr) i+ yr).. = el
1 est claiv que, pour x = o,

yr utr sy
_— =y, — I e—.

r! r! r

Les formules préeédentes deviennent done

4 ) v .
—— )Pty s
v=1 4
v=p v
sp = 2 [(—-— 1)p+v {_: S((‘,)] .
VES| 4 :
18. Interprération de Ualgorithme U. — Soit a la

valeur de w, pour 2 = 5. Si Pon fait 2(x)=(r — a)",
et x =2, la formule (g) devient

},(p}

T e

ar conséquent, entre les limites d’application du
P juent tre les limites d’applicat d
théoréme de Taylor a la fonction uw=y(x), on pourra
éerire

‘ [Y(r)= 4 ()= (z—E)" Up,m(E)
(10) +(z— MU,y m(8)

{ +('T“‘E)m+2 Um«}—z‘m(i)""----

La formule (3) se trouve ainsi généralisée.

19. Intégrales définies. — Multiplions les deux
membres de (10) par sin po dw, aprés avoir fait

P e—F = el

et rempla(:é 13 par x. Intégrons ensuite entre o et =, en
négligeant. dans le second membre, la partie réelle.
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1 vient

ki3
[ [Y(& - elw)— b)) sinpw do
“0

Ve T
sz U vy (1) sin (m - v)wsinpw dw =i -U, ,(r)
> )
0
=0

d’otr
YA

o
(1Y Upom () e —= f [+ ety — L ()" sinpw dw.
0

™

20. Allgor[t/une isobarique de = La fonction

r—+
dont nous avons parlé dans notrve article Proprictés
d’une fonction arithmétiqgue n’est autre que algo-

m .
I \
Tp,m = N ’
r-1
,)

que Pon rencontre dans la dérivation des fonctions

rithme

I ~ > .
de u= ;Iog(l 4+ ). En eflet, pour cette forme de u,

l;p,m(”) = S I_(’:—%J =(— I)"3[:,1u-

r

on a

Par conséquent, en vertu de (9),

y(p) _ ? (‘) (?n(‘) m(l)
1.2.3...p 1 e TP

-G

(*l)/’ Tps—ee.e

Par exemple, pour ¢ (x) = ¥, on obticnt le dévelop-
pement

V=e
1
- N\ Ty, Tv.2 Ov.a
|+:r-'=62‘ —|V<———+—~» e R I
( ) (=0 1 2 1.2.3 ’
v=0

donné dans Varticle cité.
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21. Adlgorithmes V et W. — Nous ajouterons quel-
(ues mots sur deux autres importants algorithmes, a
savoir

m

B o

= L = .

pomi ) S|u ) pn(T) S[I.Z.S...(r—l),
r r

Dans cete Note, c'est le dernier algorithme qui atti-
rera spécialement notre attention. Quant au premier,
nous nous hornerons i faire remarquer la relation fon-
damentale

V,p,m(l') = ”l[vlwl./:z(fl’/') - Vp.m—l (-L')],

que T'on obtient par des considérations fort simples,
analogues & celles qui nous ont servi a établir 1éga-
lité (8). Clest de la méme maniére que Pon obtient la
relation

(12) “';,’m(.z‘)=(p-——lll—'r—l)\V,,_H‘,,,(x).

Il suflit d’obscrver que, si 'on continue a représenter
par ¢, la fonction soumise au signe algorithmique, on a
¢.==repy, et, par suite, le terme (7) se trouve, dans
W', (%), un nombre de fois égal a la somme des quan-
Lités p supérieures a Uunité, diminuée du nombre
des mémes quantites, c’'est-a-dire a

(p+1—N)—(m—N)y=p—m+1.

22. La formule (12) permet de développer W, ,, (x)
suivant les puissances ascendantes de x, lorsqu’un tel
développement est possible. En eflet, il est évident que

(13) W)f’,,, (@)= (p—m-1)(p—m—+2)...(p—m4+K)W g m(2).
Par suite, s’il est permis de poser
x3

x a?
’ — AP AP ) Py
\\I’ m(r) = An,'m_’- Al‘/n ' + A'z.m I 2+ A:i.m 1 2_3_‘ e
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on a ndeessairement
A =@ —m+10)(p—m-+2)...(p—m+£k) Aﬁ,’:ﬁ,""_
1l ¢n résulte la formule symbolique

m
Ao.m .
Ao m$>p—m+l

Wom(z)= =
En d'autres termes,

§ 5] =3 v § £ i
p+

14 v=0

il

23. Pour montrer toute 'utilité de ces formules,
commencons par appliquer la formule (13) a la détermi-
nation de 'algorithme

m

— |

P

Pour u« = e*, il est clair que

n ex

?
Par conséquent, en vertu de (13),

m’-‘r,,,,,, =(p—m-+1){(p—m-+2)...(p— 0+ K)Tpikm.
On en déduit factlement

mp—n
1.2.3...(p——m).

Tp’,,,_ =

2%. De méme, soit




—~
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FEN

i
Pour « = —, on a
T

i m
W /:'/n('l') :( —nr.

AP )l’, m

puis, la formule (13) donne

()p.m = C[}J‘IH%' 1,p me
C’est 1a un résultat curicux an point de vue de la
partition des nombres. Si 'on considére toutes les solu-
tions, entiéres et positives, de I'équation
PLa Py e Py = P,
on trouve d’abord, pour 2 =0, que lear nombre est
(1,,,,,’,,,7.. Oun voit ensuile, pour z =1, (ue I'on a

N e g N .
Eriracoorm= Cuip-v,2m-1, ectec.

25. Ces résuliats trouvent, en outre, une application
utile dans la recherche des dérivées des fonctions de
fonctions. Ainsi, pour u = xe? et & = o, la formule (g)

donne, en tenant compte de la valeur de algorithme =,
Y = Cpyy 17-16°(0) 4 Cpp 420257 (0) 4+ Gy 30367 (0) + ...

De méme, par Palgorithme 0, on obtient, en suppo-
8

r
sant i = mT ct x =o,
y C ¢'(0)
T.2.3...p  CprashemiThy
(?II(O') \ ?”’(0)

+Cp‘+2a—l,p—‘.’ o Sp3a—1, p—3 .3 kR

[ L I oo

26. Pour finir, nous ferons observer que chacun de
ces algorithmes peut étre mis sous forme d’intégrale dé-
finie, moyennant la formule (11), pourvu que le déve-
loppement {(10) soit légitime. \insi, en cherchant a
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exprimer I’algorithme =, on trouve

™ . RN mp—m
[ M eosm gin (mew —+ m sinw) sinpw dw =

o0

BN

1.2.3...(p~-1)1)'

PUBLICATIONS RECENTES.

(QuEsTIONS DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE (Mathématiques
5|>é(ria!(ts), al’'usage des candidats a 'Ecole Polytechnique
et i I'Ecole centrale des Arts et Manufactures; par M. F.
Jurisch, agrégé de 'Université, professcur de Mathéma-
tiques spéeiales a IEcole Colbert. Paris, Ch. Delagrave;
1883. In-8, avee 66 planches hors texte. Prix : of, 50.

Cet Ouvrage contient les solutions de soixante problémes em-
pruntés, pour la plupart, aux questions proposées dans les con-
cours d’admission a I'cole Polytechnique et a I’Ecole Centrale.

Ces problémes sont accompagnés de données numériques
permettant de disposer I'épure sur la feuille et facilitant ainsi
la confection du portefeuille exigé des candidats aux Ecoles.

L’auteur a donné les diverses méthodes qui peuvent étre em-
ployées pour résoudre un méme probléme, afin que son Ou-
vrage pat servir de complément a tous les cours de Géométrie
descriptive.

lin outre, il a cru utile, s’adressant a des ¢léves de Mathéma-
tiques spéciales, d’appliquer les équations des surfaces toutes
les fois que la mise en équation a pu fournir la nature des
projections de I'intersection cherchée (n> 3, 21, 23, 24, 42, 46,
33, 62) ou un procédé pour construire les tangentes aux points
remarquables (n* 21, 23, 24, 55, 62).

infin, il a étudié complétement la détermination des asym-
ptotes des projections (n*1a 12, jo) et celle des points doubles
(n* 1, 2, 12, 13, 18, 28, 29, 36, 39), ces questions ayant été
fréquemment posées, dans ces derniéres années, aux examens
oraux de I'Ecole Polytechnique.
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NECROLOGIE.

Nous avons le regret d’annoncer a nos lecteurs la mort
de M. LionneT, ancien professeur de Mathématiques au
lycée Louis-le-Grand, ancien examinateur de la Marine,
qui a enrichi les Nouvelles Annales darticles aussi re-
marquables par lcur élégance que par leur variété. Nul
plus que nous ne sentira la perte d’un collaborateur
aussi précieux. .

QUESTIONS.

1520. Si du point O on voit le coté BC du triangle ABC
sous un angle égal 8 A augmenté de go°, on a entre les
cOtés a, b, ¢ du triangle et les distances «, €, y du
point O aux sommets A, B, G la relation

ata?= D26+ c2y2. (D’0OcAGNE.)

1521. Le point M étant pris d'une maniére quel-
conque sur le ¢oté BC du triangle ABC, on projette or-
thogonalement en B, C' les sommets B, C sur AM;
démontrer qu’on a la relation

BC.AM = MB.AC'+ MC.AB'. (D’OcaGNE.)

1522. Le déterminant de (n — 1)? éléments, dont
Pélément général w;; est égal au nombre des diviseurs
communs dei + 1, j + 1, représente la totalité des en-
tiers, non supérieurs & n, dépourvus de diviseurs carrés,
autres que lunité. (E. Cesaro.)
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SUR UNE IDENTITE TRIGONOMETRIQUE;
Par M. HERMITE.

M. J.-W.-L. Glaisher, professeur a Cambridge, a
donné sans démonstration la relation suivante, ou a, b,
¢, f, &, h sont des quantités quelconques, a savoir (') :

sin(a — f) sin(a — g)sin(a — k)

sin(@— b) sin(a — ¢)

sin{b — f)sin(b — g)sin(b — k)
sin(b — a)sin(b — ¢)

sin(¢ — f) sin(¢c — g) sin(¢c — h)
sin(¢ — a) sin(¢c — b)

, sin(f—a)sin(f—b)sin(f—c)

' sin(f— g)sin(f—h)

sin(g—a)sin(g—b)sin(g—rc)
sin(g — f)sin(g—h)

sin(h — a) sin(h —b)sin(h—c) _
sin(h — f) sin(h — g) o

-+

-+

-+

-

L’éminent géométre a de plus remarqué que la somme
des, trois premiers termes est égale a

sin(a+b+c—f—g—h);

or, on voit qu'en changeant a, b, cen f, g, k, et récipro-

quement, le sinus se reproduit sauf le signe; il suffit

donc d’ajouter les deux expressions pour obtenir immé—

diatement la relation annoncée. Ce résultat intéressant

peut se généraliser et se démontrer comme il suit.
Considérons la fonction

flz)= sin(x — f)sin(x — g)...sin(x —s)

sin(r —a)sin(x—0b)...sin(xr — 0’

(') Association francaise pour 'avancement des Sciences, Congrés
de Reims, séance du 17 aout 1880.

Ann.de Mathémat., 3¢ série, t. 1V. (Février 1885.) 5
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ou je suppose que les facteurs soient cn méme nombre
au numérateur et au dénominateur. Désignons par A,
B, ..., Lles résidus correspondant aux poles x= a,
by ..., 1, de sorte qu'on ait

sin(a — f)sin(a — g)...sin(a—s)
= sin(@a—b)sin(a—c)...sin(a—1)
_sin(b — f)sin(b—g)...sin(b —35)
“sin(b—a)sin(b—c)...sin(b—1)’

J'emploierai la relation
H—G

A+B+. ..+ L= — >
21

ou G et H désignent les valeurs de f'(x), lorsque, ayant
fait z = e, on suppose z nul et inlini (Cours d’ Analyse
de I’ Ecole Polytechnique, p. 328).

Ces valcurs s’obtiennent facilement; on a, en effet,

sin(r— f)  s2e-if —elf
sin(r —a)  ste—lw—eia’

d’ow, pour z = o ct z infini, les quantités
eilf—a) ot e—ilf—al,
Soit donce, pour un moment,

U=a-+b-+...+ I,

v=f4+g+...+5;
nous aurons sur-le-champ

G = e—itui=), I = eilu—v),
et par suite l /
A+-B+...+L=sin(u—v).
Maintenant il suffit de permuter a et f,bet y, ...,
[ ets pour obtenir I'équation de M. Glaisher. Qu’on
désigne en effet par I, G, ..., S ce que deviennent
alors les quantités A. B, ..., L;la relation précédente
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donne
F+G+...+8=—sin(u—v),

et 'on en conclut 'identité

A+B+...+L4+F+G—+-...4+~S=o.

NOTES SUR LE CALCUL ISOBARIQUE;
Par M. E. CESARO.

I. — ALGORITHMES D’ALGORITHMES.

1. Sur un algorithme de poids variable r, de degré

m
constant ., répétons I'opération algorithmique S Un

, r
terme quelconque du résultat

peopop L
,‘

SS ..-b’ (7’1+l'g+7‘3—|—...+rm:p)
I'm

LT T ]
s¢ compose d’une série de termes, dont chacun est
constitué par pm facteurs dount les indices ont pour

somme 7'y -+ 7'y + . « . 1, = p. Tout terme du résultat
p<l'l
appartient donc a S I est évident, d’ailleurs, que tous

»
wm

les termes de S se trouvent, sans répétition, dans le
»
résultat. Par ’emploi successif de ce raisonnement, on
est autorisé a écrire
mogoour e
" §§88--7§".
pororor p

en convenant d’opérer successivement et de droite a
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gauche. En outre, on doit rappeler que, par convention,
m

S = o lorsqu’on n’a pas 1Z2m Z p.
P

2. En particulier, soit « une fonction quelconque
de x, et considérons I’algorithme

m
1 dru
Up,m (@) = S (',_1 3‘;)’
,7
étudié dans la Note Dérivées des fonctions de fonctions.
On aura, en vertu de (1),

m
S(Ur,p.) = Up,p,m-
’I
Cette égalité permet de généraliser les cxpressions
isobariques obtenucs dans la Note citée. Ainsi nous

avons trouvé
m

S L)—— Am((ll_)
P T pl

r

Nous aurons, plus généralement,

Q[ Av(or) | Awm(or)
S_ r! T
P

Par exemple, pour p = 2,

m

2 — 9, A2 (op)
S )T T pt
»

3. De méme, les égalités

m m

1 mp—m
S [(, — l)!] = p—m ’ S(Cou-r—l, ;-—1) = Cma+p—1, p—m
P r
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donnent

mn m

1 mp—pm
S [(r—— IA)!] = p—pm)?’ S(C‘“‘*"" r—p)=Cumatp—1 p-pom-
r n

4. Comme dernier exemple, I'égalité

§<l> _ Sp—m, p—1
r) (m+1)(m+2)...p

14

dans laquelle s, , représente la somme des produits m
a m des p premiers nombres entiers, se geénéralise
ainsi

m

S[ Sr—w, r—1 J — Sp—wm, p—1 X
(pt1)(+2)...7 (pm—+1)(pm—+2)...p
14

En particulier, pour =2, on a

m
1 1 1 1 Sp— _

S (1= =— P ;
r 2 r—i1/. 2m (2m 1) (2m—+2)...p

II. — Sur LA DERIVATION DES FONCTIONS DE FONCTIONS.

5. Dans la méme Note, nous avons montré que, si
y=o(u), u= Y(x),ona

) i _,-:p L. (
2) 1.2.3...p _E [1.2.3...‘1' ri(@)].
i=1

Cette formule s’étend aisément au cas o y s’exprime

en fonction de x, par l'intermédiaire d’'un nombre
quelconque de fonctions. Soit, par exemple,

y=ylu), u=g(v), ¢v=4¢(),



et posons

P P
m m
\B 1 dry
b T 7 de =%om
,) ]}

11 est visible que

i=p

yip ﬁ’ -/(i,

"";T = 2 I (PiiWp,i+ Prar,i Wpiv
i=1 '

+ Prag  Wpiva .. q’;:,i‘Fp-I')]‘

Cette relation nous sera fort utile dans d’autres re-
cherches.

6. lci, nous n’aurons besoin que de la formule (2),

. . 1 .

dans le cas particulier de ¢ (x) = —- Soit
‘ T

I

UW=1—0C &+ Cx2—cC3x3+...=

1Y & + Yo X2— 328 e
D’aprés (2), on a

) —2

) » -1 !
3) = S(c,.)—]S@r) +IS(W == 8.
r » z r

7. Supposons que

u=>O0—ayx)(1—ayxr)(1—asxr)....

La formule (3) donne I'expression générale des coef-
ficients v, moyennant les sommes c, des produits r & r
des quantités a. Il est, parfois, utile de connaitre
Pexpression des mémes coeflicients en fouction des

somumes sy des 1™ puissances des mémes quantités.

1
Dans ce but, posons L= de sorte que

S$a
=85 o
2
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Dans le cas actuel, la formule (2) donne, pour

, P »a

7(x) = e, .

1 2 3 P

, S(s,“ 1 S 7 I S sp\ N I S(s,.‘

T —_ = — — |+ — ). — — )

Ci e \r)_T_:z! s,) 31 r P! \r)

P P P 7
Les relations (3) et (4), qui nous seront utiles dans

la suite, fournissent de nombreux théorémes.

III. — DiFFERENCES DES FONCTIONS.

8. On sait que

== p
Av\r N/ ody .
C S F Sy
Ax r! der)

i=0L p+i

Or, il est évident que 'on peut écrire, plus générale-

ment,
i== P dr A .
N Amy N\ p ] r m—1 4 .
o (Y| § (L )
Apm e rl drr Axm—l
i=0 1 p+i

Cette formule donne licu a beaucoup d’égalités inté-
ressantes; mais il est utile, pour Vappliquer, de con-
naitre expression de A™). La question  est aisée a
résoudre, et, d’aillcurs, le résuliat est connuj mais,
comnie nous en aurons besoin ultérieurcment, dans la
recherche des différences des fonctions de fonctions,
nous allons I'indiquer en quelques mots.

1" "

9. Par le théoréme de Taylor, on a
g Y

Y Az + %Az‘l—!——'——.&xl‘—:—...‘

A‘yzfx— 1. 1.2.3

En partant de la, calculons, de proche en proche,
A3, A%, .... Nous sommes conduits & poser

)»(m) o
A"‘)’ = - So,m Axm
y(m.+l) Y2 .
- K Agpm+l o g IR
I (m—:—()!”‘”"\‘* ' (,n_'_,l)!ﬁ.m Ar =y
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les nombres ¢ étant indépendants de la nature de y.
Pour les déterminer, faisons y =: t”"‘“‘ puis x =o,

Ax = 1.1l vient
Alll(ollt+i) = ai m

Conséquemment

=
(6) A'"_y 2 vim+t - Am( om+iy Apt,
Azm T (//L —+¢)!
i=0

10. Soit, par exemple, 3 = €7, et posons Ax = z. La
derniére formule devient

(

A8 |

) <e..__ I \)m Am((,m+l)

(nz+L)' =

Par la comparaison de cette égalité avec (6), on voit
que P'on peut toujours écrire symboliquement

Amy = (gyAx —a)m,

11. De méme, pour y = sinx, on trouve, en faisant
x=o0,Ar =z,
. . P m ~ A’Il(olll+2l+]) )
(m pair) om sm"'; sin — = E (-- Sm+2U+l

(/n—r—zt—l)
i=0

=
. 3 * . z _\m(()nH—ZI) X
(m impair) 2™ sin™ - cos 25 = : (—1)t (= )' gm+2ly
2 n 21
i=0

tandis que la formule (5) donne

ms\»
2 sin = cos —
2 2

\

(8) (m pair) ( i=w p [eos " —DFE+(m—12 )

ST |
\ r!

i=0 p+i

[ .5 .. om3\P
28in = sin —=
2, 2
(9) (m impair) e » iln(?—l\‘l‘t—l—(ln—l)» :

:Z;ZPUS r!z
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12. Revenons a la fonction y = x%, et cmployons la
formule (6), en supposant Ax =1. On obtient, sous
forme symbolique,

Am(g@) = [z + Am(0)]T,
en convenant de remplacer la ™ puissance de A™ (o)
par A™(0f). Sil’on introduit ce résultat, presque évi-
dent, dans la formule (5), on trouve, pour x = o,

TCHIEDY

i

P \'
S [Cm,r Am—1 ( om’—r)] 5 .

p+i

Par exemple, pour m = 2,

(27— 2)r = §(Cor) + §(Corr) + § (Car) .,
14 p+t p+2
. .y . . 1
13. Derniére application : pour y = S ctdxr =—xz,

la formule (6) devient

1.2.3...m ~ o
(IO) ([—Z)(I—Zz)...(l——-mz) :;Am(om—i—l)z:'

Conséquemment, en vertu des formules (3) et (4),

i=p

i

Am(om+p))

]
. S

1

i

i=

i=p

2 I S<1’+ 2.+ mr
- 7! ; r

1 »

]

1V. — ALGORITHMES ISOBARIQUES COMPOSES.

14. Nous appelons ainsi toute combinaison linéaire
’ . . . 1 .
dalgorithmes isobariguesélémentaires d'une méme fonc-
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tion, quelles que soient, d’ailleurs, leurs degrés. On a
vu, précédemment, que ces algorithmes composés inter-
viennent dans I’expression des dérivées des fonctions
de fonctions : nous les rencontrerons dans un grand
nombre d’autres questions.

13. On sait que plusieurs géométres ont imaginé des
algorithmes, propres a4 réglementer, pour ainsi dire,
V' Analy se partitive, cetteimportante et féconde branche
de VAlgebre, que M. Sylvester appelle, avec beaucoup de
raison, I'dme de toute I’Analyse. Or il est curieux de
constater que tous les inventeurs, en agissant les uns
a linsu des autres, ont €té d’accord dans le choix de
’algorithme isobarique composé comme base du calcul
des partitions. Nous montrerons, en effet, qu'un tel al-
gorithme ne diflére pas de celui qui a été étudié I'année
derniére par M. d’Ocagne dans les Nouvelles Annales.
On sait, d’ailleurs, que le méme algorithme, précédem-
ment étudié par Wronski, sous le nom de forction
aleph, a été Vobjet de recherches de beaucoup de géo-
métres. Ici, nous voulons sculement signaler a ’atten-
tion des jeunes inventeurs les travaux, injustement mé-
connus, de plusieurs savants professeurs de I'Université
de Naples: MM. Trudi, Fergola, Torelli, etc.,qui ont pu-
blié, a dillérentes reprises, dans leJournal de Battaglini
ct ailleurs, d’intéressantes Notes sur P'algorithme e¢n
question. De plus, on trouve dans les Comptes rendus de
U’ Académie des Sciences de Naples quelques impor-
tants Mémoires de M. Trudi sur le méme sujet. Ils sont
surtout & recommander pour les renseignements biblio-
graphiques et les Notices historiques, nombreuses et
Intéressantes.

16. Les mathémaliciens, avons-nous dit, ont tacheé de
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pmndre comme basc de I’ Analyse partitive I’algorithme
isobarique composé, c’est-a-dire une somme d’algo-
rithmessimples, deméme poids, maisdedegrés différents.
L’algorithme-élément semble étre resté inconnu jusqu’a

présent; mais c’est évidemment cet algorithme élémen-

m
taire S qu’il faut, désormais, considérer comme élement
»

primordial dans le calcul des partitions : ce sont ses
propriétés que l'on doit rechercher et étudier, afin
qu’elles constituent le fondement de I’Analyse partitive;
car cet algorithme est le seul qui posséde la propriété
d’etre ala fois isobarique et homogéne, et de ne pas souf-
frir une ultérieure décomposition en éléments d’une
plus grande simplicité.

17. M. d’Ocagne représente par [a,asa;...a, P le
résultat que I'on obtient en remplacant par 'unité les
coefficients numériques, dans le développement de
(ay+ as+ az+.. .+ a,)P. Tout en nous conformant a
cette notation, nous écrirons, plus briévement, [ a,}/,.
M. d’Ocagne donne ensuite la formule

1
(11) 3 (1—011’)(1—ag‘l').,.(\l—amﬂ-')
( =1+[ay]he +[ay]h 22+ [ay )b a3 +. ...

En vertu des égalités (3) et (4), on voit que I'algo-
rithme [a,]%, est composé et isobarique; car il peut
¢tre mis sous 1'une ou I’autre des formes suivantes :

i=p [2 i=p i
o . ul 1 S
o o= 3| com S| - 31805 |
i=1 P =1 P A

Naturellement, les sommes ¢, doivent ¢tre considérées
comme nulles, lorsque r surpasse m.



(68)
18. Sia,=v, l'examen simultané des formules (10)
et (11) montre que

Am(om+p)
[V = :

1.2.3...m

Cette formule, qui sera généralisée plus loin, a é1é
remarquée par M. d’Ocagne, qui I’a obtenue par com-
paraison avec une formule donnée par M. Schlomilch,
dans un Mémoire Sur les facultés analytiques.

19. Faisonsremarquer aussil’expression des nombres
d’Euler sous forme d’algorithme composé isobarique :

» Eyp _ [ 4\ I r
(=0 1.2.3...2p —<;5> [(zv—l)i]m ’

On y arrive immédiatement parla décomposition dela

fonction cosx en ses facteurs primaires, et le dévelop-
inr

pement connu de séca. L'emploi de la fonction
conduit, au contraire, a la représentation des rnombres

. . 117
de Bernoulli, moyennant I’algorithme [T,E] .

x

20. Désignons, pour abréger, par(a,, as, as,...,an)
le premier membre de (11), et imaginons que 1’élé-
ment a, augmente de Aq;. On trouve aisément cette
égalité

Alag, as,y ..., ay) = (a1, ..., @, @+ Aa;) xAay,

contenue dans les Mémoires de M. Trudi. En égalant,
dans les deux membres, les cocefficients de x?, on obtient

. 0
(13) J;l—‘|a,a.2...a,,,]l’:[a,ag...a,ua.,-]r’—l.
]

Par conséquent, en suivant la marche indiquée
par M. Torelli dans sa Note Sulle funzioni simmetriche,
complete e semplici, on a

o [Qlr=[Q. z--a, P14 [Q, z+ay P~ +...4 [Q, Z + a;m]P~,
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pourvu que, pour abréger, on représente par Q Pen-
semble des éléments x + a4, x + aay ..., x + a,. Or
il est évident que tout terme

, (x+ a)pi (2 + az)fs. .. (T + @y )om
() (Zp=p—1, pi=0,1,2,...)
du second membre est un termede [ ]2, D’autre part,
il est clair que le terme (14), considéré comme un terme
donnéde[Q]P~1, se trouve p;+1 fois dans [Q, x+a;]P 1,
ct, par suite, p 4 m —1 fois dans la dérivée de [Q]7.
1l en résulte cette importante formule

d
(15) a;_[&Z]P:(p+/)7—l)[$2]1'~‘.

Par dérivations successives, on trouve, plus générale-

ment,
1 d

P . p—i
7—! ﬁ; [‘T -+ aV]m - C[H—m—l,tl xr -+ Ay |5 -

Conséquemment, par le théoréme de Maclaurin,

[T"*‘ av]::z = [av]/,;z —+ Cp—l—m—l,l[av]{;l_l"”

(16) _
-+ Cp+m—1,2[av]21 Pt

21. I'aisons, par exemple, a,=v. On obtient
m ' av]h, =am(om+p) 4 Cpypyyr A [ 0m+P=1)
e Cp+m—1,~2~7"2 Am (OHH—/;—‘.Z) ...
Si I'on observe que A7 (of )= mA”= (177!}, la der-
niére formule prend la forme symbolique
(m —1)! [;Z‘ 4+ V]ﬁz = [J‘ -+ A);z—l(,)]p+1}z~1: Am—1 [(2‘ -+ ‘)p+m-1]_

Par le changementde m en m 41 etde x +1 en x,
on en déduit la formule

Am(xm—o—p)

e, e +1,20 202, ... +-m|P = —F——
1.2.3...m

due & M, Fergola.
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22. La formule (13) se démontre plus aisément en
observant, avec M. d’Ocagne, que

[a‘l]/’l)l = [av 55,-, -+ anz[av]{:',

ap pouvant, du reste, ¢étre considéré comme un quel-
conque des éléments a. De cette identité, appliquée plu-
sieurs fois de suite, on déduit

(17) [a.,]f,’, = [alez—1 +anp[ay]h + aﬁz[av]ﬁzif +ae
La dérivation de la méme égalité donne

0 5 0 N
;E:[av]{:, = [a‘l]{;z ! +a,»55;[avml l,

puis, par applications successives,

0 _ _ 3
(18) ’)a.l,av]ll)n: | HV]ZI P (t,‘[(lv xz 4 a?[“V]{;L ST
i

11 suffit, maintenant, d’avoir égard a la relation (17)
pour obtenir immédiatement (13).

23. Il y a, d’ailleurs, une formule facile a établir qui
rend presque intuitive la relation (16). En effet, dans sa
Note Sur un algorithme algébrique, M. d’Ocagne a
démontré que, si 'on pose

f(s)=(s— al)(s _a‘Z)" (5 —am),

on a
p+m—1
I a,, Jl) = g‘r‘-’“*
v 1m ./ (a)
Si chacune des quantités a croit de x, la fonction

S(z)devient f(z —x), etla derniére formule donne

- (.T -+ a)p+m—-1
x+aylh, = 2‘ > 7 .
I_ VJMI J/(a)
On voit immédiatement que le coeflicient de x?, dans
le développement du second membre, est

~ X =i
(xpe—m-mlav m s



(71)
24. Sil'on pose
gE)=(0—a15)(1—ay3)...,

la formule de M. d’Ocagne peut prendre la forme

ap+1
lalp=— Y -2,

=0

plus utile au pointde vue des applications, surtout dans
¥

le cas de m infini. Par exemple, pour a,= ——,
(2v —1)?

on a

ct I'on trouve

i 1 P I 1
—| =i 1m0 = .. ).
| (2v—1)2 |, 32p+1 521

25. Dans (18), faisons varieri de 1 a m, et addition-
nons. D’aprés (15), la somme des premiers membres
est

(p+m—nla 5"
Si Pon change p en p -1, on trouve donc
(19) P[“v]‘:nn = sl[av]ﬁ,“' +S2[av]2;2+33[“v]xz_3+~;~-

C’est la une identité remarquable, que 'on peut rap-
procher de celle-ci :

(20)  [ay]h =eilay]lit —eslay]i?+ala)h® —. .,

point de départ de I’étude de M. d’Ocagne Sur les séries
récurrentes. Pour en montrer une application, obser-
vons que, en vertu d'une célebre formule d’Euler,

_ q°
T u—g)a—g?)...(1—gqP)

[g¥)2
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La relation (19) devient

—t=gr  (—gr)(—grh
r= 1—q 1— q?
L (=gr)—gqr ) (1—gr2)

11— q®

26. Les formules que nous avons données, ailleurs,
pour la résolution des récurrences, permettent de dé-
duire des égalités (19) ct (20) les relations isobariques

i=p i
Cp == o (— 1)+t S % [av ]:n% ’
i=1 P
t=p i
N AP Q1
Sp = (- 1)t ’TS',[”VMH; ’
i=1 P

qui intervertissent, pour ainsidire, les formules (12). En
particulier, pour m infini et @, = ¢, toutes ces relations
acqui¢rent de Iintéret. Par exemple, si, pour abréger,
on pose

I
O—g)0—g5.-.1—g")’

Qi =

on obtient

i=p, i

=1\ P i

, i=p i " .
Ao=Sler§Fal;
P ;

i =1

V. — ALGORITHMES HOMOGENES COMPOSES.

27. Nous venons de rencontrer des algorithmes com-
posés, isobariques, mais non homogénes. Il en est
d’autres qui sont homogenes, sans &tre isobariques, et
nous allons les voir paraitre dans une importante ques-
tion, & savoir le développement, suivant les puissances
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de x,de l'algorithme élémentaire de x + z,.. On peut
toujours poser §) mboliquement

”mn

O )
al S(;r E,,.)—*.I.r-‘.Ap.mlm‘

r

en entendant que le second membre 1‘(:1»1'éscnw

A

2 i \(lnl

™ —
. m - (‘m 1 ‘\,z m XMt Cm 2 Al Py

pom
Il s’agit de calculer les cocflicients A. Par une mé-

e}
thode analogue a celle qui a été emplovée pour le déve-
Jloppement  de Talgorithme isobariqgue compose, on

trouve
I=p om i
Ql
% -
\[1 me= \ '/// i1 S (=r"~
j u pomA-i-

Le coeflicient \‘,ﬁ’m est done un algorithme homogeéne,

du degré i.

28. La formule (21) se¢ généralise aisément. Nous
laisserons au lecteéur le soin de démontrer la relation

i=m [ Joop—m i m i -
2’* Q U
(29,) S(«, - f;\“ v Coni b:’i,.) b SOV I
- JT0 Qg P .

Signalons, comme cas pm‘ti(‘,u]iurs, Ia formule

i=my Cpeem -
- Q 1
om [.’p.//, o 3 (‘,,,_,‘ ; Ui YR p_(i+j-.m-i ’
i=o | ] 0

¢t d'intéressants développements, que Pon obtient en
employant la relation (22) pour transformer les seconds
membres des formules (8) et (g).

29. Du reste, on est conduit, par une voie aisée, aux
relations qui précédent, lorsqu’on cherche a établir cer-
taines propriétés fondamentales de algorithme élémen-

Ann. de Mathém.. 3¢ série, t. IV, (Février 1885.) 6



m m

. .. N (¢
taire. Désignons par b Pensemble des termes de S
r P

qui ne renferment pas 'élément ¢;. Puis, distinguons,

Yy . . . .
dans b, les termes qui contiennent ¢, a la premiére
P
puissance, au carré, au cube, ete. On a visiblement

- 1 m—2

R 13}
(23) S_S ~-L,,,1-,S —‘—(,4,,)‘) S e
”

p-2i
On en dé(luil
—m 1 mo-2 m 3
(&) - (i | N vd
m S -2 Uy g S =4 CGpog 28/ S R I
Pl P2 p—-3i

ou bien, en vertu de (23),

m-

S =m S
():,i

En conséquence, si P'on ajoute x a chaque élément e,

on a
m
vod ‘(1‘ Ci)
m dr b nr
»
m—1 m—1
——b(r~--, —A—b(r—-,)—S(z e

p--3

Plus généralcment, on trouve, par dérivations succes-

sives,
m

! iS(‘Th—
m(m-—1j...(m—7i-+1) drt
P

m—i m—i m—i

= S(.r—%-a,\)—e—C“ S (4 ,)+ Cis S (@) +....

poi pi—1 p—i—2
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1l suffit de faire x =o0 pour obtenir Pexpression

de A

p.ne’

30. Les derniers développements se prétent a d’autres
considérations. Remarquons, en eflet, que si P'on posc,

pour un moment,
v

Q -
N I

pooion-

on a, en vertn de ce que nous venons de dire, I'dgalité
symbolique

t24) LRl R S LN

Les régles du calcul symbolique permettent d’invertir
cette relation, en éerivant

(25) —;‘”’;' —_:‘7 - 31’|'"~

¢'est-a-dire

m—1 m—2 m—3
o
q S ‘/n1-lS_" cm"'v: S_‘ un's«, S-‘ﬁ....
p—i p—2i p—3i

31. On peut donner une interprélation facile de la
formule (23), dans le cas de e¢;=1. On voit alors
que la miéme différence du premier terme de la serie

0 1 2 3
Q \
bl ”* b I
po-im o p—rm—4) p—in—2 p-onr—3
m
iw'est autre que la partie de S indépendante de z,.

P

32. Les égalités (24) et (25) nous intéressent surtout
parce qu'clles permettent d’¢établir des relations entre
les algorithmes de fonctions différentes. Dans ce but,
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supposons i =1, et observons que, si 'on veut négli-
m

ger, dans S, les termes contenant ¢,, on doit résoudre
P

en nombres entiers, supérieurs a unité, 1’équation

Zr=p, ce qui revient & poser r=1'+41, et a résoudre

en nombres entiers 'équation X7'=p —m. On a donc

m m

(1)
S =8 e
» p—m

Conséquemment, en nous reportant a ce qui a été dit
plus haut, si ’on considére la série
o 1 2 3
{

S(s,.), S(e,i, Ss,.), S(a,.'».

» p+1 r+2 P+

4

})
pourvu que ¢, =1. Par exemple, dans notre article
Propriétés d’une fonction arithmétigue, nous avons

étudié certain algorithme u,, , qui ne différe pas de I'al-
m

on a

—

. . \ . I .
gorithme S velatif & la fonction ——- Iaprés ce qui
* r—+1i
)
vient d’¢tre dit, et en nous rappelant Pexpression de

1) . -
S<->, donnée au commencement de ces Notes, nous
-

pouvons affirmer que uy,, est la miéme d{ﬂ‘érence du
premier terme de la série

Sp.p Sp.p+1 Sp.p+2
o, N

23..(p+1) 34..ap+2) F.5...p+3)

33. En outre, pour i=1, les égalités (24) et (25)
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deviennent

i=m i

g (er) = E C/n.ie'{ki S (2r41),
p

i=1 p—m
m i=m i
AR ; : .
(2r41) = Comi (—egym—t (zr)-
r i=1 p+i

Dans le cas particulier, considéré en dernier licu,
nous aurons donc

i=m

Sp.p+m—i _ZC W
(m +-1)(m —+ 2)..(m —+ p) e
i=1

i=m

. % .
(= 1) (M == 2)e i M 4= D) Upy p = 2 (*‘l)'—*lcpﬁ»m,i—lsp,p+m —i-

i=1

34. Nous avons la des relations entre les algorithmes
des fonctions ¢, et e,,,; mais on peut en établir entre

les algorithmes dedeux fonctions quelconques. Voici, par

1

exemple, comment les algorithmes de = s’expriment

. 1
au moyen des algorithmes de )

i Am(om+ ]))
m (2p—+1)(2p + 2)...(2p -+ m)
— Spap-t Sp2p=2 . Sp2p-3
= lepa —m———  Lgpa T
2P+ m 2p +m-—1 2P - mMm—2

Les mémes algorithmes sont donnés en fonction des
1

algorithmes de par la formule

r-1

(_,)p-—l Am(om+p)
m (m—+p—1i)!

= Cpim,1 U1, p— Cp+m+1,2 Ug,p—+ Cprmraalgp—-.e..
Les formules (24) et (25), bien que fort particuliéres,

nous serviront a développer, suivant les puissances de x,
la fonclion algorithmique U, ,.(x); car, par Pemploi
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des mémes formules, la fonction U se raméne aisément
a la fonction W, dont nous avons donné le développe-
ment dans un de nos articles sur le Calcul isobarique.

35. Nous nc devons pas terminer ces Notes sans si-
gnaler une importante généralisation de I'idée méme
de I'algorithme élémentaire. On v est conduit inévitable-
ment quand on cherche & mettre le sccond membre de
I’égalité (23 ) sous forme d’algorithme d’algorithme. On
reconnait que cela est possible seulement pour .= 17,3
mais, en général, on doit d’abord imaginer, dans 'idée
d’algorithme, I'extension suivante : les différents élé-
ments apparticnnent a différents systémes de nombres,
de telle sorte que les éléments du méme systéme occu-
pent toujours, dans chaque terme, le méme rang. Si
l'on convient de distinguer par un indice supéricur les
éléments de chaque systeme, on a

C’est sculement en vertu de cette extension qu'il est

possible de donner une forme algorithmique au second
membre de (23), et, plus généralement, de résoudre le
probléme de la représentation de l’algorithme élémen-
taire d'une somme de fonctions, en nombre quelconque,
moyennant les algorithmes des mémes fonctions. Nous
nous cn occuperons bhieutot.
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THEOREMES DE GEOMETRIE ET DE CINEMATIQUE:
Par M. E. DEWULF,

Colonel du Génic.

On peut définir le déplacement d'un plan P sur lui-
méme en donnant le centre instantané de rotation O
et le cercle des centres (C). Nous supposons le plan (P)

horizontal.

[. Soit (G) une courbe quelconque, algébrique ou
non, liée au plan mobile; le lieu géométrique (T') des
centres de courbure des trajectoires des points de (G)
est la projection sur le plan ( P) de I'intersection de deux
cones : 1° le cone qui a pour base la circonférence des
centres ( C) et pour sommet un point quelconque S de
la verticale du point O; 2° un cone ayant pour sommet
le centre instantané O et pour base la projection (G) de
la courbe (G) sur un plan horizontal passant par le
point S.

Toutes les propriétés des courbes (I') découlent de

ce théoréme.

I1. Silacourbe (G) est un cercle (G ) passant par le
centre instantané O, la courbe (I';) est une strophoide
(ui a son point double au point O. Les deux cercles oscu-
lateurs dela strophoide en O sont le cercledes centres ( C)
et la circonférence mobile (G,).

Si l'on trace une transversale par le point O et si
I'on désigne par M, m, et m, ses points d’intersection
avec la strophoide et les deux cercles osculateurs en O,
on a toujours ‘

I 1 1

OM = Om;,  Omy,
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Si le cercle mebile (G.,) devient le cercle des centres,
ctsi le cercle (C) devient mobile, le licu géométrique
des centres de courbure destrajectoires des pointsde (C)
est la méme strophoide (Ty).

HI. Si la courbe mobile () se réduit a une droite g,
le lieu géométrique des centres de courbure des trajec-
toires des points de g est une conique (T, ) osculée en O
par le cercle des centres.

La droite g est aussi la corde idéale commune a (I'y)
ct au cercle infiniment petit O, ou bien, la polaire du
point commun aux hypoténuses des triangles rectangles
inscrits a4 (I',) et ayant le sommet de Pangle droit en O.

SUR LES COMPLEXES DE DRO!TES DU PREMIER DEGRE
ET SUR LEURS CONGRUENCES;
Par M. Erxest JAGGI,
Etudiant & la Facult¢ des Sciences de Besancon.

1. La définition donnée par Plicher des complexes
du premier degré est la snivante :

« L’ensemble des droites dont les six coordonnées ho-
mogéunes satisfont a une équation homogéne et du pre-
micr degré constitue un complexe de droites du premier
degré. »

Je me propose de transformer cetle définition ana-
Iytigue en une définition géométrique et de tirer de
cette derniére des conséquences géométriques.

A Taide de la détinition analytique 'précédente, on
démontre successivement les propriétés suivantes :

Tutoneve 1. — [l v a une infinité de droites du
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complexe qui passent par tout point de lespace. et ces
droites sont dans un méme plan appelé plan {ocal du
point donne.

Tutorkme . — Dans tout plan de Uespace, il y
a une infinité de droites du complexe, et ces droites
passent toutes par un méme point du plan gu’on ap-
pelle le foyer du plan donné.

Tneorime 1. — Le liew du foyer d’un plan mobile
passant par une droite D est une seconde droite A
lorsque D ne fait pas partie du complexe, A n’est pas
dans un méme plan avec Dy lorsque D fait partie du
complexe, A coincide avec D.

Réciproquement, tout plan passant par la droite A
précédemment définie a son foyer sur Dj en sorte que
les deux droites D et A, jouissant de propriétés réci-
proques, peuvent étre appelées droites conjuguées.

Tutorime IV. — 7Toute droite qui fait partie du
complexe et s’appuie sur une droite D s’ appuie aussi
sur la droite A conjuguée de D, et toute droite qui
sappuie & la fois sur dewx droites conjuguces D et A
Sait partie du complexe.

Les théorémes qui précédent permettent de construire
géométriquement le foyer d’'un plan donné ct le plan
focal d’un point donné connaissant deux couples de
droites conjuguées (D, A) et (I, 4"). Je rappelle ces
constructions, qui résultent du théoréme suivant :

Tuitonkme V. — Les pieds de deux droites conju-
suées sur un plan sont en ligne droite avec le foyer
du plan.

1° Le foyer d’un plan sera déterminé comme point
commun aux deux droites joignant les pieds de D et
de M, de IV et de A sur le plan donné;
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2 Le plan focal d’un pont sera déterminé par le
point donné et par la droite joignant les foyers de
deux plans quelconques passant par le point.

Ces constructions montrent qu'un complexe linéaire
est complétement déterminé quand on connait deux
couples de droites conjuguées. Or, on démontre encore
le théoréme suivant :

Turorime VI. — Deux couples de droites conju-
guées (D, Ay et (1), A") sont quatre genératrices d’un
méme mode de generation d’un hyperboloide dont le
second mode est formé par des droites du complexe ;
et Pon en déduit immédiatement le théoréme suivant :

Tutorive VII. — Cing droites du complexe déter-
minent géométriquement le complexe, car elles déter-
minent dewx couples de droites conjuguées et, par
suite, permeltent de construire geometriquement le
complexe. (Ceci était intuitif, car I'équation du com-
plexe dépend de cing constantes, et ces cing constantes
sont déterminées par les cing relations qui cxpriment
que les cing droites données font partic du complexe).

2. Considérons maintenant un systéme de droites
défini ainsi qu’il suit et que je désignerai, pour abréger,
par la letwre S.

(A) Par tout point de I'espace passent une infinité
de droites du systéme et toutes ces droites sont dans un
meme plan, que nous appellerons plan focal du point;
dans tout plan de l'espace existent une infinité de
droites du systéme, et toutes ces droites passent par un
méme point que nous appellerons foyer du plan.

Je dis que le systéme de ces droites n’est autre qu’un
complexe linéaire. En cffet, de la définition géomé-
trique précédente, on déduit que les théorémes préeé-
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dents sur les droites d’'un complexe sout vrais aussi
pour les droites du systéme S, car tous se tirent des
théorémes I et II.

On arrive donc a cette conclusion :

Cinq droites du systéme S déterminent ce systéme
d'une scule maniére, de méme qu’elles déterminent un
complexe et un seul.

Les plans focaux d'un point par rapport au systeme S
ct au complexe déterminés par cing droites données
coincident et les foyers d’un plan par rapport au sys-
teme S et au complexe coincident.

Donc, le systéme S et le complexe linéaire définis par
cing droites coincident ; en d’autres termes, tout systéme
de droites qui répond a la définition géométrique (A)
précédemment donnée est un complexe linéaire.

Applications. — 3. Considérons un corps solide
mobile dans I'espace et dont le déplacement soit assu-
jetti & cinq conditions; on sait que les divers points de
ce solide décrivent des courbes trajectoires. On sait aussi,
d’aprés les Mémoires de Chasles, de M. Charles Brisse
ct de M. Mannheim, qu’a chaque instant les normales
aux trajectoires des points d’un plan qui sont dans ce
plan passent par un point fixe du plan; d’ailleurs les
normales a la trajectoire d’'un point, en un point de
celte trajectoire, sont dans le plan normal a la trajec-
toirc en ce point. Donc, d’aprés ce qui précede :

Tutonime 1. — Les normales aux trajectoires d'un
solide de forme invariable dont le déplacement est as-
sujetti & cing conditions forment & chaque instant un
complexe linéaire.

On déduit facilement de la toutes les propriétés géo-
métriques du déplacement infiniment petit du solide.
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4. Considérons un solide mobile dans I'espace dont
le déplacement soit assujetti 4 quatre conditions ; on sait
que, dans ce cas, les divers points du solide décrivent en
général des surfaces trajectoires. Or, ajoutons une cin-
(uiéme condition arbitraire aux quatre conditions don-
nées pour ledéplacement : les points du solide décriront
des courbes trajectoires sur les surfaces précédentes, et
a chaque instant les normales relatives a ce déplacement
formeront un complexe linéaire; parmi ces normales,
seront les normales aux surfaces trajectoires en tous les
points du solide. Changeons la cinquiéme condition que
nous avions ajoutée : les courbes trajectoires changent
sur les surfaces trajectoires, et les normales relatives au
déplacement correspondant forment un nouveau com-
plexe linéaire.

Ainsi, A un instant donné, les normales aux surfaces
trajectoires en tous les points du solide appartiennent i
deux complexes linéaires; par conséquent :

Tutorime . — A chaque instant, les normales en
tous les points d 'un solide assujetti & quatre conditions,
aleurs surfaces trajectoires, forment une congruence
de complexes linéaires.

On peut déduire immédiatement de la toutes les pro-
priétés géométriques du déplacement infiniment petit :
par exemple, ce théoréme fondamental démontré par
M. Manvheim

Les normales aux surfaces trajectoires des points
d’une figure de forme invariable dont le déplacement
est assujetli « qualre conditions rencontrent toutes
deux mémes droites (directrices de la congruence).

Les surfaces focales de la congruence trouvent facile-
ment aussi leur application, mais je ne veux faire ici



(85)

e g \ .
qu indiquer les moyens d’appliquer les complexes et les
congruences linéaires.

5. Les réciproques des deux théorémes I et II sur les
normales relatives aux déplacements d’un solide assu-
jetti a cinq ou & quatre conditions sont faciles 4 démon-
urer.

Je dis d’abord que tout complexe linéaire peut étre
considéré comme formé par les normales aux courbes
trajectoires d’un solide de forme invariable dont le dé-
placement est assujetti a cing conditions. En effet, pre-
nons cing droites du complexe et cing arcs élémentaires
de courbe normaux respectivement a chacune de ces
droites en des points quelconques, ces arcs étant, en
outre, normaux aux plans focaux des points choisis. Ces
cing trajectoires définissent le déplacement infiniment
petit du solide; le complexe des normales relatif a ce
déplacement coincide avec le complexe donné, car cing
droites déterminent d’une scule maniére un complexe
linéaire.

Je dis maintenant que toute congruence de complexes
linéaires peut étre considérée comme composée des nor-
males a un instant donné aux surfaces trajectoires des
points d’un solide soumis & quatre conditions. En effet,
chaquecomplexe linéaire auquel appartiennentlesdroites
dela congruence peut étre considéré comme composé des
normales aux courbes trajectoires décrites par le solide
dont le déplacement infiniment petit serait soumis aux
quatre conditions précédentes et & une cinquiéme con-
dition arbitraire.

6. Comme derniére application, je me propose d’cx-
pliquer géométriquement ’analogie constatée par M. Ap-
pell, qui existe entre le systéme des poles et plans po-
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laires dans unc cubique gauche et le systéme des foyers
ct plans focaux dans le déplacement infiniment petit
hélicoidal (¢’est-a-dire assujetti a cinq conditions). Nous
savons que les normales aux trajectoires des divers
points d’un solide assujetti a un déplacement hélicoidal
forment un complexe linéaire.

Or les droites, appelées droites conjuguées d’elles-
mémes par M. Appell, dans sa thése, sont telles que
toutes celles, qui passent par un point de 'espace, sont
dans le plan polaire du point, ct toutes celles, qui sont
dans un plan, passent par le pole du plan (voir latheése
de M. Appell, I Partic). Elles forment donc un com-
plexe linéaire (définition géométrique du complexe li-
néaire) : de la I'analogie indiquée.

Dans la scconde Partie de sa thése, M. Appell dé-
montre par l'analyse qu’il existe toujours un déplace-
ment hélicoidal et un seul dont le systéme des foyers et
plans focaux est identique au systéme des poles et plans
polaires dans une cubique donnée; ceci est évident géo-
métriquement d’apres ce qui précede, car cing droites
conjugudes d’clles-mémes par rapport a la cubique dé-
terminent un complexe linéaire d’une seule maniére, et
tout complexe linéaire répond 4 un déplacement héli-
coidal infiniment petit et 4 un seul.

La réciproque, démontrée analytiquement par M. Ap-
pell, se démontre géométriquement de la maniére sui-
vante :

Les normales relatives a un déplacement hélicoidal
infiniment petit forment un complexe linéaire. Or cing
droites arbitraires, que nous pouvons d’ailleurs prendre
parmi les droites du complexe précédent, peuvent tou-
Jours étre considérées comme cing droites conjuguées
d’elles-mémes par rapport & unc certaine cubique (voir
la thése de M. Appell, I'* Partic), et alors le systéme des
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poles et plans polaires de cette cubique coincide avec
le systéme des foyers ct plans focaux du déplacement
hélicoidal, puisqu’un complexe linéaire est déterminé
d'une scule maniére par cinq droites. Si I'on déplace la
cubique trouvée parall‘element a son axe et qu’on la fasse
tourner autour de cet axe d'une facon quelconque, le
systéme de ses poles et plans polaires ne change pas;
par conséquent,

1l existe une infinité de cubiques gauches, égales et
ayant méme axe, dont le systeme des péles et plans po-
laires est identique au systéme des Sfoyers et plans JSo-
cauxr d’'un déplacement hélicoidal infiniment petit
donné.

Il n’y a d’ailleurs pas d’autres cubiques que les pré-
cédentes répondant a la question, car deux cubiques,
qui ne sont pas égales ou qui n’ont pas méme axe, n’ont
pas le méme systéme de poles et plans polaires.

OUELQUES REFLEXIONS SUR L’ETUDE GEOMETRIQUE DES
COURBES GEOMETRIQUES ET THEOREMES POUVANT Y ETRE

UTILES;
Par M. J.-E. ESTIENNE.

On connait sur les courbes géométriques plusieurs
théorémes généraux. Un des plus remarquables, di a
Euler, est le suivant :

Trtorime I. — Toute courbe d’ordre n, qui passe
par iL(nTw — 1 points fixes, passe par (r— E)iﬁi?_?

autres points fixes.
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Ce théoreéme énonce une propriété intime et caracté-
vistique des courbes géométriques, qui peut servir au
géométre de point de départ dans I’étude de ces courbes.

Les courbes géométriques sont définies amnalytique-
ment par ce fait que leur équation cartésienne est algé-
brique. Cette définition suffit a I’analyste, mais non au
géométre, qui, n'usant pas de coordonnées, a besoin,
pour étudier une courbe, d’en avoir une définition pu-
rement géométrique.

On n’entend pas par la critiquer 'admirable classifi-
cation des courbes, en ordres, introduite par Descartes;
on veut dirc simplement que, pour les étudier, il faut
que le géométre parte de leur définition algébrique, ¢n
la traduisant dans son langage par un théoréme géomé-
trique.

De I'équation d’une courbe d’ordre 2, on déduit, par
exemple, qu'unc droite quelconque coupe cette courbe
en n points. Voila une propriété que le géométre pour-
rait songer a prendre comme délinition de la courbe
d’ordre n. La tentative, faite je crois plusicurs fois, n’a
pas réussi.

Cette simple propriété ne suftit pas & la Géoméurie;
elle a besoin, pour pouvoir progresser avec ses senles res- -
sources, des renseignements plus complets de I’ Analyse.

On lui empruntera les suivants :

1° Une courbe d’ordre n est définie par ’fL"_T__j_)
de ses points;

2° Deux courbes d’ordre n et p se coupent en np
points; '

3° Le théoréme 1, énoncé plus haut.

Ces notions suffisent a établir le théoréme de Pascal,
et, par suite, & faire P'étude des coniques.

Un trés bon énoncé du théoréme de Pascal est en
effet celui-ci :
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Si six points sont sur une conique, deux cubiques
quelconques, passant par ces six points, se coupent en
trois autres points qui sont en ligne droite.

Ce théoréme est facile a déduire du théoréme I, ap-
pliqué aux cubiques (n = 3).

On a le théoréme de Pascal sous sa forme ordinaire
en considérant les cotés non conséeutifs d’un hexagone
inscrit & une conique, comme constituant une cubique.

Cette relation géométrique entre six points d’une
conique remplace parfaitement, pour le géometre,
I'équation de cette courbe. 11 peut, a la rigueur, faire
une étude compléte des coniques par les procédés qui
lui sont propres, sans avoir recours a 'équation du se-
cond ordre. Il est débarrassé de la tutelle de I’Algébre.

Pour étudier une courbe géométrique d’ordre n que

n(n+3) . oo . - .
;—’ points définissent, il faudrait une relation ana-

logue entre n—(@—i— 1 points quelcongues de cette
courbe. Il faudrait savoir, dans le cas des cubiques, par
exemple, comment sont liés dix queleonques de leurs
points.

Ict, le théoréme I, d’ou 'on a déduit le théoréme de
Pascal, est impuissant. Il donne bien une relation entre
treize points d’une cubique, a savoir que deux quar-
liques passant par ces ireize points se coupent en
trois autres points, qui sont en ligne droite; mais cela
est sans grande utilité et ne répond d’ailleurs pas a la
question.

Nous aurons recours a un autre théoréme général,
([ue nous croyons nouveau.

On est conduit & souconner ce théoréme, si I'on re-
marque |'identité suivante :

[(zz—l)(n_—1+3)+l] L [(n—?,)(n—2+3)+l] — 2

2 2

Ann. de Mathémat ., 3¢ série, t. 1V, (Février 1885.) 7
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que nous exprimerons ainsi en langage ordinaire

Le nombre des points, augmenté de un, nécessaire
& la détermination d’une courbe d’ordre n — 1, ajouté
au nombre des points augmenté de un, nécessaires a
la détermination d’une courbe d’ordre n— 2, est égal
au nombre des points d’intersection de deux courbes
d’ordre n.

Or on sait que les n2 points d'intersection de deux
courbes d’ordre n ne sont pas quelconques; si un cer-
(n—1)(n—1+3)

2

tain nombre d’entre eux -+ 1 sont sur

une courbe d’ordre n — 1, ils satisfont & une relation
différente de celle qui lic les 72 points, mais qui peunt
se combiner avec elle, de telle sorte que les points res-
tants satisfassent & une nouvelle relation; comme leur
nombre surpasse de un le nombre des points néces-
saires a la détermination d’une courbe d’ordre n — 2,
il vient tout d’abord a Desprit qu’ils sont sur une
courbe d’ordre n— 2; c’est, en effet, ce qui a lieu,
comme on le verra plus loin.

Qu'on excuse ces raisonnements par a peu prés; on
les a écrits parce qu’ils constituent presque une mé-
thode pour I’étude des questions analogues a celles qui
sont traitées dans ce modeste travail : ils permettent de
voir s’il y a un théoréme, ct en quoi il peut consister.
Ce n’est d’ailleurs pas une innovation il y a longtemps
que Lagrange disait que les découvertes en Mathéma-
tiques se font par Pappréciation du degré de détermina-
tion de la gquantité.

Démontrons maintenant le théoréme :

Tatorime II. — 8¢ des n* points d’intersection de
—1)(n—1+3
(n l)("l 1+3)

2

1 sont sur

deux courbes d’ordre n,
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n-—o) n—
une courbed’ordren —u, le s (20 )T—i)—+1 autres

L

sont sur une courbe d’ordre n — 2, et inversement.

On démontre ce théoréme en appliquant le théoréme 1
a une courbe d’ordre 2n — 3.

Distinguons, dans les n2 points d’intersection des deux
courbes d’ordre n, deux groupes a et b5 le groupe a com-

(n—1)(n—1-4+3) . .
prenant les 5 -+ 1 points qui sont sur une

courbe d’ordre n —1 et le groupe b, tous les autres,
qu’on veut prouver ¢tre sur une courbe d’ordre n — o.

La courbe n—1 coupe chacune des courbes n en
n(n—1) poinis dont

(n--1(n--14+13) ) (n—3)n
n(n—i)— =
A 2
nouveaux.
—3n . . s
Par ces - ——— points, faisons passer la courbe d’or-

dre 7 — 3 qu’ils déterminent.

Nous avons, dans le plan, un nombre de points
12+ (n—3)n ou n(2n—3); en isolant un point du
groupe b, il reste n(on —3)—1 ou

(>n—))(9n—3—‘—.") .
S — 1 points,
2

ct toutes les courbes d'ordre 27 — 3 qui passent par ces
points passent, d’aprésle théorémel, par (n— 2) (2n —5)
autres points fixes.

Or 'une des courbes d'ordre 72 et la courbe d’ordre
n— 3, déterminée par les points nouveaux situés sur
'autre courbe d’ordre n, constituent une courbe d’ordre
an—3; la combinaison des deux autres courbes
d’ordre n et n — 3 constitue encore unc courbe d’ordre
an—3; le point isolé fait partie de I'intersection de ces
deux systémes; donc, loute courbe d’ordre 2n — 3, pas-
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sant par les n(2n—3)—1 points du plan, autres que
ce point isolé, passc par ce point isolé; en particulier,
la courbe d’ordre 22— 3, constituée par la courbe
d’ordre n— 1 passant par les points du groupe a et par
la courbe d’ordre 7 — 2 qu’on peut faire passer par les
points du groupe b moins le point isolé, ce qui exige que
la courbe & passe par ce point isolé. c. Q. F. .

On peut ajouter que la courbe b passe par les points
nouveaux d’intersection des courbes 72— 3 avee les
courbes 7.

Ce théoréme général, appliqué anx cubiques, donne,
au moyen des courbes connues du sccond ordre, une
relation entre dix points d’unc cubique :

Tuatoneme. — Si, par dix points d’une cubique, on
fait passer deux courbes du quatriéme ordre (deux
groupes de dewx coniques, en particulier), elles se cou-
pent en six nouyveaux points qui sont sur une conique C.

De plus, la droite, qui joint les deux autres points o, 3
d'intersection d’unc des quartiques avee la cubique
coupe cette quartique en deux autres points p, ¢, qui
sont également sur la conique C.

On reviendra plus loin sur cet important théoréme.

Le théoréme II s’applique encore, si 'une des courbes
d’ordre n comprend un certain nombre de droites; le
degré de la courbe, sur laquelle se trouvent les points
d’intersection restants, s’abaisse d’autant. On a, par
exemple, ce théoréme :

Tatorkme. — Si, desvingt points d’intersection d’une
courbe du quatriéme ordre avec une courbe du cin-
quiéme ordre, dix sont sur une cubique, les dix autres
sont ausst sur une cubique.

On peut déduire de la des propositions plus ou moins
intéressantes, celle-ci par exemple :
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Tutorime. — Si les cotés d’'un pentagone touchent
une cubique aux points 1, 2, 3, 4,5, ils en touchent
une autre auwx points v/, 2', 3', 4,5, o ils sont coupés
par la conique passant par les points 1, 2, 3, 4, 5.

On le démontre en appliquant le théoréme précédent
a la courbe du cinquiéme ordre formée par les cotés du
pentagone et a la quartique formée par la conique
doublée.

Pour démontrer le théoréme général II, applicable a
une courbe d’ordre 7, on a eu recours a une propriété
d’ane courbe de degré plus élevé, an — 3, qui ne figure
ni dans I’énoncé, ni dans les constructions. Cette mé-
thode se préte bien a la recherche et a la démonstration
des propriétés des courbes d’ordre supérieur au second,
ou des systémes de coniques.

C’est ainsi qu'on démontre facilement les théorémes
suivants, sortes de porismes, que I’Analyse aurait parfois
de la peine a atteindre.

Lemye. — Si, par les neuf points d’intersection de
deux cubiques, on fait passer une courbe A du qua-
triecme degré, ses trois nouveaux points d’intersection
a, b, ¢ avec Uune des cubiques B sont en ligne droite.

Car une droite D quelconque coupant A aux points
%, 3,7, ¢ et la cubique B constituent une courbe du qua-
triéme ordre, qui coupe la courbe A en o, 3, v, ¢, a, b,
¢ et en les neuf points donnés.

Par ces neuf points et le point o par exemple, on peut
faire passer une cubique; les six points restants
(3,7, 8, a, b, ¢) sont donc sur une conique (théoréme II);
comme {3, v, ¢ sont sur une droite, a, &, ¢ sont aussi
sur une droite.

Remarque. — Celemme s’exprimerait analytiquement
en disant
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« L'équation générale des quartiques passant par les
points d’intersection de deux cubiques B et B est
BD - B'D' = o,
D et DY érant des droites. »
Trtorime. — S, par sept points pris sur une cubique
fixe A, on fait passer une cubique B, elle coupe A en

deux nouveaiux points; la droite D qui les joint coupe
A en un point fixe.

Soit 1Y la droite qui joiut les points nouveaux d'inter-
section d’une cubique passant par les sept points, avec
la cubique A ; cette droite IY et la cubique B constituent
une quartique, et I'on voit, en appliquant le lemme,
que l'intersection de D' ct de A est sur D).

Remarque. — Ce théoréme donne une construction
du peuviéme point commun aux cubiques passant par
huit points, quand trois de ces huit points sont sur une
droite, ou six sur unc conique.

Tatorive anaLocUE. — 8¢, par quatre points pris
sur une cubique fixe A, on fait passer une cubique B,
elle coupe A en cing nouveaux points; la conique qu’ils
déterminent coupe A en un point fixe.

Ce théoréme se démontrerait comme le précédent, en
invoquant le lemme suivant, facile a démontrer au moyen
du théoréme II.

Levue. — Une courbe du cinguiéme ordre qui passe
par Uintersection de deux cubiques coupe l'une d’elles
en six nouveaux points, situcs sur une conique.

On démontrerait de méme, en s’appuyant sur un
lemme analogue aux précédents, le théoréme suivant :

Tutorisme. — Si, par onze points de la courbe fixe
du quatrieme ordre A, on fait passer une courbe va-
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riable du quatrieme ordre B, elle coupe A en cing
nouveaux points, la conique qui passe par ces cing
points passe par trois points fixes de A, quand B varie.

Tous ces théorémes procédent évidemment d’un théo-
réme général ; mais il est d'un énoncé trop complexe
pour étre intéressant.

Appliquons la méthode & la démonstration d’'une pro-
priété d’un systéme de coniques :

Tutonkme. — Si trots coniques a, b, ¢ sont circon-
scrites @ un triangle ABC, on peut, par les points a,
3, v, ol elles se coupent deux & deux, faire passer les
cotés d’une infinité de triangles, dont les sommets a,

b, ¢ sont sur chacune des coniques ( fig. 1).

Considérons, en effet, les huit points A, B, G, o, {3,
» et a, ¢, ces deux derniers points étant 4 'intersection
d’une droite quelconque passant par 3 et de chacune des

coniques « el c. Toutes les cubiques passant par ces huit
points passent par un ncuviéme; donc les trois cubiques
que constituent les trois groupes de droites et de coni-
(ues :
La conique @ ct la droite ca,
» b » ca,

» - " avy
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passent par un méme point b, ct le théoréme est dé-
montré.
On démontrera encore par la considération du necu-
viéme point le théoréme, assez intéressant, qui suit :

Tatorkme. — Si 'on peut inscrire & une cubigue un
quadrilatére ABCD dont les cotés passent par quatre
points a, 3, v, ¢ donnés sur cette cubique, on en peut
tnscrire une infinité (fig. 2).

Menons, en elfet, par 2 une droite quelconque, cou-
pant la cubique en A’ ¢t I); menons les droites A'B et
D' 3 qui coupentla cubique, respectivement en B'et €/ 1l
faut démontrer queles points B', €', v sont enligne droite.

Or le point O, iuterscction des droues ay, B8, est
sur la cubique donnée, puisqu’il est le neuviéme point

Fig. o,

commun a toutes lescubiques passant par les huit points

- - '
A, B, C, D, 2, 3, v, d. Done les neuf points A/, B, €,
1Y, a, &, v, 3, O sont & I'intersection de deux cubiques :
la cubique donnée et le systéme des trois droites A'B,
av, C'I¥. Comme six de ces points sont sur la conique
formée par les deux droites A’D', 33, les trois autres
B', v, C' sont en ligne droite.



(97)

REMARQUES SUR LES THEOREMES PRECEDENTS.

Le petit nombre de théorémes qu’on vient de démon-
trer donne une idée du parti qu’on peut tirer du thée-
reme géunéral Il dans 'étude géométrique des courbes
géométriques.

Au point de vue spécial de la théorie des cubiques, ce
théoréme général donne une relation, analogue a celle
de Pascal pour les coniques, entre dix points d'une cu-
bique, a savoir que : Deux groupes de deux coniques
passant par dix points d’une cubique se coupent en six
nouveaux points qui sont sur une conique.

Ce théoréme permet d’aborder la solution graphique
des problémes suivants et de leurs analogues :

Trouver Uintersection d’une cubique passant par
neuf points donnés :

1© Avec une droite passant par un ou deux de ces
neuf points;

2 _Avec une coni(/ue passant par quatre ou cim/ de
ces neuf points;

3° Avec une cubique passant par sept de ces points.

Mener la tangente en un point d’une cubique définic
par ce point et huit autres.

Trouver le neuvieme point commun & toutes les cu-
biques passant par huit points donnés.

On ne veut pas dire que la solution de ces problémes
s¢ trouve immédiatement, ni méme qu’elle soit facile;
mais, comme cette solution est ramenée a la recherche
de certaines coniques, on est affranchi de toute consi-
dération sur les cubiques. ct I'on v’a i opérer que sur
des courbes du second ordre, déja connues.

C’estainsi, par exemple, que la recherche duneuviéme
point X commun a toutes les cubiques qui passent par
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huit points A, B, C, D, A/, B/, €', D' se raméne a ceci
(fig-3) :

Trouver un point X tel que les deux coniques se cou-
pant en ce point et passant 'une par A, B, G, D et
lautre par A'y B, C', 1) se coupent en trois autres points
%y B, ¥ qui soient sur une conique passant par les quatre
intersections des droites AB, CD avec les droites A'B,
C'D'5 ou, plus généralement, qui soient sur une conique

o

Fig. 3.

passant par les quatre points d’intersection de deux co-
niques quelconques dont l'une est circonscrite au qua-
drilatére ABCD et Uautre au quadrilatére A’B C'D'.
I suftit, en effet, de se reporter au théoréme général
sur les cubiques, pour voir que I'un quelconque de ces
quatre points d’intersection, le point X et les huit
points donnés sont dix points d’'une méme cubique.

(A suivre.)

THEOREMES DE GEOMETRIE SUR LE CENTRE DES MOYENNES
DISTANCES ;
Par M. X. ANTOMARI,
Professcur de Mathématiques spéciales au lycée de Rennes.

Définition. — Ftant donné un systeme de m points
AAL AL afleetds respectivement des coeflicients
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@)y sy « - -y @y 1ous appellerons composition de ces m
points P'opération qui consiste a chercher leur centre
des distances proportionnelles.

Tutorkme 1. — Soit un systéme de m points af-
fectés respectivement du coefficient 1. On les combine
p @ p de toutes les maniéres possibles et l’on compose
les p points de chaque combinaison; on oblient ainsi
un systéme (a) de C,,,, points. A toute combinaison
p a p correspond une combinaisonm —p & m—p; on
compose les m — p points de chacune de ces combinai-
sons, ce qui donne un nouveaw systéme (b) de Cpm_,
points. Les deux sy stémes (a) et (b) sont homothétiques
par rapport aw centre des moyennes distances des
m points donnés, et le rapport d’homothétie est égal

m-—p

P

Soit en ellet O, le centre des moyennes distances
d'une combinaison des m points p a p, et'soit O, le
centre des moyennes distances des m — p points res-
tants. Si l'on affecte O, du coefficient p, O, du coeffi-
cient m—p et que I'on compose ces deux points, on
obtient le centre des moyennes distances des m points
donnés. C’est le point G de la droite O,0,, tel que

Pon ait
G m—p

0. p

@

W

Les points O, et O, sont donc deux points homolo-
gucs de deux systémes homothétiques inverses par rap-
port au point G, et le rapport d’homothétie est égal

Tatorkme Il. — Soient O, et O, deux points homo-
logues obtenus comme dans le théoréme I. On joint un
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point fixe O aux pointstels que Oy et U'on mene par
les points homologues O, les paralléles a ces droites.
Toutes ces paralléles concourent au méme point.

La proposition résulte de ce que O, et O, sont deux
points homologues de deux systémes homothétiques.
Nous allons I'établir directement, de sorte que la propo-
sition correspondante des systémes homothétiques ¢n
résultera.

Composons en ellet les trois points Oy, O, O affectés
respectivement des coefficients p, m —p et (—p). En

0

0, 02

G1

composant d’abord O avec Oy, on voit que le centre des
distances proportionnelles se trouve sur la paralléle
a4 00, menée par O,. Composant ensuite O, avec O,,
on obtient le centre des moyennes distances des m points
donnés; soit G ce point. Le centre des distances pro-
portionnelles des trois points O, Oy, O, sera un point G,
de OG, tel que T'on ait
_‘1}_, _m—p

G|G P

Douc le point G, est un point fixe.
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REMARQUE CONCERNANT LA LIMITE DE (1 )"

m

Par M. ESCARY.

Si, dans le terme général

( l>< 2\ / 3) ( n—r"
—— (17— = (I——— ool 1 — )
\ m m/\ m m

1.2.3...n

, 1 m
du développement de (1 + —) » on pose
m

m=nluw,
il vient

1) 2 ) n—1i
[ — J— — Jeoo | 1—
\ m m m.
< 2y e N
hd I— 2 Yoo 1= 2021,
nw nuw

13
;= — avec t1=1,2,3, ..., n—1I.
n

i

I
"
|
5|

en faisant

Or on peut toujours disposer de w, et par suite de m,
de maniére 4 avoir

g S+ 3+ < nw.

Sous cette condition, on aura

€1 ) Sn-1
‘><'— m)(‘— nm>"'(' nw)

1
>1—
nw

€ €9 Sn—1 n
1> [,A_I__ [——— ] ero|ll—m— ) >T1T— 5
nw nw nw 2w

(sy 42+ Epyq)

ou
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et Pon voit, sous cette forme, que pour des valeurs in-
définiment croissantes de © le numérateur du terme
général que nous considérons a pour limite I'unité.

Donc le nombre e est la limite d’une fonction algé-
brique de deux entiers m et n dont le rapport du pre-
mier au carré du second croit irzdcfﬁninwnt, et qui sont
eux-mémes indéfiniment croissants.

La méme conclusion s’applique a exponentielle

xr\m
er —={1-- — ’
m

x pouvant Ctre réel ou imaginaire.
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QUESTIONS.

1523. Soit [ f(x)]:: I'expression de aire comprise
entre un arc de courbe, 'axe des abscisses et les ordon-
nées extrémes. A Iarc de courbe on inscrit une ligne
polygonale, dont tous les cotés ont, sur I'axe des ab-
scisses, des projections égales i e, L'expression de I'aire
comprise entre cette ligne, Paxe des abscisses et les or-
données cextrémes est

pourvu que l'on remplace les puissances de B par les
nombres de Bernoulli correspondants.  (E. Cesaro.)

1524. 1° Les points ou les arétes d'une des faces d’un
tétraédre sont rencontrées par les plans bissecteurs exté-
ricurs des diédres opposés sont en ligne droite; 20 cette
droite est dans le plan déterminé par les points ou les
trois autres arétes sont rencontrées par les plans bissee-
teurs intéricurs des diédres opposés.

(E. Cesaro.)
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NOTE DE GEOMETRIE;

PAR UN ANCIEN ELEVE DE MATHEMATIQUES SPECIALES.

En 1851, Chasles proposa au Concours général la
qucstion sulvante :

Etant donnés deux cercles O et o qui ne se touchent
pas, mais qui peuyent se couper ou ne pas se couper in-
différemment, de chaque point M de l’'un O, on méne
deux droites aux centres de similitude S et §' des deux
cercles; ces droites rencontrent l'autre cercle en quatre
points m, n, m', n'.

On demande de prouver que deux de ces points sont
sur un diametre du cercle o, et les deux aulres sur une
droite qui passe par un point fixe, quel que soit le
point M pris sur le cercle O.

Malgré les solutions données, cette question ayant é1é
jugée trop difficile, Chasles publia, sans nom d’auteur,
une brochure intitulée : Diverses solutions de la ques-
tion de Mathématiques élémentaires proposée au Con-
cours géncral en 1851. Les solutions renfermées dans
cette brochure sont au nombre de dix; en voici unc
onzieme :

Relativement aux centres de similitude S et &, les
points m et 2 sont les homologues du point M5 par con-
séquent, les rayons Om, On sont paralleles a OM, et,
par suite, mn est un diamétre de O. Il reste a démontrer
que les points m’ et »’, antihomologues de M, appar-
tiennent a une corde qui passe par un point fixe, quel
que soit M sur O.

Considérons O et o comme de petits cercles d’unc
sphére. S et §' sont alors les sommets des deux cones

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. 1V. (Mars 1885.) 8
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qui contiennent ces cercles. Le plan SMS' coupe le plan
du cercle o suivant la droite m/'n’. Lorsque M varie de
position, le plan SMS' tourne autour de la droite 8§/, et
sa trace sur le plan de o tourne alors autour de la trace
de S§ sur ce plan; done m'n’ passe par un point fixe.

Il suffit maintenant de projeter coniquement toute la
figure sur un plan arbitraire, les projetantes partant de
I'une des extrémités du diamétre de la sphére qui est
perpendiculaire au plan de projection ('), pour obtenir
Pachévement de la solution de la question proposée.

Remarques. — La corde m'n’ est Pantiparalléle de
mn dans I'angle mMn. On peut alors énoncer ainsi la
question précédentc :

Dans l’angle mMn, la corde du cercle o, antipa-
ralléle du diametre mn qui est paralléle @ OM, passe
par un point fixe, quelle que soit la direction de OM.

Si le rayon OM est nul, ce théoréme se réduit a
celui-ci:
Dans Uangle mOn, la corde du cercle o, antipa-

rallele du diamétre mn, passe par un point fixe, quel
que soit ce diamétre.

Comme on vient de le voir et comme on 1’a souvent
dit, il peuat ¢tre utile de recourir a une figure de ’espace
pour arriver a une solution simple d’une question de
Géométrie plane. Voici encore un exemple a P'appui de
cette observation :.

Construire sur un plan une circonférence tangente &
trots cil'co;{/‘él'ences données.

(') Les petits cercles de la sphére se projettent suivant des cir-
conférences. (Voir 7Traite de Geometrie de Rouché et de Combe-
rousse, p. 272 et suiv.)
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Prenons d’'abord trois circonférences O, O,, O, sur
une sphére. Les circonférences O et O, appartiennent a
deux cones; appelons s, le sommet extérieur a la spheére.
De méme, pour O, et Os, on a s et, pour O et O,, on
a8y,

On sait que s, sy, 52 sont en ligne droite.

Le plan mené par cette droite tangentiellement aux
trois cones coupe la sphére suivant une circonférence
tangente a O, Oy, O,.

Construisons le point ou ce plan touche O,. Pour
ccla, menons un plan qui passe par la ligne des sommets
ct par le point @ pris arbitrairement sur O ; ce plan coupe
le cone de sommet s, suivant la génératrice as, qui ren-
contre O, au point a,, antihomologue de a.

On a dec méme sur la génératrice as, le point de O,
qui est antihomologue de a. Enfin, soit a, I’antihomo-
logue de a, sur O,.

Le plan auxiliaire coupe alors le plan de O, suivant
la droite a,a),. Le point i, ou cette droite rencontre la
ligne des sommets, est le point de rencontre de cette
ligne et du plan de O,.

Ce point ne change pas lorsqu’on fait varier le plan
auxiliaire; la construction précédente donne donc tou-
jours des droites, telles que a,, a,, qui passent par i,
lorsque a se déplace sur O.

Parmi ces droites, il y a les tangentes a O, issues de
i; les points de contact de ces tangentes sont les points
ou O, est touchée par les circonférences suivant les-
quelles la sphere est coupée par les plans tangents aux
cones menés par la ligne ssys,.

Je ne reprends pas la recherche des différentes solu-
tions. Projetons maintenant coniquement toute la figure
sur un plan arbitraire, les projetantes partant de 'une
des extrémités du diameétre de la sphére qui est perpen-
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diculaire au plan de projection. La figure ainsi obtenue
sur le plan de projection donne les tracés qui condui-
sent a la construction d’une circonférence tangente a
trois circonférences données.

Dans le cas du plan, il est inutile de construire les
sommcts s, 5, 52 qui sont maintenant des centres de si-
militude externe.

Des centres o, 0y, 0, des trois circonférences, on
méne des rayons paralleles et de méme sens au moyen
de ces droites, on construit les points a4, a,, antihomo-
logues de a. Puis on construit de méme &, antihomo-
logue de a,.

Au moyen d’un autre point pris sur O, on construit
des points a,, o, analogues a a,, a,.

Les droites a, o, 22 @, se coupent en un point; d’autre
part, les droites aya,, a,o), se coupent en un autre
point : la droite, qui joint ces.deux points coupe O, en
des points qui sont les points de contact de O, avee deux
des circonférences demanddes. Ces circonférences tou-
chent O et Oy en des points qui sont les antihomolo-
gues des deux points qui viennent d’¢tre déterminés
sur O,.

Dc cette solution, il est facile de déduire I'élégante
solution que 'on doit i Gergonne.

Remanoue. — Les points a, a,, as, a, sont sur une
circonférence de cercle. Cette circonférence coupe O,
0,, O, sous des angles égaux.

On peut dire alors : Les cordes communes i O, et aux
circonferences qui coupent O, O,, O, sous des angles

égaux passent par un point fixe.

Spheére tangente a quatre sphéres. — Je n’examinerai
pas toutes les solutions de ce probléme. Je vais simple-
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ment dire quelques mots de I'extension de la solution
précédente au cas ou ’on demande de construire une
sphére tangente a quatre sphéres.

Appelons (O), (0y), (02), (Os) les quatre sphéres
données. Employons les sommets externes des cones qui
les enveloppent deux & deux, soit @ un point de (O).
Prenons, comme précédemment, les antihomologues a,,
ay de a sur (O,) et (O,), puis I'antihomologue a, de a,
sur (O, ).

D’aprés ce qui précéde, a, a,, a,, @, sont sur une
meéme circonférence.

Prenons maintenant sur (O3 ) les antihomologues 4,
biy by, b, de ces quatre points.

Les points a, a,, b, b, sont sur une circonférence de
cercle, 11 en est de méme de ay, a,, by, b,. Ces deux cir-
conférences sont sur la sphére qui contient a, a,, a.,
a, et le point b,. Par suite, comme il est facile de le
voir, les quatre points b, by, b,, b, sont sur cette sphére:
ils appartiennent alors a4 une circonférence de cercle.
Cette circonférence est 'intersection de (Oy) et d’'une
sphére qui coupe les quatre sphéres données sous des
angles dgaux.

On voit aisément que, lorsqu’on déplace a sur (O),
le plan de cette circonférence passe par une droite fixe,
et la polaire de cette droite, par rapport & (0Os),
rencontre cette sphére aux points ot celle-ci est touchée
par deux des sphéres demandées.

ERRATA DES TABLES DE LOGARITIMES DE SCHRON.

Page of, premicre colonne, placer 3” entre 2" ot 4"
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ETUDE DE DEUX SYSTEMES SIMPLES DE COORDONNEES TAN-
GENTIELLES DANS LE PLAN : COORDONNEES PARALLELES
ET COORDONNEES AXIALES

(FIN)
(Voir 3° série, t. I, p. 545)
Par M. Mauvrice D’OCAGNE,

Eléve-Ingénieur des Ponts et Chaussées.

IX. — Exrost n’uNE METHODE DE TRANSFORMATION (*).

51. Si, dans les équations d'un probléme traité en coor-
données rectangulaires, on remplace x et y par uet v,
on tombera sur une proposition corrélative, en coor-
données paralléles.

Pour les propriétés descriptives, on retrouve les théo-
rémes que donne la méthode des polaires réciproques;
nous ne nous y arréterons pas. Mais la transformation
des propriéiés segmentaires, angulaires et barycentri-
ques conduit a des particularités assez intéressantes que
nous allons signaler.

Dcfinitions et Principes.

52. Nous représenterons les points par des lettres
majuscules, les droites par des minuscules. Un point
sera parfois désigné par les noms de deux droites s’y
coupant, ct une droite par les noms de deux de ses points.
d’un point

La lcttre représentative . { mise entre
“I’: P d’une droite {’

(') Cette méthode appartient a la famille des transformations
gauches reciprogues du premier degré.
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engendrée

Parenthéses, désignera la courbe X par
enveloppée |

{ cc point e
| cette droite |
Une courbe pourra étre aussi considérée indépendam-
du point e . { 'engendre
| de la droite | u

représentée par une lettre spéciale.

ment )

Penveloppe %; elle sera alors

Les deux systémes que nous allons comparer sont
ainsl constitués :

Le systéme de coordonunées rectangulaires comprend
un point origine O par ou passent deux axes coordonnés
rectangulaires et y. Les & se comptent sur 'axe x, a
partir de point O, les y sur 'axe y, a partir du point O.

Le systéme de coordonnées paralléles comprend un axe
origine o sur lequel sont les points coordonnés X et Y.

Les u se comptent sur la perpendiculaire a I'axe o
menée par le point Y, et & partir de ce point, les v sur
la perpendiculaire a 'axe o menée par le point X, et a
partir de ce point ().

On a ainsi :

Coordonnées du point O Coordonnces de 'axe o
r=o0, y=o. u=o0, v=o0,
Equation de l'axe Equation du point X
¥y =o. v =o.
Equation de I'axe y Equation du point Y
z =o. w=o.

(') Il semble naturel, au premier abord, d’accoupler, d’aprés Vordre
alphabétique, la lettre = avec la lettre X ct la lettre ¢ avec la lettre
Y; mais, pour que le point coordonné X soit corrélatif de I’axe coor-
donné z, il faut que son équation soit corrélative de celle de cet axe,
qui est y = o; I’équation du point X doit donc étre ¢ = o, c’est-
i.;—dirc que les ¢ doivent se compter a partir de X, et, par suite, les w
a4 partir de Y.
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Au point A défini par x, et y, correspondra la droite a
pour laquelle u, = x, et v, = y,.

Droite divisant le systéme de deux autres
dans un rapport donnée.

53. Si, sur la droite qui joint deux points donnés A et

B, nous prenons un point P, tel que —g% =k (le para-

métre k portant son signe), nous disons que le point P
divise le segment AB dans le rapport &, et si (x,,%4)
(2, y2) sont les coordonnées rectangulaires des points
A et B, les coordonnées rectangulaires du point P seront

.y — Kk, . }’1-“{72‘

= — —_—

1— k Y=

Prenons maintenant deux droites @ (wuy,v,) et
b (us, vy), rapportées a notre systéme de coordonnées
parall¢les, et coupons-les par une paralléle aux droites
Yu et Xv; soient A le point ou cette droite coupe a,
BB le point ou clle coupe &; prenons le point P qui divise
le segment AB dans le rapport k; lorsque I'on fera varier
la droite AB, en la laissant paralléle & Yu, le point P
engendrera une droite p qui passera par le point de con-
cours des droiles a et b et dont les coordonnées seront
précisément
, w, — ku, , vy — Avs
== YT =k
Aussi, par analogie avee ce qui préceéde, dirons-nous
que la droite p divise le systéme (ab) dans le rapport

k et exprimerons-nous ce fait par I'égalité (%) = k.

Dés lors, nous voyons que, si le point P divise le seg-
ment AB dans le rapport k, la droite p corrélative de P
divise le systeme (ab) corrélatif de AB dans le méme
rapport.
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Ce principe renferme toute la transformation des pro-
priétés segmentaires.

En particulier, si k=— 1, le point P est le milieu
du segment AB ou le point moyen des points A et B, et
de méme la droite p sera dite médiane du systéme (ab)
ou droite moyenne des droites a et b.

Points paralléles.

5%. Prenons maintenant, en coordonnées rectangu-

laires, la droite @ dont I’équation est
¥y =mz+ n.

Le coefficient m, égal 4 la tangente de I'angle que fait
ladroite @ avec I’axe x, définit la direction de cette droite,
¢'est-a-dire que toutes les droites qui correspondent a
unc méme valeur de M concourent en un méme point
de la droite a I'infini du plan; ces droites sont dites
paralléles.

Soit alors A le point corrélatif, dont I'équation en
coordonnées paralléles est

v = mu-+n.

D’aprés ce que nous avons vu en traitant de I'équa-
tiondu point (n°® 11), si nous menons par le point A
une paralléle a Xv, qui coupe 'axe 0 au point A’, nous
avons
A'X
m = ﬁ;
par suite, tous les points qui correspondent a une méme
valeur de m sont distribués sur une méme paralléle aux
droites Yu et Xy ; nous dirons par analogie que ces points
sont en relation de parallélisme ou plus simplement
paralléles (1),

(') Cette définition et celles qui suivent n’ont d'autre objet que
Tubréger le langage dans le cours du présent travail.
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Si donc on veut déterminer sur une droite donnée le
point paralléle d'un point donné, on prendra l'intersec-
tion de la droite et de la paralléle a X v menée par le
point.

Module angulaire d’un point.

35. 1l ne suflisait pas, pour pouvoir transformer les
propriéiés angulaires des systémes de droites, de voir
(ce qui daillleurs ne présentait pas la moindre difficulté)
quelle éuait, en coordonnées paralléies, la relation entre
les points équivalente au parallélisme entre les droites :
il fallait encore reconnaitre quel élément commun 4
deux points répondait a I'angle de deux droites, afin de
pouvoir étendre aux systémes de points les relations
d’angles établies pour les systémes de droites ; cette der-
nicre recherche présente an premier abord quelque diffi-
culté; mais nous croyons qu’elle devient des plus aisées
par Dintroduction de I'élément que nous appelons le
module angulaire d’un poine.

36. Voici comment nous définissons cet élément

(fig. 12):

Fig. 2.
u ”
Ay
A
Q ‘
_EL\\
) p) X 0o A A,

Etant donné le point A dont I’équation est

¢ = mu -+ n,
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prenons le point paralléle A’ situé sur 'axe o; nous avons
, A'X
m= —=-
A'Y
Par le milieu Z de XY menons une paralléle a Yu et
Xy et prenons sur cette droite la longueur
XY
=5

Z

) =7X
I'égalité précédente peut s’écrire
A'Z
AZ—XZ ANZ—Ze¢ 70 ' tangA'QZ—1,
AZ+1Y ANZ+1Q AL ~ tangA'QZ 41’
—ZE —+1I

n =

. © , , e s e
mais, tang— étant égal a 1, on peut aussi bien écrire

™

tang A'QZ — tang-
4 7
m = J'7_=tang<A’£zZ—-—,>;
1+ tang A’ QZ tang— N
4

or, ZQ étant égal A ZX, I'angle XQZ est égal a 12; par
suite,
m = tang A'QX.

Cet angle A’QX, qui est le méme pour tous les points
de la droite AA’, c’est-a-dire pour tous les points
paralléles & A, sera dit module angulaire de ces points.

Le point Q, qui estinvariable, recevra le nom de péle
du systéme de coordonnées paralléles considéré, ct la
droite X, également fixe, celui d’axe polaire de ce
systéme.

De ces définitions résulte la régle suivante : pour
avoir le module angulaire d’un point donné A, il faut
prendre, sur ’axe o, le point paralléle A’, et le joindre
au pole Q; 'angle que la droite QA’ fait avec 'axe po-
laire QX est précisément le module angulaire cherché.
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On voit, en outre, que le module angulaire d’un pbint
est égal & Pangle que fait avec I'axe x la droite corré-
lative, en coordonnées rectangulaires.

Angle de deux points.

57. Soient A et A, (fig. 12) deux points dont les
¢équations respectives sont '
e=mu-+n
ct
v =mpu-+ n,;.
Prenons sur l'axe o les points A’ et A, paralléles
aux deux premiers. L’angle A’QA’ est égal a la diffé-
rence des modules angulaires des deux points, et nous

avons
my—um

tangA'QA| = —.
1+ mmy

Nous appellerons cet angle A'QA', angle des points
Aet A,

Pour tous les points situés sur une méme paralléle
aux axes Xv et Yu, cet angle est nul. 1l est le méme
pour deux points quelconques pris respectivement sur
deux paralléles fixes aux axes X et Yu.

Si nous prenons maintenant en coordonnées rectan-
gulaires les droites dont les équations sont

y=mx + n,

V= ny L+ Ry,

Iangle de ces deux droites nous est donné par

my—m

tangV—= ———.
1+ mmy

Nous voyons donc que !'angle de deux points, en
coordonnées paralléles. est égal a Uangle des deux
droites corrélatives en coordonndes r(fcl‘nguluires.
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58. Ce théoréme nous permetira de transformer les
théorémes, établis en coordonnées rectangulaires, ou
entrent des relations d’angles. Nous le compléterons
par la remarque suivante :

Si les points A et A, se déplacent d’une maniére
quelconque dans le plan, mais en conservant un angle
constant, les points A' et A marquent sur Uaxe o des
divisions homographiques. »

En cffet, § étant 'angle counstant des points A et Ay,
ona
ZA,  ZA
QZ ~ 0Z
L LA < ZA"
Q72

tangl =

ou, cn représentant le segment de longueur constante
Q7. par 3, R

0

ZA' < ZA| — AN+ B2 =o,
ta 1100

ce qui démontre le théoréme. De plus, le terme con-
stant ¢2 étant indépendant de angle 0, on voit que les
points doubles des divisions homographiques, corres-
pondant aux diverses valeurs de 0, sont fixes; ces points

sont d’ailleurs imaginaires.

59. Supposons que les points A et A, se déplacent
sur une droite, la propriété homographique étant pro-
Jective, ces points détermineront également sur cette
droite deux divisions homographiques. D’ailleurs les
droites corrélatives de ces points passeront par un point
{ixe; on peut donc énoncer le théoréme suivant :

Si, en coordonnées rectangulaires, on a deux
systemes de droites a, byc, ..., ay, by, cq, ..., issucs
*un méme point P, et telles que les droites correspon-
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dantes a et a,, b et b,,cet ¢,y ... fassent un angle
constant, on aura corre’lativemelzt, en coordonnées pa-
ralleles, deux divisions A, B, C, ..., A, B,Cy, ...,
situées sur une méme droite p el yui seront en homo-
graphie.

On peut encore dire :

Si un angle constant de cétés a et b tourne autour
de son sommet P, les points corrélatifs A et B des
droites a et b marquent sur la droite p corrélative du
point P deux divisions homographiques.

De tout ce qui précéde résulte un moyen de trans-
former les propriétés angulaires relatives & un systéme
de droites quelconques situées dans un plan, et d’en
déduire des propriétés homographiques lorsque ces
droites passent par un méme point.

Points perpendiculaires.

60. Si nous supposons que I'angle de deux points,
défini comme il vient d’étre fait, soit droit, nous dirons
que ces points sont en relation de perpendicularité ou
plus simplement perpendiculaires.

Remarquons que ce genre de relation entre deux
points dépend essenticllement du choix des axes de
coordonnées.

Soient A ct A, deux points perpendiculaires quel-
conques, A’ et A) les points paralléles aux premiers,
qui sont situés sar l'axe o3 la reiation homographique,
établie plus haut, qui lic les points A’ et A', devient
dans ce cas

ZA' < ZA| + 82 = o,
c’est-a-dire que ces points sont en involution.
Le point Z est le point central de cette involution.
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61. Pour trouver sur une droite  le point perpen-
diculaire & un point donné A, voici comment on procé-
dera : prendre sur I'axe o le point A’ paralléle & A, et,
dans l'involution qui vient d’¢tre définic, le conjugué
B de A’, prendre enfin sur la droite d le point B pa-
rallele a B, en tirant BB’ parallélement & Xv et Yu; le
point B sera le point cherché.

Pour déduire, dans cette construction, le point B' du
point A', il suffit de joindre le point A’ au pole Q du
systeme, et de mener par le point @ une perpendicu-
laire QB aQA’ jusqu'a sa rencontre B’ avec I'axe o.

(2. Comme précédemment, on voit que, sz un angle
droit decités a et b tourne autour de son sommet P, les
points A et B, corrélatifs des droites a et b, marquent
sur la droite p, corrélative du point P, deux divisions en
involution. '

Remm'(]ues sur la ll'(lll{'jbl'ln(lll:Oll d(?S COIll.(/UCS.

63. Si, dans I'équation en coordonnées rectangulaires
d'une conique T, on vemplace x et y par u et ¢, on ob-
tient I'équation de la conique corrélative Ty, en coor-
données paralleles.

A chaque point de la conique T correspond natu-
rellement une tangente de la conique T'y et réciproque-
ment. Si sur une tangente a la conique I'y on prend le
point perpendiculaire au point de contact, on a 'élé-
ment corrélatif de la normale a la conique T'; aussi ce
point sera-t-il dit point normal.

Aux asymptotes de T' correspondent dans T, les points
de contact des tangentes paralléles & Xv et Yu; nous
appellerons ces points les points asymptotes.

Aux foyers de T correspondent pour T'y deux droites,
dépendant, bien entendu, du choix des axes, et telles
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que. leurs points d’intersection (1magmalres) avee cette
conique sont respectivement paralléles aux pomts ‘qui
divisent le scgment XY dans les rapports = '
V=1 et —y—=1.
Nous appellerons ces droites les ‘droites focales.

Soit d une droite qui coupe la conique I' aux points
A ct B; du point D, corrélatif de d, partiront deux
droites @ et b, corrélatives de A et B, et qui seront tan-
gentes a la conique Ty 5 ]6r5(]ue la droite d se déplacera
parallélement a clle-méme, le point D se déplacera sur
une paralléle a Yu, et, comme le milieu du scgment AB
décrira une droite d’, Ta droite moyenne du systéme (ab)
passera par un point fixe IV,

Le point 1Y, ainsi obtenu corrélativement du dia-
metre d', sera dit point diamétral.

Tous les diametres d' passant parle centre de T, tous
les points diamétraux I seront sur une méme droite,
dite droite centrale, dont les coordonnées scront don-
nées par le systéme d’équations Iy, = o, I, =o.

A deux diamétres conjugués de T correspondent deux
points diamétraux conjugués de T'y. Les deux points
diamétraux de I'y, qui sont entre cux a angle droit,
sont corrélatifs des axes de T, et recevront pour cette
raison le nom de points axiaux.

6%. Nous nous arrétcrons la de ces analogies; on
voit quil est trés aisé, étant donné un clemcntaqud-
conque de la comquel .de_trouver I'élément corr(;latlf
de la conique T,.

65. Disons un mot maintenant des coniques repré-
scntées, en coordonnées paralleles, par certaines équa-
tions simplifiées de coniques en coordonnées rectangu -
laires, aprés remplaeement de 2 et y par a et v.
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66. Prenons I’équation corrélative de celle du cercle
¢n coordonnées rectangulaires

(u—a)y+(v—b)=c?;

elle représente une hyperbole ( fig. 13) dont le cenire O
est 4 la rencontre de la droite équidistante de Yu et.Xv,

Fig. 13.

N ,// :

et de la droite X'Y’ dont les coordonnées sont u = a,
v =b: cette droite X'Y' est la droite centrale de 'hy-
perbole. Portant sur les axes de coordonnées, de part et
d’autre de X'Y’, les segments

YA=YD=XB=XC= -,

2

on détermine les asymptotes AC et BD; les droites AB
et CD sont tangentes a I’hyperbole; si cette courbe
coupe les axes aux points M, N, P, Q, on a

YM=YQ=X'N=X'P=c;

les tangentes en M et en Q passent par le point X/, les
tangentes en N et en P par le point Y'.
Nous désignerons, en raison de leur équation, les
hyperboles ainsi placées par rapport aux axes, sous le
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t.1V. (Mars 1885.) 9
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nomd’byperboles corrélatives de cercles, et nous pour-
rons dire d’une maniére générale qu'une hyperbole
corrélative de cercle est une hyperbole telle que les
axes Yu et Xv sotent tangentes & son hyperbole com-
plémentaire. l

De méme que trois conditions sufﬁsent déterminer
un cercle, trois conditions suffisent” 2 déterminer une
hyperbolo corrélative de cercle. En Partuuhcr, il
n’existe qu'uné hyperbole corrélative de cercle inscrite
dun triangle.

67. Prenons maintenant 'équation
v?— u? = a?,

dont la corrdlative, en coordonnées rectangulaires,
représente une hyperbole équilatere rapportée a ses

* axes. On voit, toujours en appliquant les régles du Cha-
pitre 1V, que cette ¢quation représente une parabole
ayant son axe dirigé suivant XY, son sommet situé au
milieu du segment XY, et qui coupe 'axe Xv en des
points M ct N tels que XM = XN = a.

11 résulte de Ia que, si la distance XY des points ori-
gines est égale a 2a, le point X est foyer de la parabole.
G8. Enfin, I'équation corrélative de I'équation ré-

duite de la parabole y2= a2 pux, c’est-a-dire

v2 =2 pu, '

représente une hyperbole tangente a XY au point Y et
ayant pour asymptotes d'une part I'axe Xy, de autre la

droite dont les coordonnées sont u:l)i, ¢ = p. Nous

avons déji vu, dailleurs (n° 25), que la' courbe en
u et v pour laquelle B*— AC = o, c’est-a-dire qui est
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corrélative de la parabole, est une hyperbole ayant une
asymptote parallele & X et Yu.
Nous n’insisterons pas davantage sur ce sujet et nous
allons passer maintenant aux applications (). '

X. — ApPrLICATIONS.

Transformations des propriétés segmentaires.

69. Prenons d’abord ce théoréme:

Deux droites paralléles sont
coupées par trois droites AN, BB/,
CC, lune aux points A, B, G,
Uautre aux points A', B, C'; si
Uona

. AB _ AC
AR T AT
les trois droites AA', BB', CC' con-
courent en un méme point.

70. Soit maintenant le théoréme
de Ménélaiis :

Les cétés AB, BC, CA d'un trian-
gle élant coupés respectivement
auz poinis M, N, P par une droite
quelconque, on a

MA NB PC
MBNGCTPA D
71. Théoréme de Jean de Céva :

On joint les sommets A, B, G
d’un triangle & un point quel-
conque; les droites ainsi menées

69’. Théoréme corrélatif :

Deux points paralléles (n° 54)
sont joints a trots points aa',bb’,
cc', Uun par les droites a,b, c,
Uautre par les droites a', b, c'; st
l’on a (n° 53)

ab\ ( ac

ab) " \dc)’
les points aa', bb', cc’ sont en ligne
drotte.

70'. Théoréme corrélatif :

Les sommets ab, be, ca d’un
triangle étant joints respective-
ment par les droites m, n, p & un
point quelconque, on a (n° 33)

ma (nb peN
mb/ \ nc <p_a> =
71'. Théoréme corrélatif :

On coupe les cbtés a, b, ¢ d’un

triangle par une droite quelcon-
[ . . . e

que; les pointsainsi obtenus déter-

(') Dans les applications qui suivent, on trouverf, a c6té de théorémes nou-
veaux, d’autres propri¢tés connucs; mais notre but n’est ici que de bien mettre

en relief Pesprit de la méthode.
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déterminant sur les cétés opposés
respectivement les points M, N, P,
on a , 5

.vMB NC __:_\ —
MC NA TB .
Corollaire :

Les médianes (droites qui joi-
gnent- les sommets aux milieuz
des c6lés opposés) concourent au
méme point.*

72. Prenons maintenant ce théo- .

réme :

Dans une conique, le point de
contactd’'unetangente quélconque
estle milieu du segment déterminé
par les points on cetlte {angente
coupe les usymplotes..

EA itz
minant avec les sopune(s {aPposés
respectivement les droites m, n,p.

ona(nB3) ., . ...

(223 () -+

Cor ol)anrc :

Les points d’zMersectzon des
cités. et des droites moyennes
(n° B3) des systémes de ebdtés op-
posés sont en ligne drotte (1).

9. Théoréme. corrélatif :
R

Dans une conique, la tangente
en un point quelcongie est la
droite moyenne (m® 33) duisystéme

Jormé par les droites qui joignen

ce point aux. points asymptotes
(n° 63).

Nous placerons ici une remarque : les définitions que
uous avons posées sont fort utiles pour opérer ces déduc-
tions corrélatives de théorémes connus, mais les énoncés
qui en résulient peuvent étre modifiés en remontant au
scns contenu dans ces définitions. Ainsi le théoréme
précédent deviendra :

On joint un point quelconque M d’une conijue aux
extrémités A et B d’un diamétre de cette conique; le
point que la tangente en M détermine sur une droite
de direction conjuguée & la direction AB est le miilieu

it

(') Ce théoréme peut s’énoncer ainsi : Un triangle determine,
sur une transversale queélctonque, trois segments; les rilienx de
ces segments sont joints aux sommets opposes dans le triangle, par
des droites qui donnent trois points sur le périmétre de e trian-
gle. Ces trois poirts sont en ligne droite. La démounstration . directe
de ce théoréwe est tres facile. .
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du segment déterminé sur

MA et MB.

73. Prenons encore ce théoréme :

Une droite quelconque coupe
une conique en deuzx points; en
rces points on meéne les tapgentes
@ la conique; ces tangentes déter-
minent sur ’une des wsymptotes
un segment dont le miliew est sur
la droite donnée. ’

cette droite par les droites

73'. Théoréme corrélatif :

Par un point {guelébnque on
méne deux tangentes '& une co-
nique; les points de contact de
ces tangentes joints & lun des
porints asymptotes {n® 63) forment
un systéme de deuz droites dont la
droite moyenne passe par le point

donné.

Ce dernier théoréme corrélatif peut s’interpréter
ainsi :

D’un point M on méne. & une conique les tangentes
MP et MQ qui touchent cette conique aux points
P et Q; onjoint les points M, P et Q & un point quel-
conque A de la conique; une droite, de direction con-
juguce a la direction du diamétre qui passe au point A,
coupe les droites AM, AP, AQ respectivement aux
points M’y P, Q'; le point M' est le milieu du seg-
ment P'Q'.

Autrement dit : Les droites AP, AM, AQ et la tan-
gente & la conique au point A forment un faisceau
harmonique.

Si l'on suppose que:le point M s'éloigne a I'infini, on
retombe sur le théoréme énoncé plus haut.

Ces quelques exemples suffisent & montrer comment
s'opére la transformation des propriétés segmentaires;
passons maintenant aux propriétés angulaires.

Transformation des proprictés angulaires.

4. Nous rappellerons en commencant que nous
nommons point normat & une courbe pour une tangente
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donnée le point, pris sur cette tangente, qui est per-
pendiculaire au point de contact. Le point normal est
corrélatif de la normale. La courbe qu’il décrit est cor-
rélative de la développée et, par suite, la tangente a
cette courbe corrélative du centre de courbure.
Voyons maintenant quelques exemples de transfor-

mations :

73. Théorénie des trois hauteurs :

Les perpendiculaires abaissées
des sommets d’un triangle sur les
cbtés opposés con‘courent auw méme
point.

76. Théoréme :

Toutes les normales & un cercle
passent par le centre de ce cercle.

77. Théoréme :

St deux droites variables tour-
nant chacune autour d’un point
Jize sont constamment a angle
droit, leur point de rencontre dé-
crit un cercle.

Le centre de ce cercle est le
miliew du segment qui joint les
deux points fixes.

78. Théoréme :

Les - perpendiculaires élevées
aux trois cotés d’un triangle par
les milieux de ces cdtés -se cou-

75'. Théoréme corrélatif :

Les points pris sur les trois
cotés d’un triangle et qui sont
perpendiculaires (n° 60) auz som-
mets opposés sont en ligne droite.

Nous appellerons ces points points
hauteurs.

76'. Théoréme corrélatif :

Tous les points normauz (n°'76)
a une hyperbole corrélative de
cercle (n° 66) sont sur la ligne
centrale (n° 63) de cette hyper-
bole.

77'. Théoréme corrélatif :

, St deux points variables décri-
vant chacun une droite fixe sont
constamment & angle droit (n° 60),
la droite qui les joint enveloppe
une hyperbole corrélative de cer-
cle (n° 66).

La ligne centrale de cette
hyperbole est la droite moyenne
du systéeme formé par les deux
droites fizes.

78'. Théoréme corrélatif :-

Les points perpendiculaires aux
trois sommets d’untriangle et qui
sont pris sur les droites moyennes
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pent en un méme point qui est {e¢
centre du cercle circonscrif.

79. Théoréme :

Les pleds des hauteurs d’'un
iriangle, sur les trois ebtés, et les
milicur de ces c6tés sont sur un
meéme cercle. .

Ce cercle est le cercle des neuf
points: on sait quels sont tous les
points remarquables, en assez grand
nombre, qu'il contient.

80. Théoréme de Simson :

On prend un point M sur le
rercle (MY efrconscrit & un trian-
cle, de ce point on abaisse des
perpendiculaires sur les trois
stés du triangle; les pieds de ces
perpendiculaires sont sur une
drodte d.

SI les points M et My sont tels
Jue le centre du cercle (M) soit
le miliew du segment MMy, les
Aroites correspondantes d et d,
Yl perpendiculaires.

La courbe décrite par le point
‘/(f rencontre des droites perpen-
diculaires d et dy, lorsque les
Powts M et My se déplacent sur le

des systémes formés par les cotés
se croisant en ces, sommets sont
sur une méme droite qui -est la
ligne centrale de Ukiyperbole,
corrélative de cercle, inscrite
(n° 66, dernier alinéa).

79'. Théoréme corrélatif :

Les droites qui joignent les
pointshauteurs (n°77")d’un trian-
gle aux sommets opposés et les
droites moyennes des systémes de
droites formés par les cétés pris
deur a deux sont langenites a
une méme hyperbole corrélative
de cercle.

Cette hyperbole, que nous appelle-
rons yperbole des neuf droites,
est tangenle & toutes les droites
corrélatives des points remarquables
situés sur le cercle des neuf points.

80’. Théoré¢me corrélatif :

N

On prend une tangente m a
Uhyperbole corrélative de cercle
(m) inscrite & un iriangle; sur
cetictangente, on prend les points
perpendiculaires aux trois som-
mets du triangle et on les joint
respectivement & ces sominels par
des droites; ces trois droites con-
courent en un méme point D..

Si les droites m et my sont telles
que la ligne centrale de U’hyper-
bole (m) soit la droite moyenne
du systéme (mmy), les potnts cor-
respondants D et D, sont perpen-
diculaires. !

La courbe cnveloppée par la
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cercle (M), est le cercle des neuf
points du triangle donné (1).

81. Théoréme de Frégier

Deux droites perpendiculaires
d et d
point M pris sur une conique; ces
droites coupent respectivement la
conique aux points P et P": la
droite’ PP' passe par un: point
fixe situé sur la normale & la
conique au point M.

tournent autour d’un

~droite quijoint les poimts perpen.
diculaires. D et Dy, lorsg(te les
droites m et m, se deplacent tan-
gentiellement ¢ Uhyperbole (m),
est Uhyperbole des neuf droites
du triangle donné.

81'. Théoréme couelatxf

Deux  points perpendwulaum
D et D' se déplacent sur une tan-
gente m & une coniqtte; de ces
points on méne & la conique les
tangentes p et p'; le potnt pp' de-
crit une droite, qui passe par le
point normal (n°'76) & la conique,
situé sur la tangente m.

La réciproque de ce théoréme corrélatif peut, en
vertu d’une remarque qui a été faite plus haut, s’énoncer

ainsl :

- Les tangentes & une conique, issues des différents
points d’une droite, marquent sur une tangente quel-
congue a cette conique des points en uwolutzon Dans
cette involution, le point de rencontre de la droite et
de la tangente considcrée est conjugué du poznt de

contactde la tangente. C’est une proprute connue.

Le théoréme qui termine le n° 34 est un cas particu-
lier du précédent, lorsqu’on prend la tangente paralle-

lement a la droite donnée.

82. Théoréme :

Les trots havteurs d’un truangle
inserit dans une hyperbole équi-
lgtére sc coupent en un mcme
point de cealte courbe.

82", Théoréme corrélatif :

Les trois points hauteurs d'ut
triangle circonscrit ¢ une conigue
dont les points asymptotes sonl
perpendiculaires sont situés sul
une méme tangente a la courbt

(') Ces deux dernicrs théorémes ont éLé proposés comme Questions dans ¢

‘Nouvelles Annales (3 série, t. II, p.!|

479, Question 1473).
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Nous pourrions multiplier ces exemples de transfor-
mation des propriétés angulaires au moyen de notre mé-
thode: mai§‘119u§\pep§opl.s, en avoir assez dit sur ce sujet.

Note sur la transformation des propriétes
barycentriques.

83. Nous avons :dé_]éi donné des exemples de cette
transformation au Ché“pitre V. Nous“demanderons la
permission de faire sur ce sujet une petite rémarque.

La droite que nous avans appdec moyenne d’un sys-
teme de droites (n° B) peut recevoir une définition
géométrique 111dépendamte du systéme spécial de coor-
données que nous cnvisageons; la voici :

La droite moyenne, par rapport a une direction
donnée d’un systéme de droites situées d’une maniére
1/uelcom]ue dans un plan, est le liei du centre des
moyennes distances des points ou les droites données
sont coupées par une sécante paralléle & la direction
donnée.

Les.coardonnées paralléles permettront évidemment
de déduire toutes les propriétés de cet élément géomé-
trique des propriétés établies en coordonnées ordinaires
pour le centre de gravité d’un’ systéme de points.

84. Un seul cxemple, joint & ceux qui ont déja été
donnés (n° 37), suftira a faire comprendre la maniére
d’opérer cette transformation. ; o

Coordonnées rectangulaires :

Quand un triangle se déplace
en restant inscritdansune conique
el circonscrit & une parabole, son

centre de gravité décrit une lzgneA

draite.

Coordonnées paraliéles :
Quard un triangle se déplace
en restant circonscrit’ @ une co-
nique et inscrit dans une hyper-
bole ayant une asymptote paral-
lele a Yu et Xe (1), la droite
moyenne de ses trois cotés passe

| par un point fize.

') Voir n° 68.
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Ce théoréme corrélatif pourra s’énoncer plus simple-
ment :

¢ siRuand: wwtriangle se deéplace en/restibit dircoviskiit v
e corEgre;at inserit dans une leyperbold Hy ln droite
moyenne de ses trois cotés, relativement a lune ou
Uautre des directions asymptotiques de U’hyperbole H,
passe par un point fire,

85. On voit qu’on a ainsi un moyen d’obtenir sans
calcul une séric de théorémes intéressants.

C’est, ¢n p'xru( uhu‘, par cette mcthodc quL nous
sommes arrivé i tous les théorémes donnés sans démon-
stration dans notre Note Sur la droite moyenne d’un
systéme de droites (V). Nous avons, dans les transfor-
wnations qui nous ont conduit'a ces théorémes, fait usage
de phasieurs des principes qui vicnnent d'étre cxposas‘
Aussi renverrons-nous le lecteur a ce travail.

Resume.

“86. La méthode qui vient d’¢tre développée permet,
étamt donnée une propriéié segmentaire, angulaire ou
barycentrique queleconque, d'en déduire immédiatement
cL sans caleul une propriété corrélative. Nous avons vu,
cn outre, quelles étaient les remarques qui permet-
taient de traduire Pénoneé de ces théorémes en faisant
ubstraction de la considération des coordonnées paral-
“léles qui auraient servi a les obtenir.

(') Bulletin de la Socicte matheématique, t. XII, p. 11].
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e

QUELQUES ~REFLEXIONS SUR L'ETUBE GEOMETRIQUE  DES
COURBES' GEOMETRIQUES ET THEOREMES POUVANT Y ETRE
UTILES
. ] (sene);

Par M. J.-E. ESTIENNE.

3

REFLEXIONS ET THEOREMES SUR LES SURFACES
DU SECOND ORDRE OU QUADRIQUES.

On a essayé vainement de trouver, au moyen de thée-
rémes analogues a ceux qui précédent, une relation gra-
pligue symétrique entre dix points d’une quadrique.

Les travaux de M. P. Serrct ont donné le moyen de
constater graphiquement que dix points Sont sur une
quadrique; un grand progrés a ¢té ainsi réalisé; mais
on ne peut s'empécher de regretter la complication
ct le manque de symétrie des constructions. 1l est difti-
cile, par suite de cette dissymétrie, d’embrasser ces con-
structions d'un coup d’eeil, pour les utiliser avee préci-
sion dans les investigations ultérieurcs.

Tous les théoréemes qui permettent de reconnaitre
qu’un point cst sur une courbe ou sur une surface dé-
tinic par un nombre convenable de points s’équivalent
théoriquement; chacun d’eux constitue, comme on I'a
dit déja, une équation géoméirique de la courbe ou de
la surface. Dans 'application, on s’adresscra a 'une ou
a l'autre des formes de cette équation, plus commode
dans le cas particulier; mais I'avantage de I'élégance et
de la fécondité est certainement a 'énoncé symétrique,
¢’est-a-dire dans lequel tous les points donnés entrent
de la méme maniére.
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On a donné, par exemple, un grand nombre de formes
a I'équation géométrique des coniques, entre autres les
suivantes :

Le théoréme de Pascal ;

Le théoréme de Desargues;

Le théoréme de Chasles, sur la constance du rapport
anharmonique du faisceau dont le centre est sur une co-
nique et dont les rayons passent par quatre points fixes
de cette conique,

"Tous eces théorémes peuvent servir a étudier les coni-
ques; mais quel est celui qui a été tonjours regardé
comme le plus beau, le plus élégant, le plus séduisant?
C’est le seul d’entre eux qui soit symétrique, le puissant
théoréme de Pascal. .

Cetle symétric, objet des veeux du géométre, Fana-
lyste la rencontre naturellement et sans effort, mais
aussi sans grand profit, en écrivant le déterminant qui,
n(n—+3)

2

¢galé i o, exprime que ~ 1 points sont sur une

courbe d’ordre n. ‘

Les géomeures qui ont cherché analogue du théo-
réme de Pascal pour les quadriques ont remarqué Lrés
justement qu’on doit trouver trois théorémes de I'espace
correspondaut a I'unique théoréme de Pascal dans le
plan.

Le premicer exprimerait que dix points sont sur une
quadrique;

Le sccond, que neuf points sont sur une courbe
gauche du quatriéme ordre {interscction de deux qua-
drigques);

Le woisicme, que huit points sont septaires. (Nous
exprimerons, par cette locution abrégée, que les huit
points sont tels que toute quadrique, passant pay. sept
d’entre cux, passe par le huitiéme.)

5



{ 133)

Le premies deces:théorémes quiexprime qu'une ¢on-
dition simple-est satisfaite a trés probablement la forme
suivante : St dix points sont sur une quadrique, quatre
certains points qui s'en déduisent sont: dens un méme
plan, ou bien quatre certains plans: qui s'en déduisent
passent par un -meme poimt. - i t

Le second exprimerait.de méme la condition double
que son énonce suppase satlsfane r(un pomt situé sur
une courbe déterminée) par le fait que trois points sont
en ligne droite; ou que trois plans passent par une méme
droite. : : o ot

Quant au troisicme théoréme, le seul que nous ayons
complétement résolu, il doit permettre de trouver le
huitiéme point commun a toutes les quadriques passant
par sept points donnés. Comme la détermination du
point exige trois conditions, il doit exprimer une condi-
tion triple; par exemple, et c’est ce qui a lieu, que qua-
tre droites sont sur un hyperboloide.

Parmi les formes connues de ce troisi¢me théoréme,
la plus élégante est, je crois, la suivante, due A unillustre
géometre, M. Hesse :

THtORFME pe Hesse. — 80 huit points A, B, C, D, E,

°, P, P sont septaires, en formant I’ ILPIHOOIZP frauc/le

ABCDEEF, et menant par le point P les trois droites qui
coupent les cétés opposés de cet hexagone aux points
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ay b, ¢, d, e, [, quon prend pour sommets successifs
d’un nouvel hexagone, les cotés de cet hexagone et
caux de Uhexagone analogue qu'on obtiendrait en

partant du point P sont douze génératrices d’an
méme hyperboloide ( fig. 4).

Ce remarquable théoréme laisse a désirer, en ce sens
qu ‘il manque de symétrie, qu’il conduit a une conslru(-
tion difficile du huitiéme point, et enfin qu’il n’est pas
I'analogue d’un théoréme sur les coniques.

Nous proposerons le théoréme suivant, symétrique et
d’unc analogie flagrante avec le théoréme de Pascal :

Takorime. — 8i les huit sommets d'un octogone
gauche sont septlaires, ses Jaces opposées se coupent en
quatre droites, qui sont des génératrices d’un méme

hyperboloide ( fig. 5).

Soit ABCDEI'GI Toctogone gauchej il cst facile de
voir qu’il suffit de démontrer que 'une quclconque de

ses taces, ABC par exemple, coupe en trois points en
ligne droite les intersections des trois groupes de faces
opposées :

BCD ¢t FGH (point P),

GDE et GHA (point Q),

DEF ¢t HAB (point R).
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Les points P, Q) R qu’onr vent prouver étre -cn ligne
droite s’obtiennent de la fagon suivante @

On prolonge les quatre cotés de Poctogone DE, EIY,
I'G, GH jusqu’a leurs points d’intersection 3, =, *", 3
avec la face ABC;

P cst alors U'intersection des droites 3y et BC;

Q est I'intersection des droites A3 et C5

R est 'intersection des droites 5¢ et AB.

Appelons 4 Iintersection des droites 3y et J¢, et dé-
signons A par o, B par 1, C par 6. :

On voit, cn consulcrant la figure, queles points P, Q,
Rsont a I'intersection des ¢otés opposés de I’ hexagonc
plan 123456.

R est I'intersection de 12 avec 45,

Q est 'intersection de 23 avee 565

P est U'intersection de 34 avee 61.

Le théoréme sera done démontré si 'on prouve que
cet hexagone 123436 est inscrit a unc conique.

Or, dire que les huit sommets de Poctogone sont
septaires revient a dire qu’on peut, par ces huit sommets
et deux points quelconques de Uespace, faire passer une
quadrique; en particulier, ces huit sommets et deux
cotés quelconques de 'octogone sont sur une méme qua-
drique. .

Considérons la quadrique qui passe par ces huit som-
mets et par les cotés DE et GlL. Cette quadrique coupe
le plan ABC suivant une conique qui passe par les cing
points 1, 2, 3, 5, 6. Elle passc aussi par le point 4, car
ce point 4 est, par construction, Uintersection du plan
ABC avee la droite qui passe par le point I ¢t rencontre
les droites DE et HA. Cette droite, étant menée par un
point de la quadrique considéréc ct rencontrant deux
génératrices de cette quadrique, en cst elle-méme une
génératrice, et le théoréme est démontré.
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Voyons a quelle construction conduit ce théoréme
pour la détermination du huiti¢éme point :

Soient A, B, C, D, E, I, G sept points quelconques

(BCD)

dans Pespace; on veut trouver le huitiéme point H par
ot passent toutes les quadriques menées par les sept
points donnés ( fig. 6).

Cherchons 4 déterminer les quatre droites qui figu-
rent dans I'énoncé précédent. L'une d’clles, la droite Ay,
intersection des plans ABC et EFG, est complétement
déterminde.

Quant aux trois autres, intersections des plans

BCD et FGH (4y).
CDE et GHA (1),
DEF ¢t HAB (3,),

on connait de chacune d’clles un point, et un plan dans
lequel elle se trouve :

La droite A, est dans le plan BCD et passe par le
point 2 ou le ¢oté FG de I'heptagone ABCDEFG coupe
la face opposée BCD. De méme, A; passe par B et est
dans le plan CDE, ct A, passe par v et est dans le plan
DEL".

Le probléme sera résolu si I'on détermine compléte-
ment ces trois droites par la condition qu’elles soient,
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avee la dpoite Ay, quatre génératrices d’un méme systéme
d’un hyperboloide. Le point Hsera, en effet, & 'intersec-
rion de ;:rqis‘ p]ans menés respectivement par les droites

A, et FG,
Az et GA,
A, et AB.

On voit aisément que ce probléme n’est autre que le sui-
vant : :

On considére les trois taces de l"he’ptagOne qui se cou-
pent en D5 on prend leurs intersections «, 8, v avec les
cotés opposés de I'heptagone ; mener par ces trois points
un hyperboloide tangent & ces trois faces, et admettant
pour générairice la droite A,, intersection des plans
ABC et EFG.

1l faut ajouter que la génératrice A, ctles génératrices
Ay, Ay, A, passant respectivement par les points z, 3, Y
et situées dans les plans tangents sont d'un méme sys—
leme.

Or soicent (fig. 7) DCES le triédre formé par les trois

S

Fig. -.

faces qui se coupent en D, et o, &/, v’ les points d’inter-
section de ces faces avec la droite A, ; si 'on méne par
chacun de ces points les génératrices A}, A}, A} de I'hy-

Ann. de Mathémat., 3¢ série, 1. IV. (Mars 1885.) 10
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perboloide cherché, ces trois droites et les droites A,,
A3, A, se coupent sur les arétes du triédre.

En derniére analyse, le probléme est donc ramené au
suivant, rés simple et dont la solution est bien connue:

Etant donné un iri¢cdre DCEc, et deux points dans
chacune de ses faces, x et o, et 3, y et y, faire passer
par ces points, pris danslUordre suivant : af'yo/ By,
les cotés successifs d’un hexagone ayant ses sommets
opposés sur chacune des arétes du triédre.

Ce probléme sc résout indifféremment dans 'espace
ou dans le plan, aprés projection.

(A suivre.)

NOTE SUR LA THEORIE DES FOYERS;
Par M. E. HUMBERT,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Nancy.

Considérons d’abord la conigue
art+a2bry +cyt+odr+2ey +~f=o

donnée par I'équation générale. 8i, de I'ensemble des
termes du sccond degré, on retranche s{ a2+ 32), on
obtient

(@a—s)xt+20xy + (c—s)y?,
qui est un carré parfait pour les deux valeurs de s don-
nées par I'équation du second degré

(N (@ —s)(¢c—s)—b2=o0.
Pour chacune de ces valeurs de s, on a

[(a—s)r—by]|2
a—s )

e o bey ey = st 2 -
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ct 'équation de la conique s’écrit

[(a—s e+ by]?

(2) s(22+y*)+ pr—

+2dr+2ey+ f=o.

Cette équation peut s’écrive ainsi qu’il suit :
sz —a+(y — B2
. [ta—s)z+by]?
-7 T a=s
—2(d+s2)x —2(e+sB)y +s(at+ f2)— f.

Désignons (a— s )x + by par P. La fonction linéaire
(d+sa)r+(e+sB)y

ne différera de P que par le facteur constant

d—+ s
a—sS ’
. )
silon a
d+sz _ e—+sB
(3) = —5;
a—s

et alors I'équation de la conique pourra s’éerire

P2 d+sa

a—s a—s

(@ —ap+(y—Brl=-—

P+s(22+B2)—f,

et P'on voit que c¢’est seulement dans ce cas que le se-
cond membre pourra étre un carré parfait, sous la con-
dition

(§) (d+say+s(a—s)(2+ p2)—f(a—s)=o.

C’est, du reste, la condition nécessaire et suffisante
pour que le point «, 3 soit un foyer. Donc on obtient les
foyers par la résolution des équations (1), (3) et (4).

La premiére donne deux valeurs pour s; ensuite, a
chaque valeur de s correspondent deux foyers qui sont
situés sur la droite (3) et la conique (4).

[.’¢quation (3 ) représente les deux axes de la conique,
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lorsqu’on y remplace s successivement par les deux ra-
cines de P'équation (1). Si l'on veut avoir Pexcentricité,
rien n'est plus facile. 1l suffit de remarquer que le se-
cond membre de la conique peut s’écrire, dans le cas on
le point a, § est un foyer,
_ (P Ky
a-—s

K étant une constante; ou bien

y

~(a,—s)2+b2[ P+ K T

a—s | Va—sp ot

la parenthése représentant la distance du point x, ) a
la directrice P+ K = o. Donc, en désignant par ; la
distance d’'un point de la conique au foyer, par d sa dis-
tance a la directrice, on a

a-—— )2+ b2
= (———)—— ZEN

s(s—a)

2

‘9
Donc le carré de Uexcentricité ¢2 est donné par

(@ —s)2-+ b2
s(s—a)

2
(5) (’2:%:

Remplagons b2 par (@ — s)(c—s), dans cette ex-
pression, et nous aurons

(6) "Z:_r)—(l—‘{"

S

On tire de 1a
a-—-c

$S =

o2’
ct, en partant de I'équation (1},
(7) (h2—acre' —[(b2+(a —cN|e2+ b2+ (a—c)2=o.

Telle est I'équation qui donne les deux valeurs de e?,
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I'une relative aux foyers réels, et l'autre relative aux
foyers imaginaires.

Cette équation a toujours ses deux racines réelles;
dans le cas de 'cllipse, I'une est positive, celle qui ré-
pond aux foyers réels, et I'autre est négative, celle qui
répond aux foyers imaginaires; dans le cas de 'hyper-
bole, ces deux valeurs de e? sont positives. Si P'on dé-
signe par e* la valeur qui répond aux foyers réels et
par €* la seconde, on a

I I
(8 g2+z,—2‘=l;
d’on
e'? — e .
' e2—1

De Téquation (8) il résulte que, dans le cas de I'el-
lipse, e* est inférieur a 1, tandis que dans le cas de
I'hyperbole ¢* et ¢'? sont tous deux supérieurs a 1.

Cette méthode permet aussi d’obtenir I'équation gé-
nérale des cercles doublement tangents a la conique. En
cllet, on peut écrire I’équation de la conique ainsi
slr — o)+ (y — §2)+v]

P2

=— s-g(a+s1)x—2(e+s§)y+s(12+ﬁ2+y)——f;

a —

et le second membre est un carré parfait sous les deux
conditions ;

d+sz  e+sj

0 a—s b
ot
(9) (d-+s5a)2+ (a—s)[s(a2+ B2+y)—f]=o.

De la deuxiéme on tire

S (d+sap
s s(s—a)’
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ct, en portant dans le premier membre de I’équation de
la conique, on obtient pour équation du cercle cher-
ché

a 2
x2+}/7_21x__2{3}»+1._1_.(d__‘:_s_ﬂ =0

)

s s(s—a)
sous les conditions (1) et (3).
I.’équation (3 ) donne
w_ €  b(d+sa),
T s s(a—s)’

donc I’équation générale des cercles doublement tan-
gents a la conique est
[ (d+sa)

+ =0

o T s

; i
(1) -1"—+—y’—2ax—zll%((‘%—{§‘ _E]

Dans cette équation, s peut prendre les deux valeurs
données par Péquation (1), et & est un paramétre arbi-
traire. Il y a donc deux séries de cercles doublement
tangents & une conique, et ]’équamion (3) montre que
les centres des cercles de chacune de ces séries décri-
vent, pour I'une, I'un des axes, et pour I'autre, ’autre
axe.

En outre, si I'on désigne par C le premier membre
de I'équation d’un cercle, dans lequel le cocfficient de
a2+ y* est égal a 1, par Q le premier membre de
I’équation d’une droite mise sous la forme normale,
I'équation générale des coniques doublement tangentes
a C, aux deux points ou Q = o la coupe, est

C—e2Q2=0
ou
C—e?2Q2=o,

suivant que 'axe qui passe au centre de C est I’axe fo-
cal, ou non.

Cette méthode peut, dans certains cas, donner facile-
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ment un lieu de foyers. Elle s'applique-trés aisément au
probléme suivant :

Trouver le lieu des foyers des coniques qui sont
doublement tangents & deux cercles.

Elle peut aussi donner facilement ’équation géné-
rale des directrices, car cette équation est

P+K=0o ¢t K=d-+ sa.
Donc I'équation géndérale des directrices est
(11) (a—s)x+by +d+sa=o,

danslaquelle « est un paramétre arbitraire et s une ra-
cine de 'équation (1). 1l y a deux séries de directrices.
Cette Note, ou rien de nouveau sans doute (') n’est
exposé, a été rédigée surtout pour les éléves de Mathé-
matiques spéciales. On peut, par une méthode analogue,
chercherlesfoyersdes surfaces du second degré ; mais, ceci
étant de peu d’utilité pour les éléves et n’ayant pas grande
valeur théorique, il est inutile que j'insiste la-dessus.

CORRESPONDANCE.

FExtrait d’une Lettre de M. Genocchi.

Une lettre de Gauss a Sophie Germain, du 3o avril
1807, publiée par le prince Boncompagni, transcrit
une proposition de cette femme illustre sur la forme
¥+ nz?, eun ajoutant qu'elle w’est pas vraic dans toute

(") Jai donué cette méthode dans mon cours. cn 1832, connne
application au plan de la Determination des sections circulaires
(t. I, 3¢ série, p. 202). Cun. B.
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sa généralité, ct donne une explication sur les cas
dans lesquels elle peut tomber en défaut. Cette explica-
tion se fonde sur la théorie de la composition des formes
quadratiques binaires, théorie qui, a présent, est trop
peu cultivée et trop peu connue. Je crois qu’il serait
bon d’appeler I'attention sur une théorie d’un si haut
intérét, et, pour cela, il pourrait étre utile de proposer,
dans les Nouvelles Annales, l1a question qui a été le su-
jet des réllexions de Gauss. Je la proposerais dans les
lermes sulvants :

« Sophic Germain a voulu démontrer cette propo-
sition : 8¢ L'un des facteurs de la formule y?*+ nz?
(n étant un nombre premier) est de la meéme forme
y:+ns?, Cautre appartient aussi nécessairement @
cette forme. Mais la démonstration qui s’applique aux
formes indéfinies ne vaut pas pour les nombres définis.
A Végard des nombres définis, la proposition est vraie
si le facteur qu’on suppose de la forme 52+ nz? est un
nombre premier, maisn’est pas généralement vraie si ce
facteur est un nombre composé. Ainsi Pon peut trouver
trois nombres f, &, & représentés par des formes quadra-
tiques binaires dont le déterminant soit. — n, et tels que
le produit fgh des trois ct le produit fg des deux premiers
soient de la forme y*- nz2, et, au contraire, 'autre
facteur /2 ne soit pas de cette forme. Gauss. »

Fxtrait d’une lettre de M. H. Brocard.

M. d’Ocagne a cu raison de dire, au commencement
de son Mémoire sur les coordonnées paralléles et axiales
(t. 1L, p. 411), que la courbe (C) qu’il devait étudier au
n* 30 (p. 55) donncrait lieu sans doute a de nouvelles
remarques. Ce n’est pas la premiére fois, en effet, que
cette courbe a fixé attention des géomeétres.
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Si Pon a égard au mode de génération mécanique
signalé (p. 539), la courbe (C) répond a I'énoncé de la
question 1029 que j’ai proposée (t. X, 2° série, p. 240):

Les extrémités A et B d’une longueur constante
a= AB se meuvent sur les cétés d’un angle droit fixe
AOB; trouver 'enveloppe de la perpendiculaire AM &
AB; calculer la position des points de rebroussement,
et mener les tangentes en ces points.

Dans une solution trés élégante (t. XIII, p. 459-460),
M. A. Pellissicr a donné I’équation de cette courbe qui,
en prenant les notations du n° 30, devient

(1) [{a2—3(x2+ y2)]3= a?(8a2— gxr2+18)2)%.

Elle admet quatre points de rebroussement, a I'inter-
section du cercle

(2) - yr= ;}aﬁ

avec ’hyperbole concentrique

(3) 18y?—gz?+ 8a? = o.
En ces points, dont les coordonnées sont

(i) J‘::J::‘i—a—‘_{_—;w 24
3¢/3

les tangentes & la courbe sont aussi les tangentes a
Phyperbole, et leur coefficient angulaire est égal a
I

7

Le point M de contact de la tangente TM avec la
courbe (C) peut s’obtenir par la considération du centre

instantané de rotation. Il n'y a qu’a achever le rectangle

OUIT et a projeter la somme I de ce rectangle en M sur
TM.
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Cette tangente TM a pour équation

ap?

=pr— ————=
Y=r \/'+P2,

[ d < 12 . ‘e .
p désignant d—g C’est donc aussi I’équation différentielle

de la courbe (C). On en conclut que le lieu des points
D ou la podaire de 'origine a pour équation

p=acos?w.

Cette podaire se compose de deux ovales.

M. Bourguet a montré {t. XIII, »° série, p. 446) que
la courbe (C) est une développante de I'hypocycloide
A quatre rcbroussements, enveloppe d’une droite de lon-
guecur 2.a dont les extrémités glissent sur Ox et Oy.

Enfin M. Haton de la Goupilliére a complété cette
remarque par une intéressante bibliographie de cette
hypocycloide, nommée aussi cubo-cycloide par M. Mon-
tucci (t. XII, 2¢ série, p. 534-537, ct t. XIX, p. 94-96).
Les propriétés signalées par M. d’Ocagne (p. 560) pour
la quadrature ct la rectification de la courbe (C) se rat-
tachent naturellement & ce qui préeede.

Ainsi les formules (4) vérifient I'équation de I'hypo-
cycloide

whe
e

2
3+ 33 =(2a)d

D’ailleurs, I'article de M. d’Ocagne renferme les prin-
cipes de toutes ces remarques.

Désignons, en effet, par N, N les points ot la normale
IMrencontre O et Oy, et achevonsle rectangle ONNP.
Soient G, G’ les projections des points O et P sur IM, T
étant le milicu de ON, et I le milieu de NN’; on a
IN=IN=TU=a ct NN'=2a(p. 558).

Ainsi les axes O, Q) déterminent sur la normale en
M a la courbe (C) un segment de longucur constante 2a.
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L'enveloppe des normales ou la développée de (C) est
donc Uhypocycloide a quatre rebroussements, lieu des
projections G' du point P sur les droites constantes NN

En d’autres termes, la courbe (C) est la développante
de cette hypocycloide qui passe par l'origine.

Les géométres que I’étude de cette hypocycloide inté-
resserait pourront consulter aussi les documents sui-
vants : Nouvelles Annales, questions 616 (Boklen);
1391 (Laguerre); t. I, p. 196-178, 1862 (Delorme), et
p- 315-316 (Beltrami); t. XVII, p. 321-323, 1878 (A.
M.); Aeti del Acc. Pont. dei Nuovi Lincei, t. XXI,
p- 6-39, 1877-1858 (Azzarelli); et Nouvelle Corres-
pondance mathématique, 1. IV, p. go-g1 et 140-141,
188 (Sidler).

BIBLIOGRAPHIE.

Tutorie pu Porestier; par M. Emile Mathicu. In-4°;
1885. Prix : y*. Paris, Gauthier-Villars.

1’Ouvrage que je viens de faire paraitre forme le troisiéme
Volume du Traité de Physique mathématique que je me suis
proposé de publier. Les deux premiers Volumes sont :

I. Cours de Physique mathématique, 1873, qui renferme
la matiére des lecons que j’ai faites dans un Cours complémen-
taire & la Faculté des Sciences de Paris en 1867-1868.

Il. Théorie de la Capillarité, 1883.

Le troisiéme Volume est d’ailleurs indépendant des deux
précédents.

Tous les théorémes exposés dans mon nouvel Ouvrage ont pris
leur origine dans la Physique mathématique; mais beaucoup
ont été employés ensuite dans différentes recherches de Ma-
thématiques pures et en particulier dans la théorie des fonc-
tions d’une variable imaginaire.
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Il w'est pas sans intérét de dire quelques mots sur les pre-
miers fondateurs de cette théorie.

Laplace est le premier qui ait considéré le potentiel; cest
la fonction V de sa Mécanique céleste (1™ Partie, Liv. III),
Poisson ecnsuite, dans son célébre Mémoire de 1811 sur la
distribution de Uélectricité a la surface des corps conduc-
teurs et dans d'autres Mémoires publiés aprés, a montré le
grand role de cette fonction dans la Physique mathématique.

Plus tard, Green a publié sur ce sujet (4 Nottingham, 1828)
un Mémoire trés remarquable. 11 semble qu’on n’y ait fait au-
cune attention pendant sa vie, dont la fin arriva en 1841. Mais
autant on fut d’abord injuste envers lui, autant on exagéra
ensuite 'importance de son travail, en lui attribuant ce qui
était di d Poisson ou i d'autres géométres, en lui attribuant
méme des résultats qui n’avaient ¢été obtenus que plus tard par
Gauss. Le travail de Green est d’ailleurs enti¢rement inspiré
par 'euvre de Poisson.

Gauss a publi¢ son beau Mémoire sur la théorie du poten-
ticl en 1840 (OF uvres de Gauss, t. V).

Depuis cette époque, plusicurs autres géométres ont travaillé
a cette théorie.

Dans le Livre que je publie, je me suis proposé d’exposer
toutes les proprictés connues du potentiet. I s’y trouve aussi
des résultats qui m’appartiennent et que  javais déja preé-
sentés, pour la plupart, dans des Mémoires parus dans le
Journal de Mathématiques.

Dans le premicer Chapitee, intitulé Propriéiés générales du
potentiel, je n’expose que des théorémes connus, en général,
depuis assez longtemps.

Le Chapitre Il a pour titre @ Potentiel de couches de ma-
ticre distribudes sur des surfaces. Les propriétés du poten-
tiel de ces couches sont trés utiles & étudier pour VElectrosta-
tique, puisque P'électricité se porte, comme on sait, a la
surface des corps conducteurs. Jexamine, a l'occasion de la
formule de la densit¢ d’une couche, Vinfluence des courbures
principales de la surface sur laquelle est placée la couche, si
I'on ne néglige pas des termes qui sont de Pordre de la densité
de la couche multipliée par la racine carrée de son épaisseur.
Notons aussi Pexamen de conditions, d’aprés lesquelles une
fonction de .z, 1. s peut étre représentée par le potentiel de

couches de maticre distribuces sur des surfaces,
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Dans le Chapitre 11, jétudic des fonctious qui jouissent de
propricétés analogues i celles du potenticl et qu'on rencontre
aussi en Physique mathématique.

1° Le potentiel logarithmique satisfait a la méme équation
aux dérivées partielles que le potentiel ordinaire, avec cette
simplification, que la fonction ne dépend que des coordonndes
r.y d'un point et non de la troisicme z. Néanmoins la forme
de la fonction se trouve changée.

20 Le potentiel calorifique sc rencontre dans les questions
de mouvement de température des corps. Au point de vue
analytique, il est une généralisation du potentiel ordinaire.

20

3 Le second potentiel est ainsi appelé par rapport au po-
tentiel ordinaire, que je désigne alors sous le nom de premier
potentiel. Pour déduire son expression de ceile du premier
potentiel il suffit de changer, dans cette dernicre, 'imverse de
la distance dun point variable & chaque point de la masse en
cette distance méme. Ce potentiel est utile a considérer dans
la théorie de Vélasticité des corps solides.

Le Chapitre IV a pour titre : Comparaison de la théorie
du potentiel avee celle de la chaleur. Ventre dans différentes
considérations surles surfaces isothermes ou de niveau. J'étudie
la nature des lignes nodales d'une membrane homogéne et
partout également tendue et aussi Ies propriétés du potentiel
relatif aux corps cristallisés. Je signalerai encore une digres-
sion sur la différentiation par rapport a des arcs. Fort souvent,
ona un trés grand avantage a substituer 4 la méthode des
coordonnées curvilignes de Lamé la méthode de la différen-
tiation par rapport a des arcs, au moins pour faire les calculs
qui doivent conduire aux formules cherchées. Ces dérivations
exigent Uexplication de quelques principes; car on ne peut
plus intervertir sur une méme fonction l'ordre de deux diffé-
rentiations, sans changer la valeur du résultat. Je prouve
Futilité de cette méthode de caleul par des exemples.

Le Chapitre V a enfin pour objet : L’attraction de diffé-
rents corps dérivés des surfaces du second ordre. J'y calcule
le potentiel d'un ellipsoide : 1° lorsqu'il est homogéne; 2° lors-
qu'il est composé de couches homogénes homothétiques;
3" lorsqu’il est form¢é de couches homogénes et homofocales.
Ty détermine aussi le potenticl d'une ellipse recouverte d'une
couche mince de maticre et celui d'un cvlindre elliptique de
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longueur finie. Enfin j'examine quelques questions relatives

aux lignes de force. )
E. MaTHIEU.

QUESTIONS.

1525. On donne les deux demi-diamétres conjugués
OA, OB d’une ellipse. Du point B on abaisse une per-
pendiculaire sur OA, et Ton porte sur cette droite les
segments BC et BD égaux a OA. La circonférence COD
rencontre aux points P, Q la paralléle menée du point B
a OA.

On sait que OP, OQ donnent les directions des axes
de Pellipse; on demande de démontrer que les projec-
tions de OP et de OQ sur OC (ou sur OD) sont égales

aux demi-axes de Vellipse. (MannHEIM.)

1526. Considérons un parallélogramme ABCD dans
un plan, et une droite quelconque MM de ce plan. 1l
cxiste deux comiques circonscrites au parallélogramme
et tangentes a la droite MM, Soit O le milieu du seg-
ment déterminé sur cette droite par les deux points de
contact. 1l existe en outre une conique inscrite dans le
parallé¢logramme et tangente a la droite MM'. Soit O/ san
point de contact avee cette droite. Les points O et O
coincident.

(H. Anvoyes.)

1527. Soient A, B, C, ... des nombres dont le pre-
micr chiffre & gauche n’est jamais zéro; a, b, ¢, ... ces
nombres lus de droite & gauche.

Fappelle nombre sy métrique un nombre tel que deux
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chiffres a égale distance des extrémes soient égaux.
Exemples : 1221, 12421.

Y appelle pseudo-symétriqued’échelle pun nombre tel
que la somme de deux chiflres, a égale distance des ex-
trémes, soit p ouzéro; s’il y aun nombre impair de chiffres
dans ce nombre et que p soit impair, le chiffre du milieu
doit toujours étre zéro; si p est pair, le chiffre du milien

peut étre soit zéro, soitg' Exemples : 603502, 6030502,

6034502 sont pseudo-symétriques d’échelle 8.

Cela posé :

1° Si A a n chiflres, trouver combien de valeurs diflé-
rentes peut prendre la somme A + @ quand A varie de
x4 4 x", x étant la base du systéme de numération ;

2" Sil'on a A + a =B+ b, A ayant n chiflres, B en
ayant 2 -1 et étant tel que la somme de deux chiffres
a égale distance des extrémes soit plus petite que x, le
nombre A +a=A 4+ b scra symétrique, ct A sera
pscudo-symétrique d’échelle x + 1.

Exemple : on a (x = 10)

N A+a
12111011121 = 8607004053 —+ 3504007068,
B+b

= 10011000120 + 02100011001.

(E. Lemoine.)

1528. Soient PA, PB, PC les wrois normales menées
d'un point P a unc parabole donnée; on considére les
centres O, O', 07, O” des quatre cercles tangents aux
cotés du triangle ABC.

1° Si le point P est sur la directrice, il coincide avece
Pun des points O, O/, 0", O”. Les trois autres sont
sur la parabole, licu des sommets des angles droits
normaux a la parabolc donnée.
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2° Par les points O, O/, 07, O” on peut faire passer
rois hyperboles équilatéres, telles que les normales a
chacune d’elles en ces quatre points soient concourantes.
Les trois points de concours Qy, Q., Q3 sont sur un
cercle concentrique au cercle circonserit au triangle ABC
ct de rayon triple, et sur les rayons de ce cercle qui
passent par les centres des hyperboles correspondantes.
Pour quelles positions du point P les trois hyperboles
sont-clles réelles ? L'une de ces hyperboles a son centre
sur I'axe de la parabole. Si le point Q correspondant cst
sur cette parabole, 'hyperbole correspondante passe par
le point P.

3° Engénéral, quel est Ielieu du point P tel que 'une
des hyperboles précédentes passe par ce point? Quel est
le lieu du point de concours Q, du centre de I'hyper-
bole, des points O, O, 07, O”?

4" Quel est le licu des points Qy, Qs Qs, si le
point P déerit une droite donnée ?

(J. Hapamarn.)

1529. Trois droites, issues des trois sommets d'un
triangle, déterminent, sur les cotés opposés, six seg-
ments tels que la diflérence entre le produit de trois
segments non conséeutifs et le produit des trois autres

abe A')" .
est —— ( — ) Imn. Dans cette expression, A, a, b, ¢

(I'b(f(r\/, P T
désignent I'aire ct les cotés du triangle donné; A/, o',
b, ¢ Taive et les cotés du triangle formé par les trois
droites; 1, m, nles segments de ces droites compris entre
les sommets et les cotés du premier triangle.

(E. Crsaro.)
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SUR LA GONSTRUCTION DES COURBES DONT L'EQUATION
EST DONXEE EN COORDONNEES POLAIRES
[svire (1)1
Par M. Cu. BIEHLER.

6. Nous supposerons d’abord que 'équation de la
conrbe soit donnée sous la forme

[ F(w :) on —.f‘ ).

1
©n pns:mt 5 = u,
i

. ¥
Flm) = ——x-
Jlw)

Soient w =a, u=a les coordonnées d'un point; nous
allons chercher la forme de la courbe autour de ce point.

L’équation de la tangente au point © =a, u=a dc
la courbe u = f(©) s’obtient, comme Ion sait, en dga-
Jant a zéro le déterminant

u cosw  Sinw
S(%) cos sina |,

S(2) —sina cosa
ou bien, en développant,
u=f(x)cos(w—a)+f'(2)sin(w— 2).
Le rayon vecteur de la courbe est donné par

u=f(w).

La différence entre les valcurs de u qui se rapportent a

(') Nouvelles Annales de Matheématiques, 3¢ série, t. 1; 1884.
Ann.de Mathémat., 3¢ série, t.1V. (Avril 1883.) [
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la courbe et a la droite est donc donnée par I'expression
P(w)=f(w)—f(2)cos(w—2) — f(2)sin(w — a).

C’est le signe de la fonction @ (w) pour des valeurs de »
voisines de o qui donne la forme de la courbe dans le voi-
sinage du point de contact. Or ®(w) s’annule pour
o = z; sa dérivée

P(w)=fMw)+f(2)sin(w —u)— f(2)cos(w— 2)
sannule également pour © = 2; mais la dérivée seconde
Own Mt flacos(w = 2) -+ f(z)sin(w — a)

devient égale a /"\_‘x) + fla) pour © == 4.

Supposons que () =f"(a) + f(2) soit une quan-
tité diflévente de zéro, ct, pour fixer les idées, suppo-
sons-la positive : on pourra trouver une gquantité angu-
laire e, telle quientre & — ¢ et o - ¢ la fonction ®"(w)
ait le signe de @ () et, par suite, soit positive; la dé-
rivée @ (o) est done croissante dans tout 'intervalle de
o — 2 i o+ z, ct, comme clle s’annule pour v = o, elle
est négative quand o varie de 2 — ¢ 4 o ct positive de o
A 2425 la fonction @ (w) est done déeroissante entre
o — ¢ el o ct croissante entre o ct 2 ¢, ct, comme
clle s'annule pour w =2, clle est positive dea—e a 2
etde aaa—+ <. La courbe se trouve donc tout enticre
d’un méme coté de sa tangente dans le voisinage du point
de contact; ct, dans 'hypothése faite, le rayon vecteur
de la tangente 'emporte sur celui de la courbe; par suite,
la courbe est concave vers le pole.

On arriverait a la conclusion inverse si 'on supposait

(%) + fia) <o,

¢’est-a-dire que. dans ce cas, la courbe serait convexe
vers le pole.
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7. Supposons maintenant
S(2)+f(2) =o,

et calculons la valeur de ®” ().
Or :

P"(w) =) — fla)sin(w—a)=+[(2)cos(w— a),

par suite,
D) = f(a) + f(2).

Supposons cette quantité différente de zéro, positive
par exemple. Dans ce cas, on pourra trouver une quan-
uté angulaire e, telle qu'entre o —c¢ et a -+ ¢ la fone-
tion ®”(w) conserve le méme signe et, par suite, soit
positive. ®(w) est, dans ce cas, croissante entre o —c¢
et o 4 ¢, ct, comme clle s’annule pour o = «, elle est
négative enlre o — ¢ el o et positive entre o et a —+ €3 la
fonction ®'(w) est donc décroissante entre a — e et a et
croissante entre o et o ~+ ¢, et, comme elle s’annule pour
w =z, elle est positive dans tout 'intervalle de o — ¢ a
@ ~+ &3 par suite, ®(w) est croissante dans tout cet in-
tervalle, et, comme elle s’annule pour w = a, elle est
négative entre & — ¢ et 2 et positive entre o et o -+ ¢. La
courbe est donc convese vers le pole entre a — ¢ et a ¢t
concave entre o et o + €. Le point w=u0a, u=a est un
point d’inflexion.

La discussion précédente fait donc voir que les points
d’inflexion d’une courbe sont donnés par I’équation

flw)+f"(w)=0

() =

ou

A

Elle montre, de plus, que, si la premiére des dérivées de
la fonction ®(w) qui ne s’annule pas est d’ordre pair
2, la courbe cst convexe vers le pole autour du point
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w=0,u=a,si ¥ (2) < o, ct concave si P2 (a)>o0.
Sila premiére des dérivées de la fonction @ (w) qui ne
s’annule pas pour w = « est d’ordre impair 20 41, le
point considéré est un point d’inflexion, et il sera tou-
jours possible de préciser la forme de la courbe autour
de ce point d’aprés le signe de w0 (2),

Nous avous supposé gue 'équation de la courbe est
donndée sous la forme

u=—=f(w).

Si I’équation de la courbe était F'(u, @) = o non résolue
par rapport a u, il est possible de déterminer, d’aprés ce
qui précede, la forme de la courbe en un point = a,
o =ua; car les quantités f'(a), f"(a), ..., f*2¥(2),
S (o) qui interviennent dans la discussion précé-
dente peuvent étre tirées de 'équation de la courbe 5 ce
sont les quantités o/, o, ... qui sont fournics par les
égalités
Iy =t Fi= o,

y

- o 1wt
Fer-ic 2t Vopu+ w2V 0" V=0,

Toutelois ce procédé n’est plus applicable quand F;, = o.

Supposons ['équation I (u, w)= o algébrique ct de
degré m en u, et proposons-nous de construire, dans le
cas précédent, cette courbe autour du point u=a,
W = .

Posons, pour cela,
v—=a-~ VYV, o= a-+z,
Péquation de la courbe deviendra

‘ o=:VFyu(a,n=VF,(a,x)

(l)(

2, . - Ve o,
—+ -I—I‘m:ul, W=V F, (a. 2) - — [‘,‘,:(17.1\—':...
P [
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ou bien
Yoo = Vo Py, 2).

o= P(a,c)-+ VI (acz
o, les deux fonctions

i B >

F.la,a)=0 ct F,(a,2)2
( ), ®,(a,¢) sont divisibles par ¢, et, par suite,
quand < tend vers zéro, deux des racines de 'équation (2)

(2)

tendront vers zéro.
En désignant par V; et V, ces deux racines, par

Vi oo, Vy les autres, on a

ou bien

VF” wla, , N ~
= -— lw—ﬂ —+ (2, c) + b,],
Fola,2)

r'l‘l': 3 »
Lo [;,, (a,x) +"‘/(1,€)+52J,
w(av %)
S, est la somme des quantihés o —|— B \—, et S, la
m
somme des produits deux a deux des mémes quantités,

(2,¢) et 4(a, c) sont des fonctions qui renferment ¢ en

facteur.
De ces formules on tire la suivante :

AF:,‘:('(Z,Q) .
(v, - w) =il ””“"’]’

Fola, z)
O («, ¢) renfermant ¢ en facteur.
Les racines V, et V, ne sont donc réelles qu’autant

l"l"

que ¢ est de signe contraire a
F;lt’(a» “),
’ 3
Fy(a, a)
par suite, si F.(a, o) est ditférent de zéro, la courbe se
trouve tout entiére d'un méme coté du rayon OA mené
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sous I'angle «, et le signe de la fonction

Fra(a, 2)
Fu(a, )

indique de quel coté se trouve la courbe. La formule qui

1 1
nous donne la somme v- + y, nous montre que cette
1 2

somme est finie; par suite, comme V, ct V, tendent vers
zéro, ils sont de signes contraires.
Si
Flela,x)
Fo(a, o)~
la courbe ala forme représentée (fig. 9).
On obtient une branche MAM' tangente a OA et non

rig. 9.

0 X

une branche analogue A NAN', car, dans le triangle PAM

AP .
obtenu en prenant OP = OA, le rapport i @ pour li-

mite zéro quand ¢ tend lui-méme vers zéro.
Si F,,(a,a) est nul en méme temps que F, (a, «), le
point u = @, w = a est un point double.
Dans ce cas, 1'équation
Fo+ u'Fo=o0
devient une identité pour u = a, v = a; mais la sui-
vante, a savoir

" D N ’ i~
Foi-+ 20 Fyu-+ 2Fy = o,
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donne, dans ce cas, les valeurs de &' au nombre de 2.
L’équation suivante

. P} 1 1 P 1 "
Fos+ 3w Fpu+3uFuu-- w3Fu+ 3u (Fup+ u'Fs) =0

doune la valeur de u” correspondant a chaque valeur
de .
La méthode indiquée pour traiter le cas ou

Ff‘(a, 2) =o0

peut s’appliquer a la discussion géndrale. Mais nous ne
I’exposerons pas ici, ct nous allons passer a la construc-
tion de la courbe autour de ses points a 'infini.

(A suivre.)

ETCDE SUR UN THEOREME D'ABEL RELATIF AUX SERIES
ET SCR UN DEVELOPPEMENT EN SERIE SOUVENT UTILE EN
ASTRONOMIE,

Par M. A. DE SAINT-GERMAIN.

Considérons une séric, ordonnée suivant les puis-
sances positives et enticres d'une variable z, et conver-
gente tant que le module de z reste inféricur a un
nombre R. Abel a mountré que si, pour une valeur
Z = Re» de z, la série est encore convergente, sa
somme A est la limite vers laquelle tend la somme de
la série quand on donne a z une suite de valeurs dont
les arguments sont tous égaux a w, tandis que leurs
modules, inféricurs a R, tendent vers cette limite.
Dans le tome V de son Journal, Liouville expose une
démonstration du théoréme d’Abel, due a Dirichlet,
mais qui présente, au moins dans la forme, une imper-
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fection analogue a celle qu’on reprochait aux anciennes
. . . N o . 1\™"
démonstrations relativesa la limite de <1 + —n-l) tony

considére un nombre qu’on prend d’abord fini, puis on
le fait croitre indéfiniment, ce qui Ote toute netteté an
raisonnement; une simple modification de l’aua]ysé
de Dirichlet nous fournira une démonstration élémen-
taire et tout a fait rigourcuse du théoréme d’Abel.
D’un autre coté, quelques géometres, parmi lesquels
on pourrait citer un de nos maitres les plus savants, se
sout demandé si P'on ne peat pas regarder comme évi-
dent, ou du moins démontrer en quelques mots, le théo-
réme d'Abel ou méme un théoréme plus général com-

prenant celui d”Abel, et qu’on pourrait énoncer ainsi :

Quand une série, dont tous les termes sont des fone-
tions continues d’une variable réelle a, est convergente
, -
tant que x ne dépasse pas un nombre X, sa somme
varie d’une maniére continue avec x, méme quand x
atteint la limite X.

Un exemple nous prouvera que cette proposition
n'est pas vraie; done la démonstration intuitive a
laquelle Pai faiv allusion est insuflisante et Yon ne
pouvait apporter trop de soin a bien élablir le théoréme
d’Abel; mais, de plus, jexplique la discontinuité de la
séric que je considere, et ce n'est pas sans jeter quelque
jour sur unc des propriéiés les plus singulicres des
séries.

L application du théoréme d’Abel & des séries conve-
nablement choisies donne des identités plus ou moins
remarquables; je prendrai comme exemple le dévelop-
pement en série, enticre par rapport a z, de la valeur
de § qui est définie par I'équation

cash = cose -z,
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el qui se réduit a © pour z = o. Cet exemple est choisi,
moins en vue de I'égalité fournie par le théoréme
Jd’Abel, que parce qu’il me donucra I'occasion de cal-
culer explicitement les coefficients de la série par une
méthode avantageuse; la formule que nous obtiendrons,
moins simple et moins étudiée qu'une formule analogue
de Delambre, est au moins aussi utile en Analyse et en
Astronomie.

Commencons par démontrer le théoréme d’Abel.
Soit

Ug—=— Uy S+ U 324 UpsP .,

la série considérée: nous supposons que, pour toutes les
valeurs de z dont le module est inféricur a R, clle a une
somme S, et pour z =2 une somme A. Si l'on pose
updP=v,, ona

() A= vy

Pour les valeurs de z dont le module est <7 R, mais
dont Pargument est le méme que celui de Z, on aura
z =2, ) étant un nombre réel compris entre o et 1,
et la somme de la série pourra s’écrire

TS =g e A e R O AP

Pour établir le théoréme d’Abel, il suffit évidemment
de prouver que, si Von prend 1 — % suffisamment petit,
le module de A — S sera inférieur 4 un nombre donné
quelconque e. Nous y parviendrons en transformant
convenablement Pexpression de S. ,

Je désigne par A, la somme des p -+ 1 premiers
termes de la série (1), et par a, le reste correspondant,
de sorte qu'on a A = A, + a,, ct

t’l,: Ap—- A’)..j’ Vo= Ao.

Dans S, remplacons vq. vy, ..., ¢, par les valeurs indi-
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(uées ci-dessus, et appelons 5, la somme de tous les
termes qui suivent le m —1'"¢ terme de la série, m
étant un entier que je laisse provisoirement arbitraire;
on aura
S=Ai+(A— A2+ (Aog— AR+ - (A — A ) M+

= (1= M (Agt A e Ap g M1) - A M .

Jintroduis encore un autre entier 7, que j'assujettis
d’abord ala seule condition de ne pas dépasser m ; puis,
dans la parenthése qui muliiplie (1 —2), je remplace les
cocflicients A, & partir de A, inclusivement, par leur
valeur A — 2, : il vient

S=(1—M(Ag+ A h+...4 A, hnt)

(1= M)A (W a= dnvt e ) )

e D) (g Moty 3=1) A Ay K o
le deusieme terme du sccond membre se réduit a
AN AR = AN (A 2y ) M5

les termes A, 27 el — A, W se détruisent, ct side A on
retranche la valeur obtenue pour S, il vient
VA=S=A1— ) —(1— 1) (Ag+ Ay A 4o Ay An1)
2 . . N
(%) 2 — (1= A) (o My )"ll_l)+ Ly A — D
Le module de A — S est inféricur a la somme des
modules des cing termes qui forment le second membre
de Péquation précidente; cherchons des limites supé-
rieures de ces modules. Soit B le plus grand des modules
de A, Ag, Ay A,y ..o 5 comme on a

T— M= (11— M (1= k4 224, .+ M1y < n(1— 1),

le module du premier terme du second membre de (2)
est <<nB(1 — A); le module du terme suivant est évi-
demment inféricur & la méme limite; ensuite, si $ est le
plus grand parmi les modules de a,, 2,44, - .., le mo-
dule du troisiéme terme que nous avons a considérer
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sera inférieur a
(1= 1) B Mg Do) = Bha— BAm < B — B,

le module du quatriéme terme est < 3A™, et en ajoutant
au module du cinquiéme terme les limites supérieures
que nous venons d’obtenir pour les modules des quatre
premiers termes, on trouve

(3) mod(A —8) < 2nB(1— %) + B + mod p,p.

Cela posé, déterminons n de telle sorte que les mo-
dules de a,, %ntyy -+ -y €L par suite {3, soient inférieurs
a 3¢, ce qui est possible puisque la série (1) est conver-
gente; on peut aussi déterminer m de telle sorte que
mod p,, <3¢, quel que soit % entre o et 15 m sera peut-
¢tre beaucoup plus grand que n, mais il sera fini,
comme ¢; enfin prenons x assez veisin de I'unité pour
que nB(1—72) soit < 4¢. L'inégalité (3) montre que,
pour toutes les valeurs de A qui satisfont a cette condi-
tion, le module de A — S sera moindre que ¢, ce qui,
comme je l'ai dit, démontre en toute rigueur le théo-
réme d’Abel sans que nous ayons eu une seule fois a
parler de I'infini.

Pour étre nette et ¢lémentaire, la démonstration pré-
cédente ne laisse pas que d’offrir une certaine complica-
tion, et I'on peut se demander s’il n’est pas possible
d’établir en quelques mots soit le théoréme d’Abel, soit
le théoréme plus général dont j’ai parlé. Considérons
une série dont tous les termes sont des fonctions conti-
nues d’'une variable réelle x, et qui est convergente
pour toutes les valeurs de  comprises entre X, et X
inclusivement ; on peut croire que, pour toutes ces va-
leurs, la somme de la série sera une fonction continue
de x. En effet, dira-t-on, pour toules ces valcurs, la
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série a unce somme déterminée qui dépend en général
de x. Soient I'(x) cette somme, o(x)la somme des n
premicrs termesde lasérie, 4(x) le reste correspondant;
on aura
F(z)=9(z)+Y(x).

On peut prendre n assez grand, quoique fini, pour
que 4(x) soit inférieur 4 un nombre donné ¢, si petit
qu’il soit; alors ¢(x), étant la somme d’'un nombre li-
mité¢ de fonctions continues de x, sera lui-méme une
fonction continne de x, etil en sera de méme pour ¥ (x),
puisque 4 ) est, si lon veut, négligeable.

Pour prouver insuffisance de cette démonstration, il
sulfit de citer un cas ou le théoréme censé démontré
tombe en défaut. Prenons la série qui a pour terme gé-
néral

aip-3 ] xrip-1 m?p‘
T A T
clle est oblenue en transposant et en groupant les
termes du développement bien connu de L1 + x) sui-
vant les puissances de & par la formule de Maclaurin, et
représente Ja méme fonction tant que mod x <C 13 pour
x == 1, clle devient

On sait que cette séric est convergente et a pour
somme 2125 ce n'est pas la valeur de L(x -+ x) pour
x =1, ctla série considérée, quoique satisfaisant aux
conditions du théoréme que je discute, est discontinue
pour x =1. Le théoréme proposé est donce faux, et le
théoreme d’Abel, qui en est un cas particulier, ne sau-
rait étre presque évident; il faut, au contraire, pour
I'établir, examiner les choses de trés prés.

Ce n’est pas tout de savoir que la démonstration criti-
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quée est illusoire; il faut en trouver le défaut. Considé-
rons deux valeurs de x, @ et a—h, I étant une trés
petite quantité; pour que ¥ (a) et 4(a —h) soient in-
féricurs a un autre nombre trés petit e, 1l faut prendre
pour z une valeur trés grande qui dépend de ¢, a et /.
Quand x variec de @ — & a @, chacun des termes de o (x)
varic d’une quantité trés petite, en général, de Pordre
de 3 mais, comme ¢zs termes sont trés nombreux, il
peut arriver que leur somme (2 ) varie d'une quantité
finie ou méme tres grande; I' (a

/) ne sera pas res
voisine de I'(a), et la série scra discontinue dans le
voisinage de & = a.

Dans Pexemple cité, donnons a x les valeurs 1 et
1 — liy pour de tres petites valeuss de oy (1—74 )P est

J,

sensiblement égal a e 2l el lavaleur de tpy en y laisant
. 1 2y e .
x =1 — N, diifere pen de — (e 42t — 2005 51 ph a
‘)1 /
N . 1

unc valeur finie, wu, est de Yordre de > Pour que
Vg . . . . i,. o
Y(1—17I) soit wes petit, il ne faut pas qu'il contienne
beaucoup de termes de cettg espeéce, ce qui exige évi-
demment que nh soit trés grand; on s’assure aisément
que dans ce cas ¢ (1) estaussitres petit. Cela posé, on
peut éerirve

, . 1 1 i !
';(n——<:‘u~-»/:):<l-m . __)
) ' 2 3 on

_“[ ] (e )2 - (1 — h)2r’

R T e e
= 2 2n

1 1 . , 1
on-~t 2n-=3 7T fn—1

_ [ o hypnt LG Ry “]

’

278 T j—1
la différence des deux premiéres parties, qui sont des
valeurs trés approchées de L2 et L{(2— %), est trés
petite; la quatrieme partie, inférieure 4 n fois son pre-
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. . . n N .
mier terme, ou sensiblement i ——— e~2#4, est trés pe-
2n +1

tite, puisque n/ est trés grand ; reste la troisiéme partie
qui, pour de grandes valeurs de 7, différe peu de L2 :
telle est, a la limite, la différence entre o (1) et o (1—4),

] i ’

Al . 2 .

ou entre I'(1) et I'(1 — /), et qui s’accorde avec un fait
bien connu.

Je vais appliquer le théoréme d’Abel a la série, ordon-
née suivant les puissances positives et entiéres de z, dans
laquelle on peut développer la valeur de § qui satisfait
a équation cosf = cosg + z, et qui se réduit a 9 pour
z = o. Le théoréme de Cauchy montre que ce dévelop-
pement est possible quand mod z <Z 1— mod cos ¢ ; dans
ces conditions, je développe § par la formule de Maclau-
rin, et comme § =arc cos (cos ¢+ 5), en posant cos p = x,
tout revient a calculer les dérivées successives de la
fonction arc cosx, que je désigne par t. On a d’abord

~ i
le moyen qui me semble le plus commode pour avoir la

valeur explicite de toutes les dérivées consiste a déduire
des deux équations précédentes I'égalité
d*t dt
I —r?) ——2—=20
( )(/;r? dxr
Différentiant n fois par rapport a &, on trouve

dn+2¢ dn+1¢ 0 dnt

(4) (l*—l‘z)mg—(?ll—{—l)l'

dxn+1 —-n dxn .

Si, dans cette relation, on fait successivement n égal a
1,2, 3, ..., on pourra calculer de proche en proche les
dérivées de ¢; ontrouvera pour la ni¢me dérivée

e
. n 1
dr (I 2 )n Ty

(5

-



(167)
T, étant un polynéme de degré n — 1 en x: on verra
méme aisément que T, est de la forme

(6) To=(n—0)lzr 14 ANjzn3 4.+ Ayzn-2—t4 |

En vertu de la formule (3), la relation (4) peut s’é-

crire

i . -
12 5on
u~-4:r2)(—1(;2[Tn(x—x?)' J

1
n

- 1
l s—n --
-—(2n-1—l).’ré—£l’[‘"(r~—ﬂ)l ]~7z?T,,(l~.r2)’ =o;

cflectuant et réduisant, on voit que T, satisfait a I'équa-
tion différenticlle

—~2 —(n—12T,=o.

(1 z”)le"
- dx

dr?

+—(2n—3)x

Cette équation, devant ¢tre identiquement vérifiée

par le polynéme (6) qui représente T, permet de dé-
) )

terminer Ay, Ay, ...; a l'aide d’'un calcul connu, on

lrouve
A =(n—1\)(n—2‘?...(n—9.&)
v (2% 4 < 6...210)2

(n_’)!’

et 'on a tout ce qu'il faut pour développer § suivant la
série de Maclaurin

{ z z? 1 33
=0 — — — 08 ———— — [ COS20 4 — } —0—— — .,
7 sinw P asinto : 2/ 3 sindo
n—i(n—o2)
‘ — | cosn—lo 4 (—-L,,——-——cosﬂ‘-’o
: 22 ;
(n—1)...(n— 4§ ; ] zn
U DIEEC e DPYPRP N A
2242 v 7 sin2nA+lg

Quand on donne a z une des valeurs limites indiquées
par le théoréme de Cauchy, par exemple 1 — cos ©, en

Sllpl)OS-':\ll[, [ compris entre o et ':y on ne peut savoir
0 2

a priori si la série (7) sera convergente; mais, dans le
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cas que je considére, le terme général de la série de-
vient, en faisant toujours x = cosy,

(1--coso)P drt
Up= 3 dxr’

en vertu de cette formule, je puis, dans I'équation (4),
remplacer les dérivées de ¢ par les w correspondants, ce
qui donne

(4 1)(12 = 2) (14 COS D )Ujin

— (i 1) (20 - DU CORT -~ N2ULH (1=~ COSD) == 0,

d’ou

Upay Uyay 200 =1 U g n2(1— cosw)
2--1
(1 (-()5(: ) —— e ———— 08y —— I —

Uiyvg Uy e T ou, (n—1)(1e=-2)

Cette relation montee sans difficulté que, pour 2 in-

S 7oN , . . L, .
fini, lim =, =15 onne peul encore décider si 1a série
n
e u a
considérée est convergenle; on pose —— =1 — o
© Up

on désigne par o lalimite de @ pour ninfini, etsi dans Ja

derniére relation on néglige les termes trés petits par

N
rapport a —» il reste
n

2%
(R ('os"o)(l— —
' n

3 2% / 3N,
—({2— — -~ —Jeosc —(1— = )(1 —cosu) =o.
. n n : n/° -

Apres des réductions considérables, cette relation
donne simplement « = 3, ce qui, comme onsait, indique
la convergence de lasérie; celle-ci représente, d’aprés le
théoreme d’Abel, ce que devient § pour z=1— coso,
c’est-a-dire zéro. L’identité obtenue donne, aprés quel-
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ques réductions faciles,

cos¢
cos?

l-(w

I
v Ccot -0 = 1-+
. -)"

-6

FEN
O

(n—1)(n—2)
—¢

+ | cos?lo 4+
T 22

os"—3o+...]

1
= non—l cos2n—2 ,}@ BEERRE]
2
T~
pour v = 57 on trouve une formule connue :

1.3 1.3.5
2.4.5  2.4.6.7 7

¥ A

1
=1+ —5 —+
2.3

Mais je ne m’étendrai pas davantage sur ces divers ré-
sultats.

SUR LES POINTS D'INFLEXION DES COURBES DU TROISIEME
ET DU QUATRIEME DEGRE;
Par M. J.-B. POMEY.

1. Je suppose qu’une courbe du troisiéme degré ait
un point d’inflexion. En prenant ce point pour ori-
gine, Iéquation de la courbe sera

(1) #23-+yS =o,

ou 5 désigne un polynome du second degré.

Les équations x*=o0 ¢t ) S=o0 sount celles de deux
courbes du troisiéme degré, et la courbe proposée passe
par leurs points d'intersection. Cette courbe peut étre
considérée comme la limite de la courbe

r(x —a)(x—2)+yS=o,

lorsque 2 ct o tendent vers zéro. Si donc I'axe des ¥
coupe S en deux points A et B, la conique a trois points

Ann, de Mathémat., 3° sérvie, t. 1V. (Avril 1883.) 12
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communs en A, ainsi qu’en B, avece Ta courbe du troi-
sitme degré. Elle lui est osculatrice en A et en B.
Comme cing points déterminent: une conique, il y a
donc cette relation entre les courbures aux points A et
B, que la conique tangente en A et osculatrice en B est
osculatrice en A. La forme (1) de la courbe reste la
méme, S variant pourtant, lorsque 'axe des y vient
changer de direction. Si A devient un deuxiéme point
d’inflexion, la conique osculatrice en A doit s¢ décom-
poser en deux droites, dont I'une est la tangente en A;
donc Iautre droite est osculatrice en B, c’est-a-dire que
B est Jui méme un point d’inflexion. Donc deux points
(’inflexion, dont I'un est réel, déterminent une droite
(ui passc par un troisi¢me point d’inllexion.

2. L'équation I, =3 ? P, + xQ,= o, P, étant homo-
geéne ct du premier degré en x et 5, (O3 homogene et du
troisiéme degré en x et y, est 'équation d’une courbe
du quatricme degré ayant un point d’inflexion a Iori-
gine. De plus, Q3= o est une courbe du troisi¢me degré
qui a sur I'axe des x trois points communs avee I'y = o
en chacun des trois points ou ()3 =o coupe I'y = o. St
deux de ces points sont inflexionnels, le troisiéme 'est

aussi. Donc :

Tntorkve. — St une droite passe par trois points
d’inflexion sur une courbe du quatriéme degré, elle
la coupe encore en un quatriéme point d’inflexion.
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EVALUATION GEOMETRIQUE DE L'INTEGRALE
L sina
. [ __ sinzdy f(a);

11—24L'cosa:—~}—zr‘-'

Par M. N. GOFFART.

La forme du dénominateur conduit naturellement a
considérer un triangle OBC, dans lequel

OC=1, OB=22x BOC=aq,

C
- 1
i Y | (TN
-~ ~ \
T TR
L NI \
_‘_’_’: __________ L_._;_\ _:\\
WBB A

et ou, en conséquence,
CB2=1— 22 cosa + 2.

Soit pris BB'=dx, ct abaissons la perpendicu-

laire CH; faisons
HCB = o,
il vient
do = BCB'.
En outre,
CH = sinz = BCsinB,
BC BC BC?

deo

BB-_—.smd?mz 9m= ‘O

La différentielle sous le signe f est donc

sina dz _ CH.BR - d

{ — 2% COS % + x* CB2

= BCB

-G
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I’intégrale devant éire prise relativement a x de
—1 a +1, soit OA=O0A'=0C; il en résulte que
Pintégrale cherchée est la somme des éléments angu-
laires BCB' compris entre CA’ et CA : c’est donc I'angle
droit

A'CA=

V3

La seconde figure montre que, ’angle a étant compris
o)
entre = et 27, les accroissements do sont négatifs;

Fig. 2.

I'angle BCB' est engendré dans le sens opposé a celui de
la premiére figure, en sorte que I'intégrale est, dans ce

cas, — ;

(xénéralement donc on a

Sla)= pour 2nm<a<(2n+1)7,

via

. [
S(a)y=— " pour (2n—nNwr << a< 2n%;

d'ou Pon conelut que la fonction f(2) est périodique.
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SUR LES FONCTIONS HOMOGENES DE DEUX POLYNOMES U
ET V, PREMIERS ENTRE EUX ET DE MEME DEGRE EN :

Par M. L. MIRMAN,

Eléve du lycée Saint-Louis.

Soient deux po{yndmes U et V premiers entre eux,
et de degré m, et soit une fonction homogéne et
enticrede U et V

F(U,V)=Ur+ A Ur 1V, .+ A, UVP=t A, Vp;

les racines communes aux équations UV'— VU'= o
(U, V' étant les dérivées de Uet V) et F(U,V)=o
sont racines multiples de cette derniére.

Réciproquement, si la fonction homogéne V'(U, V)
n'a pas en'U et V de facteur multiple (aU + bV )%, les
racines multiples de Uc¢quation I'(U, V)=o sont
racines de UN'—VU'= o.

En effet, la dérivée peut s’éerire

F'= pUp—1 U o Ag [(p — k) Up—F=1 1/ VE ,
A AUP=AVE-IN ] 4+ pA, VetV
Soitaune racinecommunea I' = oeta UV —VU'=o0.
Soient u, ¢, u', ¢' les valeurs des polynomes correspon-
dants pour cette valcur particuliére de lavariable; w et v
sont différents de zéro, car, siu était nul,I’équation F = o
montre que v devrait I’étre aussi, ce qui est impossible,
puisque U et V sont premiers entre cux.
On peut done éerire
o' ¢

— = — = .

" ¢
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Remplacons «' et v/ par leurs valeurs dans la dérivée F';
nous aurons

F'=lour+ ...+ Ap[(p — k) lur~F ok 4 klup—kok) 4 ...+ plop

ou
F'= IpF,
et, comme F = o, on a aussi [/ = o; donc cette racine «
annule la dérivée I7: c’est donc une racine multiple
de I°.
Réciproquement, soit o une racine multiple de IY; je
dis que, pour cette valeur, on a

!
[
|

Posons

r U
L=t S =t
u (%
je vais démontrer que /% est nul.
En effet, en remplagant, daus I, v’ et v/ par ces va-
leurs, on aura
lpub + Ay [(p —1)lur=te 4 (L + h)ur—to]+...
+Ap[(p—K)lup~Fok 4= k(1 + h)ur—kok ] 4. 4 ({~+ 1) per = o.

ou
pF + h(Ajur-te 4+ 2A, uP~202 4.+ kA, ur=kok .+ pA,oP)=o.

Comme F est nul, il suflit de démontrer que la quantité
entre parenthéses est différente de zéroy il suftit donc
de faire voir que ce polynome entier en x,

®=AUP 1YV 4. . +~hkA, UP—AVFk 4 | —pA,Vr,

ne peut avoir de racine commune avec le polynéme I°.
En effet, posons
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nous pouvons écrive .,

F=Ve(pp+Ajpr-t1a- . - AP+ .+ ),
® = VP(ApP-14+ 2 A P2+ AApplF - 4+ pAY).

Or, supposons que I et ®, ou ce qui revient au méme,
puisque V ne peut étre nul dans ces conditions, que les
(uantités entre crochets s'annulent toutes deux pour
x =ua, cest-a:dire pour p=B. Désignons ces poly-
nomes entiersen p par f(s) et o(g). On'vérificra faci-
lement que Pon a identiquement '
pr)=ef(e)+e(o);

done cette valeur p =% annulerait f/(p) (') et serait
racine multiple de f(g). Si donc nous supposons que
S(p)n’a pas en o de racine multiple, c’est-a-dire que
I'(U, V) n’admet pas de facteur de forme (aU + bV ),
I' et ® ne peuvent avoir en x de racine communec;
donc /o= o, et la racine multiple considérée o annule

UV —VU'=o. C. Q: F. D.
Corollaire. — L’expression UV —VU', on U et V
sont des polynomes de degré m, est de degré am— 23
donc, sila fonction homogeéne I (U, V) satisfait a la con-
dition énoncée, I'équation F'(U, V)= o, dedegré p en U
ct V, de degré mp en x, ne peut avoir en x plus de
2(m — 1) racines doubles, quel que soit p.

Autre corollaire. — L’expression

UV VU
VE(U, V)

[les coeflicients de U et 'V étant tels que IMait 2 (m—1)

(') A moins que B = o, mas alors A, serail nul, et 'on mettrait «
en facteur dans le coefficient de A.
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racines doubles] peuat s’écrire

I
MYf(x)

M étant une constante, et f( ) un polynéme entier en x
de degré
mp —4m--4 ou m(p—4)+ 4.

généralisation d'un théo-

réme de Jacobi qu'on peut énoncer de la fagon suivante :

Cetle proposition est une

Si lon considére Uexpression
/

UV — VU
bl
VAU BUV3 = CU2V2 = DUVs EV+

et yu'on détermine les coefficients de U et V, de fucon
que le polynome sous le radical ait toutes ses racines
doubles, saufquatre, l'expression peut s'écrire

1

Myt awd+ Sot+ v+ ¢

Cas particuliers :

1* Toute racine double de aU 4+ 6V = o est racine
de UV —\VU' =o.

2° Toute racine double de aU2+4 26UV 4+-¢cV2 =0
est racine de UV — VU =0 st 02— ac est Zo.

QUELQUES FORMULES GENERALES RELATIVES AUX INTEGRALES
DEFINIES ET INDEFINIES ;
Par M. L.-A. MONY.

I. Cousidérons une fonction Uy 9, Wy ...) de n
9 ) 7/

quantités u, ¢, w, ... qui varient simultanément en
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satisfaisant aux relations (1)
(1) w=1(3), v =0(3), w=14(3) ...,

ou z est une variable indépendante. Sil’on donne i z un
accroissement dz, u, v, w, ... ont pour diflérentielles
du,dy,dw, ..., etTona

df(u, e, w,..)= :;—}; du + E-gdv—l— ;(l—{édw—i—....

Si lon intégre entre les limites z, et 7, et si on
NOMIME Uiy ¥4y Wiy « oo, €L Uy, Vg, Way ..., les valeurs
correspondantes de u,v, w, ..., ona

( f(ua, 09, way o) — (W, 00,00, ...)

L (L g [
( _[ —Jaduﬁ—( . (-[;dv—,— . %dw—f—...,

vy it

. . df ,
cn supposant que dans la fonction == on a remplacé v,
du ’
w, ... par leurs valeurs en fonction de « tivées des

. . . . df ,
¢quations (1), que dans la fonction == on a remplacé u
dy ’

w, ... par leurs valeurs en fonction de v tirées des
équations (1), . ... Mais Ia valeur d’une intégrale dé-
finic étant indépendante du nom donuné a la variable qui

se trouve sous le signe /. on peut remplacer, dans cha-
.

. . ) df .
cune des fonctions af , Y, af » +++2 les variables u, o,
du’ dv dw

%, ..., qui entrent alors isolément dans chacune d’elles,
par une méme variable x. On a ainsi une relation
entre 7 intégrales définies, qui permet d’obtenir N'une
d’elles, lorsque l'on connait les 7 — 1 autres. Les li-
mites 1wy, us de 'une des intégrales sont arbitraires,
mais leur choix détermine celles des autres intégrales.
La connaissance de 1 — 1 de ces intégrales sous forme
indéfinie permet d’obtenir la 7" sous la méme forme;
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onn’aura en cffel qu’a remplacer «, par a dans ia for-
mule (2), cteette formule donnera

ar
L‘l du dr

a l'aide des autres intégrales.
Siles relations (1) sont
u=3, v=20v(35), w=14y(3), .
ou simplement
(3) r=olu), w=4(u), ...,

ce qui revient a prendre u comme variable indépen-
dante, la relation (2) devient (4), endésignant par ® la
1'onction inverse de o, W' la fonction inverse de ¢, ... :

[ f(tay 02y way o) — f(uy, 01, 0q, ..0)
s = [0 4 e

du
Ytu. d/. ‘
—_ P i) N
(u) dvg 1 (’Z‘) T, f[q (.Z‘)], PPN 2[11‘
Winrg) (l_f
‘ T “( JR'S . |
"—y,{”“" dﬂv"“kx)’?[l(m>17‘r,--~\d.l'+...‘.

Cette formule (4) est notre formule foudamonta]e;
en choisissant convenablement les fonctions f, 2, 4, . . .,
clle donne des théorémes intéressants qui font I'objet de
ce travail.

II. Considérons en particulier le cas oun il n’entre
que deux quantités u et v dans la fonction f.
Posons d’abord f(u, ¢)=u>< vavec v = o(u).
J ) 7
La formule (4) donne, en y remplacant u, par xy,
i, par .,

PN

. Py
(3 () - ay s () = / a(ryde = / B ()l

ey Tty
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De la formule (5) on déduit ce théoréme important :

Tatorime. — Si l'on connait Uintégrale définie
d’une fonction ¢(x) entre certaines limites x, et xs,
on en déduit Uintégrale définie, entre les limites
o(xy) et 9(xs), de la fonction inverse ®(x);

Et aussi, en vertu d’une remarque faite plus haut, ce
théoréme encore plus utile :

Tutorime. — 8i L’on connait U'intégrale indéfinie
d’une fonction ®(x), on en déduit immédiatement
celle de la fonction inverse o(x).

On peut douner de la formule (5) une démonstration
géométrique.

Considérons la courbe représentée par I'équation
y=v1(x) en coordonnées rectangulaires. Soient xy, 4
et X2,y les coordonnées des points M, et M, de la
courbe, Py et P, les pieds de leurs ordonnées et Qy et Q,
les pieds de leurs abscisses; on a évidemment, si O est
origine des coordonnées,

surface Mo P, O Q; — surface M, P, 0 Q,
= surface M, P; P M, + surface M; Q;Q,M,;

la relation (5) w’est que’la traduction analytique de celie
égalité.

Dans le cas particulier que nous examinons, la rela-
tion (2) prend la forme

Uy Va
(6) ngVg——lLl()l:f vdu+/ udy;
1y v

supposons que la relation qui unit u a ¢ soit symétrique,
on en tirera
u=29(v), o=r1o(u):

les fonctions s el @ seront les mémes; nous aurons
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alors unc relation (6) entre deux intégrales définies ne
différant que par leurs limites. On en déduit immédiate-
ment la relation (7) entre des intégrales indéfinies ; dé-
signant par I (@) Iintégrale illdélilliel/? (x)dx,
(7) I(a)~-I[o(r)|=22(r)- const.

H w’est pas nécessaire pour obtenir des relations ana-
logues & (6) et (7) que les fonctions o et @ soient les
mémes, il suffit que, par des changements de variables,
des intégrations par parties ou par tout autre procédé,
on puisse ramener & une méme forme / clx)dr el
/d)(a:)dx, ces intégrales ne différant aprés cetie ré-
duction que par les limites entre lesquelles elles sont

prises.

II. Silon fait d’autres hypothéses sur la forme de la
fonction f(u, r'), on obtiendra des formules de transfor-
mation analogues aux précédentes, et leur choix plus
ou moins heurcux donnera des résultats plus ou moins
intéressants.

) ‘abord £ = Yavee v — o a for
Posons d’abord f'(u,v)= Savee v=2(u), la for-

mule (4) donne, en y remplacant «, par z, et u, par x,
la formule

Xy Sl
xs a2 *dr TTH D ()
(8) : L [ — [ - dr:
o(2y) o) w(r) Xy

<y oy

cl, pour les intégrales indéfinies, la formule

) r ry [‘I dr /"‘;") D(z)dr
(0 - — = —— = —
(L) o(xry) o, ol.r) Joten x?
mais la formuale (8) peut éiwre éerite sous la forme
Deryy Dl P gy S
(1) ——— JUSREA —— / s (e
2 oy S 2

e v T (A



(181)

dx () \
— et‘/—‘, dx se raménent
() x?

donc indifféremment 'une a I'autre.

les deux intégrales

Posons encore f(u,¢) = y/u><\/v avec v = 5 (u), on
obtient une formule qui permet de ramener I'unc a

I'autre Jes deux intégralesf\/ggl dx ctf‘/q’—f—) dx.

Posons enfin f(u,v)==u> Ly avee v=1(u), on
obtient une formule qui permet de ramener I'une a

s . P
'autre les deux intégrales [ L{o(x)]dx et [ ;T) dx.

On peut varier a 'infini les hypothéses sur la forme
de la fonction f; chacuné de ces hypothéses donnera
naissance a des formules analogues aux précédentes.

On peut aussi combiner entre eux ces divers procédés
de transformation, et transformer ainsi une intégrale
{’'une infinité de maniéres.

On peut enfin considérer des fonctions f de plus de
deux variables, on obtient des relations analogues aux
précédentes ou entrent plus de deux intégrales.

IV. Revenons 4 la formule (2) qui nous a servi de
point de départ. Dans le cas particulier d’une fonction
de deux variables f(u«,v), on a

f(uz, "2)—./(”1, V1)

(11 " d,
_/ (u v)du—l—f (u e)dy.

Supposons que la relation qui unit ¢ 4 © soit v = u;
en remplacant dans (1 1) uy et v, par xa, uy et ¢, pavx,,
il vient

f(.’l‘g. .To)—- f1/41‘1..’1'1\

(1o
2) _[ ——(a‘ x)dr + [ -11 (r.7r)dr.
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Done, st une fonction de la variable x peut étre consi-
dérée comme la dérivée particlle par rapport a u d’une
fonction connue f(u, v), lorsqu’on fait dans cette dé-
rivée partielle © =v=ux, on obtiendra immédiate-
ment Uintégrale indéfinic ou définie entre certaines
limites de la différenticlle formée par cette fonction
mualtipliée par dx, si V'on connait I'intégrale indéfinic
ou I'intégrale définie entre les mémes limites de la diffé-
renticlle partiellede f(u, v) par rapport a v ot I'on fait
aprés la différentiation u = ¢ = x.

Ce théoréme donne un mode de transformation plus
général que celui de Pintégration par parties, qu'il
comprend d’ailleurs dans le cas particulier ou

Sl o)y=06(u)>x b(v).
Lorsqu’on aura a chercher Pexpression d’une inté-
grale [?(a,')tlx, il faudra remplacer dans la fonction »

la lettre o, soit par w, soit par v, de telle facon que la
fonction que l'on substitucra ainsi & ©(x) puisse étre
considérée comme la dérivée partielle par rapport a «
d’'une fonction connue dont la différentielle partielle
par rapport a v, ot l'on fera u =y =, sera facile a
intégrer.

[es considérations qui précedent s’étendent facile-
ment a des fonctions de plus de deux variables

Sy, w000,

On arrive a cette conclusion :

Pour intégrer une différentielle ¢ (x)dx, on peut y
remplacer la lettre x convenablement par les lettres u,
w, w, ..., de telle sorte que cette différentielle soit,
apres cette substitution, la différenticlle partielle par
rapport a & d’'une fonction connue dont les autres diffé-
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reuticlles particlles relatives a v, w, ... soient, lorsqu’on

ylait u =v=w=...=ux, faciles a intégrer.

SUR L’ENVELOPPE DES DROITES QUI COUPENT DEUX CERCLES
HARMONIQUEMENT ;

Par M. II. PICQUET.

J'ai démontré dans ma Géométrie analytique(p. 508),
comme conséquence de propriétés des invariants com-
muns a deux coniques, que {’enveloppe des droites qui
coupent deux cercles harmoniquement est une conique
ayant pour foyers les centres des deux cercles et tan-
gente aux tangentes « ces cercles en leurs points d’in-
tersection. hn voici une autre démonstration qui n’a
peut-¢tre pas été remarquée.

Soient O et O les centres des deux cercles, R et I/
leurs rayons, A et B leurs points d’intersection supposés
réels : d’aprés la définition de la conique en question,
le cercle O, lieu des projections des foyers sur les tan-
gentes, passe par les points A et B. Cela posé, soient
2 et 3 les points d’'intersection d'une tangente quel-
conque de cette conique avec le cercle O, soient y et o
ses points d’intersection avec le cercle O'. Projetons le
point O en C sur cette droite; C est le milien de 23 et
appartient au cercie O”. On a donc

2
7

GO 4+ CO" = A0 + AO" = R+ R”

o

R2— CO = CO — R,
ou

pa— N
Ca = Cy.Co. ¢, Q. K. D.
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N. B. — Cette démonstration ne préjuge rien sur la
réalit¢ des points #, 3,+, o3 elle prouve que, quoi qu’il
arrive, ils sont conjugués harmoniques. Mais on sait
(u’alors, sideux points conjugués sont imaginaires con-
jugués, les deux autres sont nécessairement réels : il
suit de Ja qu'un des deux couples 23, 75 est toujours
réel. .

Si les points d’intersection A et B des deux cercles
étaient imaginaires, il est clair qu’aucune droite réclle
ne pourrait rencontrer les deux cercles en quatre points
harmoniques.

SUR UNE IDENTITE ALGEBRIQUE;

Par M. WEILL.

Je me propose de trouver quatre polynomes entiers
satisfaisant a 1'identité

N2Y - Y2Z 72U + U2X = o.
in posant

Y=2AX, Z=pX, U=pX

b

on a
A+ 22+ plo 4+ 22=0;
d’on
1— fu(p2s+ o2)= K2 )\:_I—ﬂ
PAUET v ) '
el
. — 31
w—pw(K2—n=L2 p= —— 7.
2%

On peut éerive la derniére équation sous la forme

wb— L2= u(K2—).
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On satisfera a cette relation si 'on prend
K+

3+ L=
> 1 A

pd—L = wh(K —1), s

pd—prh2 - uh

b 3 2
K — 2u3h—+ uh 17 _
wh? -1 At

d’ou

A ces valeurs correspondent, pour g et ), les valears

h— h2u3 — N — 2
" h 5 A — ly
! ph2--1
sy o hr—uth ,
DVEESS

’

o avec une des va-

Si Pou associe une des valeurs de
leurs de %, successivement, on obtient quatre systémes

de solutions. Considérons le systéme ¢/, %

11 donne
U Ne—hz o —UX
AT X R T TR
d’ou
h2Z2 Xh3 — 17

J= N — /i27) e
( (X — I2ZLy+ X X TR

On peut poser
NA3—7Z =P(X =+ 27,

n2Z72P = RX,

¢t 'on a successivement
Z(PR2a1)= X (A5 — D).
X = Q(Ph2—1),
2 =Q(h*—P),
B2 (I3 — PP = RQ(P A2+ 1).
QO =S(Phrtr),
R=Si2P(hi—Pp,
—UX _ —X[X—A2Z +SAP(—P)]
H

Y="%z = Z
d’on, en remplacant X et Z par leurs valeurs,
S = T(h—P).

Ann. de Mathémar. 3¢ sévie, L. 1V, (Avril 1885.)
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On peut faire, d’ailleurs, T =1, et I'on obtient les
formules suivantes :
X = (k3 —P)(Ph2—+1)2,
Z =k —PR(Phr+1),
Y = —(PA24-1)(P3h 3P h2— A5+ 1),
U= A(k3— P)(P3 I+ 3P k2 — hs 1),

Si Pon remplace X,Y,Z, U par leurs valeurs dans
Iidentité proposée, on obtient

(n

(A) (P — I3) 4 (P h2 4 1)3 = (1 + h5) (P3 h + 3P k2 — 5 +-1).

L’identiié (A) va nous donner des résultats relatifs 4
certaines équations indéterminées; et d’abord, elle
donne unc infinité de solutions, avec un paramétre arbi-
traire %, de 'équation

ardi+y’=(1+ad)as.
Ce sont
xr = )\ — a3,

y =hat+r,
s=Ma+ 3 a?—as—+1.
De méme, I'équation
3+ y3=(1+a's)s
admet comme solutions
r=12ia—al,
=1+ ras,
z=Mad+3rat—ald+1.
Dans l'identité (A) posons P= /3 ct disposons de¢ 2
de manic¢re que la fonction
P3h+—3Ph2— A5 +1
soit carré parfait; on trouve o« = 1, solution illusoire, et
a=1; on en déduit, aprés quelques transformations et
en posant /® = z, I'identité fort simple

(B (3 fY¥—273r=(1--3)(3— 8§,
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De cette identité, résulte wune solution d’une classe
d’équations indéterminées; a et m étant deux entiers
quelconques, 'équation

234+ y3 =(1+ a’3m)5?
a pour solution
r=-—13 am,
y= asm 4 47
asm— 8.

Il

L’équation
alrs + ')/3 — (‘] + a3m+1) 32
admet comme solution
xr=—173 azm’

¥ =4 + adm+1,

e A— a3lll—‘r~l J— R

Enfin V'équation
wAxrd 4+ 13=([+ a:&m—i—?‘) 32
admet comme solution

x —__-__3a2m+l,
,o— ] il
y=4+ a’dm+2,

s = @3m+2 _ §,

. . IRT 5
Lidentité (B) sc généralise en remplacant z par P

donne

() (s--4tP—o7ts2=(5+1)(s—8¢)2.

Elle fournit une solution de nouvelles équations indé-
termindes, que I'on {orme aisément, et qui sont

1‘3+y3 = l)(l -+ a3m)z2’
34023 = b(1+ badm)z?,
73 byd = b1+ b2adm)z?,

@23+ y3= b(1+ adm+1)z2
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Reprenons I’étude du systéme g/, ) et la valeur

h2Z2 Xh3—17
U :(X—,ﬂZ)h—L— X m'
On peut poser
X ht— Z = RX,

R2Z2R = S(X + A1)

En développant les calculs, on arrive a une solution
trés simple du probléme ct qui est donnée par les for-
p .

mules
X = P(1+ PA2),

Y =AhP3—1,
Z =P2(1+ PhA2),
U=~hP(1—7AP3),

(1)

Le systéme ¢, 2" donne la solution

! X = (Pht+1)2,
Y =—A(PR2+1)(P2+ 1),
Z=(Pr+1)(h3—P),
U=h(P*h+3Ph2— hé4+1).

(1)

"

Le systéme 3”7, %" donne la solution

X =1— 27,
= o h87 — IL—ZZ(}L‘V’—F]),

(V) « U
( Y =— 2 hVZ + h2+ hZ2( 15+ ).

Toutes ces formules, dans lesquelles P et % sont des
quantités qucleonques, peuvent se généraliser en rem-

o
1

A . . .
placant P el & par & et ¢ et supprimant ensuite le dé-

nominateur commun ; il ne restera plus qu’a remplacer
A, B, C,D par des polynomes entiers par rapport a des
variables quelconques, pour avoir des systémes de solu-
tions comportant une trés grande indétermination; de
li on pourra tirer un nombre indéfini de nouvelles iden-
tités algébriques.
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SUR QUELQUES EQUATIONS INDETERMINEES;

Par M. WEILL.

I. Soit I'équation
axr:+ by?= zr+1,

dans laquelle a, & et p sont des entiers donnés quel-

conques. Posons
3= au?+be2, -

nous POUI‘I‘ODS l)OSCP

oy iV = (uyarti B
et prendre
ro=ur+iar — C3,,, br2ur-1ar-1
+ Cippq D2t u2P3aP—24 . |

y=CypywPart— G},  u2r—2ar—1b3+ ., ..

" On a ainsi un systéme de solulions, avec deux entiers
arbitraires « et ¢, de I'équation proposée qui présente
une grande généralité.

IL. Soit I'équation
r? [)y2 =zMm,

m étant un entier quelconque.

Posons
5= u+ be2,

nous pourrons poscr

x4yiVb =(u+ ti\/i))m
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et prendre
r=um— C3b2um—2+.,.,

y=Chum1t—Chumn3eb+ ...,
et I'on a un systéme de solutions, avec deux entiers arbi-
traires u et t, de 1'équation.
HI. Soit I’équation
xz— Ayr= N2,

A ct N éiant deux entiers positifs donnés.

On a
w2=(yiy/A+N)(yiyX—N).
Posons
x:(uz\/K—q—t)(ui/K—t).
d’ou
22— Aur=N, 2tu=y,
r=Aur+ 12, z+yyA =(uyA 1)
Considérons
214+ 31 VA =(y VA + )2 = (uyN+1)22
.‘L‘g—kyg\/X:()’1\/K+.l'l>2:<ll\/§+l)2-2-2,

wp+ypf A =(uyX 1)+

On voit que, si 'on connait une solution entiére u, t
de I’équation
12— Au= N,

on en déduira une solution entiére x, y de I'équation
22— Ay%= N2,

puis une solution entié¢re xy, y, de 'équation
x2— Ay2 = N*,

puis une solution x,, y» de I'équation

x2— Ajy2= N&,
ct ainsi de suite.
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En particulier, nos formules donnent une suite de so-
lutions de I'équation
r2—Ayr=1,
quand on connait une premiére solution ; soient x = a,

y = B cette solution ; p étant un entier quelconque, les
valeurs a,, 3,, données par 1'égalité

2+ 3, VA= (a+ 8 VA)2+,
formeront une solution; et les valeurs N*a, et N2%
5 P Pp
formeront une solution de I’équation
xr2 — A)’2 = N2/,
On connait 'application des fractions continues &
PP
Péquation
22— Ay2=r.

IV. Soient des quantités successives a, @, @s, . -
liées par la relation récurrente

b

ap=2aj_; —1I.

Posons
a?—Aut=1, y,=2au,
ay=Aul+ at=2a*—1,
a+yiVA =(uy/A+a),
., . dz+)’2\/A=(a1+)’n/X)2,
d’ou
aa=a}+ Ayi=2a}—1
ct

as+ vy A = (u ‘/'K_g_a)z‘t,

ay= Aut+6a2Aul+ at*=(a?—i1)2+6a2(at—1)+ a*.

En posant
2P =2m, m = 2r-1,
on aura

ap-|—yp‘/x =(u‘//¥+ a)z’",
ap=(Au2)n+ C},,a?(Au2)yn=14 .,
ap=(at—1)n 4Gy (@ —1)m=) 4.
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On peut rapprocher cette formule de celle qui donne
le développement de cosmo en fonction de sinw et
cosy, tiré de la formule de Moivre dans le cas particu-
lier ou e est une puissance de 2 ; mais le procédé actuel
pour trouver la valeur de @, est alfranchi de la considé-
ration des imaginaires. On trouve, en développant,

) . 2m L am(om—3) . \
20, .::(Za)llll — __l_ (za).’/n»»z_i_ __l‘)—(za)mn 4
am(am—4)(am-5) .
—_— 5 2(‘21/! 6
1.2.3
ami(am—5)(2m —6)1(2am—=<)
-+ - —(2a)ppms
1.2.0.4

V. En remplacant, dans la loi de récurrence indi-
quée, @y, @y 4, oo par hap—+ 3, dap_ -+ B, on voit
que Iéquation aux différences finies

e(n)y=Ale(n—0)2+Bo(n—1)+C

peut s'intégrer au moyen du développement de cosm e
. te LI

en fonction de cos 9, quand on a la relation
B2—B —2

C=
2 A

Considérons encore des quantités ay, @y, .. ., ap, lides
par la formule de vécurrence
ap=4a} —3dp_y.
Si«, est moindre que 1, on pourra poser
;= coso.
@y = cos3w,
ay= cos32c,
...... e
done, dans ce cas, «p s'obtiendra en fonction de @, par
le développement connu de cosme; le résultat trouvé
ainsi subsiste ¢videmment, méme quand a, est plus
grand que 1, ¢'est=a-dire quelcongue. '
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En posant
a,=ho(p)+ B,

on voit que I'équation

o(n)=Ale(n—1)P+ Ble(n—1)]?

2 — 3 — 36 !
B2—gA sn—1ys B 27?&.43

=

T T3A

s’iulbgl"e au moyen du développement de cosm o en fone-
tion de cos 2.

On peut continuer Tapplication de ce procédé. On
généralise les formules précédentes, en remplacant
z(n) par une fonction rationnelle ou méme irration-

Y (n) une fonction nou-

uclle de 4(n), en désignant par
velle, et 'on arrive ainsi 4 former des équations aux
différences finies que I'on intégre par le procédé in-
diqué, et dont lintégration directe présente des diffi-
cultés.

APPLICATION D'UN PROCEDE PARTICULIER A LA RECHERCHE
DE L'INTEGRALE

(T =)’

Par M. J.-B. POMEY.

2z du e,
Je cherche »/ /([—o—( g - En intégrant par rapport

@, |obueus successivement

/(( "t d(a?) _/f d(1+2232) dz T
2

(l-y—’l 52 )2 (14 a252)2 P AN

I’intégration en z est alors facile, car on a successive-
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) ()

3

ment

S+ a2sr T 1

(= ad '—,,—1—12
1
al

I g
:/d<—>—12
o 3 I N
;—i—d

1 1
= - — ill'Cl‘dl'lg -+ const.;
3 TAS

S

donc on a

/ rdsdr
/ (O +a252)2

Fn dérivant par rapport a «, il vient

1
— a2 arctang — -+ const.
%s

Pl

ul =

1

a2

2ds . LI " L
—— —— = —arclang — + 2 const.
(14 22352)2 Paz

I ——
o2 52

En faisant « =1, il vient

3
carctang - 4 ———-— —+ const.
s 1+ 32

. N
-
+a
A
|

S

T
= — — 4 const.+ arctangs + ——,
2 1+ 32

et le probleme d'intégration est résolu.

GENERALISATION D'UN THEOREME I’ALGEBRE;
Par M. X. ANTOMAR]I,

Professeur de Mathématiques spéciales au lveée de Rennes.

Ftaut donnés deux polyn()mes entiers en x et premiels
entre eux, U, et V,,, de degrés respectifs m et 2, on dé-
montre dans la théorie du plus grand commun diviseur
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algébrique qu’il existe deux polynomes entiers en x, X
et Y, tels que P'on ait identiquement

’l) [ImX—FV”,Y:].

Nous allons démontrer qu’il existe deux polynomes
entiers en x, X et Y, tels que I’on ait plus généralement
I'identité
(2) UnX+V,Y =f(\z‘)7

dans laquelle f(x) est un polynome entier en x de de-
gré m + n —1 au plus, mais non identiquement nul.
Soient, en effet,

U= apx™m —+ ajam1+4. ..+ a,,
\Yn,: bU;Z‘n—F blfl'"”‘ +...T+ bn,

f(2) = comm+n—tq ciam+r—2 4 |+ Cppyp_y.

Par hypothése, I'un, au moins, des coefficients ¢, ¢y, ...,
Cmyn—s est diflérent de zéro.

Posons
X = gpat=—1 - gy xn=2 4+ a4,

. n P R
Y = Boam-t+ Byaem—24. . .+ 8,

puis identifions Vexpression U, X + V,Y avec f(x).

Nous obtenons ainsi, pour déterminer m -+ n indéter-
. p

Minées, %o, %yy «oes Tn_iy B0y Piy cevy Pmeiy les

m ~+ n équations linéaires et non homogénes

%y -+ 0o Bo = Co,
2=y %y + b1 Bo~+bo By =y,
@2y -i= @y %+ o % + 0o Bo—+ D1 B1 - 0o B = ¢,
........ e e e e et et et i ittty

A %1 -+ by 3m—1 = Cm+n-1-

Remarquons que, dans ces équations, le déterminant
desinconnues est le résultant des deux équations U, =o,
V.=o, qui n’ont aucune racine commune par hypo-
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thése. Il en résulte que ces équations sont vérifiées par
un systéme unique de valeurs des inconnues. Ces in-
connues ne sont d’ailleurs pas toutes nulles, puisque
I'une, au moins, des quantités ¢, ¢y, €2, «.. n'est pas
nulle. I résulte de la que, pour un polynéme donné
f(x), il existe un couple unique de polynémes X et Y,
vérifiant identité (2).

Observation. — Le résultat qui précéde peut servir :
1° A établir simplement 'identité

F(ry  _ file) | elr)
Trye ) Jir)  a(x)

que Pon rencontre dans la décomposition des fractions
rationnelles;

2° A calculer les coefficients dans la décomposition
des fractions rationnelles en fractions simples, notam-
ment dans le cas des racines imaginaires.

Nous nous contentons de signaler ces deux applica-
Lions

SUR LE COEFFICIENT DE STABILITE DES MASSIFS

(Extraits d'une lettre @ M. Deschamps);

Par M. E. CESARO.

... Soit P la résultante des forces extérieures, qui
agissent sur un massif de poids QQ, reposant sur un plan
horizontal. Considérons la section faite dans le massif
par le plan PQ. Soient respectivement (fig. 1) O, V, T
les points ou le plan de base est rencontré par les forces
Q. P et par leur résultante. Soit, enfin, A le pied exte-
rieur du massif, autour daquel on suppose que celui-ci

’



(197)

tend & tourner, sous I'action de P. Posons

OA =z, OV=12xr, OT =0x.

On sait que le coefficient de stabilité s’exprime par

N moment de stabilité Qur
N = = ; —
moment de renversement P( har — x)sing
1 (]

h—1 Psing

Or les triangles semblables UOT, USR donnent

Q-+TPsini  Jxtangi
Peosi br
d’ou
) %8
Peini 6
Conséqucmment
1 A—H
o N=g7—=-

.... La formule (1) peut étre écrite ainsi

No OAVT _ (OT+TA)(VA-AT) _ OV.AT
TTOT.VA OT.VA T T OT. AV

Il en résulte que l’excés du coefficient de stabilité
sur Uunité est égal au rapport anharmonique des
points O, T, A, V. Cette conclusion est trés importante.
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Elle est le point de départ d’une série de constructions,
ayant pour but de rechercher graphiquement 'épaisseur
a donner a la base d’un massif, et d’éviter ainsi I'emploi
génant d’'une équation de second degré....

.... Toute ponctuelle de quatre éléments, telle que
OTAV (fig. 2), représente donc un certain massif. Or
on sait

Fig. o.

que deux ponctuelles projectives ont méme rapport
anharmonique, et, réciproquement, deux ponctuelles 4
rapports anharmoniques égaux sont toujours projec-
tives, c'est—a-dire que Pon peut les déduire I'une de
I'autre par une séric d’opérations projectives. Il en ré-
sulte que, si, d’'un centre quelconque, tel que U, on
projette, sur la droite o, la ponctuelle OTAV; puis,
du centre U’y sur la droite 6, la ponctueile obtenue
O T'A’V, en O"T" A"V, cte., toutes ces ponctuelles re-
présentent des massifs diflérents, mais possédant tous le
meme degré de stabilité. Réciproquement, si I'on consi-
dére, sur le terrain, les ponctuelles représentatives d'une
suite de massifs, olfrant tous le méme degré de stabilité,
deux quelconques de ces ponctuelles sout projectives.
.... Aussitot que mes occupations me le permettront, je
vous montrerai comment on peut, d’une maniére simple.
utiliser les propriétés géométriques, dont je viens de



{ 199 )

faire un rappel rapide, pour le tracé graphique des di-
mensions d’un massif. Le probléme est un peu plus
compliqué qu’on ne le croirait au premier abord, et,
bien qu’il admette une solution générale, celle-ci ne se
présente sous une forme susceptible d’application pra-
tique, que sil’on a affaire a des massifs simples, tels que
murs droits, a section verticale rectangulaire, trape-
zoidale, etc. Quoi qu’il en soit, on peut toujours ra-
mener le cas général a celui ou le massif est soumis & un
effort horizontal....

.... Dans la pratique, on fait varier N de 1,54 2. La
valeur pratique maxima du coefficient de stabilité cor-
respond a une particularité geéométrique intéressante.
En effet, on reconnait immédiatement que la ponctuelle
représentative d’un massif, dont le coefficient de stabi-
lité est égal @ 2, est une forme harmonigue. De cetie
propriété résultent, pour le cas de N = 2, de grandes
simplifications dans les opérations graphiques. On peut
observer que, si H est la projection de T sur UV, les
angles OHT, AHT sont égaux. En outre, M éant le ni-
lieu de OA, on a

MT.MV = MAZ; ...

.... Laponctuelle OTAV étant projetée, du centre U,

sur la verticale PR, le rapport anharmonique se réduit

% On a done PR = N.PR'. Réci-

proquement, si 'on démontrait directement la derniére
¢galité, on aurait, en projetant du centre U, une dé-
monstration simple de tout ce qui précéde. Or, écrire la
condition d’équilibre stable, en prenant un coefficient
de stabilité N, revient a écrire la condition d'éyuilibre
strict, en mnc comptant, pour la stabilité, que sur

au simple rapport

la Nitwe hartie du poids du massif, ¢’est-a-dire en sup-
I ) P

, . . N . ) .
posant que I'on ait affaire a un poids Q' = % Puisque.
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dans cette hypothese, 'équilibre serait strict, la résul-
tante des forces P, Q' doit passer par A. On a donc bien
PRV
PR~ TQ N
o.o A cause de 6§ <71, la formule (1) montre que

- 1 . . . . .
N> - Silon voulait s’astreindre a faire tomber le

point d’application dec la résultante totale a Vintérieur
du noyau central de la base du massif, on devrait
adopter, pour N, des valeurs trop élevées. Ainsi, dans
le cas d’une section horizontale rectangulaire, ondevrait
prendre N >3 : Tapplication du principe du noyau
central conduit done a des conséquences trop rigou-
reuses. Aussi peut-on affirmer que, dans la pratique,
ce principe est toujours violé. En effet, a cause de N Z 2

<
on a §>1 En prenant § =14, on est toujours assuré
de la stabilité du massif; car la formule (1) devient
AQ
Ne=o--_C.
AV
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SUR UNE GENERALISATION DES PROPRIETES RELATIVES
AU CERCLE BE BROCARD ET AU POINT DE LEMOINE;
Par M. Exite LEMOINE,

Ancien ¢léve de PEcole Polytechnique.

§ I. — M. Brocard a étudié le premicr les propriétés
de deux points remarquables w et o' du plan d’un wi-
angle et d'un cercle lié avec eux. Il définit ainsi ( Nou-
velles Annales de Mathématiques, question 1166,
tome NIV, 18~5) 0 et o' : © est le point tel que les
angles w AC, w BA, wCB soient égaux; o est Je point tel
queles angles o' AB, o'BC, ' CA soient égaux. La ques-
tion a été développée par le méme géoméire dans la
Nouvelle Correspondance, tome I, 187~, aux Con-
gres ’Alger et de Rouen, 1881 et 1883, dans Mathe-
sis, ete., ct aussi par de nombreux travaux de géométres
étrangers. M. Brocard avaitappelé d’abord ces points les
points segmentaires, mais le nom de points de Brocard
a justement prévalu.

En 18-3 au Congrés de Lyon, et dans les Nouyelles
Annales de Mathématiques, p. 364, 1853, ct en 1874
au Cougrés de Lille, je me suis occupéd’un pointremar-
quable que javais appelé centre des médianes antipa-
ralléles et que je définissais ainsi: Le point ot concou-
rent les droites qui, partant des sommets d’un triangle,
divisent en deux parties égales la partie de Pantiparal-
lele au cOté opposé qui est comprise entre les deux
autres cOtés. Depuis ce temps, de trés nombreux travaux
ont paru sur le méme sujet tant en France qu’en Angle-
terre, en Allemagne et en Belgique.

11 était curicux que, dans ’étude relative aux points

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. IV. (Mai 1883.) 14
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de Brocard, on rencontrat a chaque instantle centre des
médianes antiparalléles et réciproquement; ce qui suit
mettra bien en lumiére la raison de cette lHaison intime.

Dans la généralisation que nous allons faire, nous ne
pouvons conserver le nom de centre des médianes anti-
paralléles qui n’aurait plus aucun sens; nous adopterons
le nom de point de Lemoine, que MM. Neuberg, Bro-
card, de Longchamps, etc., nous font '’honneur d’em-

ployer.

1. Soient K un point du plan du triangle de référence
ABG; x, », zles coordonnées homogénes de K ; soiente,
B, v les points ou AK, BK, CK coupent BC, AC, AB. Je
pars de 2 en suivant sur le périmétre Jdu triangle e
sens ABC et Jappelle p’ intersection du ¢6té CA qui,
dans le sens ABC, suit BC, avec la paralléle menée
par « au troisi¢éme coté AB; je fais la construction ana-
logue, en marchant dans le méme sens, pour les points
B et v Jobtiens ainsi ¥/ sur AB et X' sur BC. Il est évi-
dent que les droites AV, Bu/, C¥ se coupent cn un
méme point o',

Les coordonnées de o' sont

csr, axy, bys.

Je pars de 2 en suivant sur le périmétre du triangle
le sens CBA et jappelle v I'intersection du coté BA qui,
dans le sens CBA, suit CB, avee la paralléle menée par «
au troisicme coté AC; je fais la construction analoguc,
en marchant toujours dans le sens CBA, pour les points
7 et B, et jobtiens ainsi p sur AC et X sur BC.

Il est évident que les droites A, Bu, Cv se coupent
en un méme point .

Les coordonnées de w sont

byx., csy. wrs.
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Pour bien distinguer I'un de 'autre les points o et o'
nous dirons que o’ est le point direct par rapport au
point K et que o est le point rétrograde.

Si nous prenons pour point K le point de Lemoine
proprement dit, point qui a pour coordonnées

a, b, c,

les points @ et ' sont les points de Brocard.

2. 8i U'on prend un point K i Dintérieur d’un
triangle A'B'C/, on peut toujours supposer que A'B'C’
est la projection d’un triangle ABC, tel que le point K,
dont K' est la projection, soit le point de Lemoine
(centre des médianes antiparalléles) de ABC. En effet,
sia', y', 2'sont les coordonnées de K’ (A’'B'C’ étant le
iriangle de référence), la conique

! 0 . r oty
2Py =y ay -5l =0

estune ellipse.

Or cette cllipse est telle que ses tangentes en A’, B’

p 1 o} 9 9
(' forment un triangle homologique 4 A'B'C/, K étant
o 819 ?

le centre d’homologie.

lette ellipse peut Loujours ¢tre regardée comme la

C pse p J 8
projection d’un cercle qui est alors le cercle circonscrit
a ABC et ou K estle point de Lemoine, d’aprés une pro-
priété connue. Ce théoréme fait voir que toutes les pro-
priétés projectives des points de Brocard et de Lemoine
s'appliquent au groupe général des trois points K, w,
'y formé d’un point quelconque K, de son point direct
o’ et de son point rétrograde w, et réciproquement.

Si K’ est'extérieur au triangle A’B'C/, il peut étre
regardé comme la projection d’un point K associé (wvoir
la Note du § 1V) du point de Lemoine dans le triangle
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ABC et les propriétés respectives des points K, o, o ne
sont pas modifiées.

Nous allons donner dans ce qui suit les principales
propriétés des points K, v, o’ et les expressions trés
remarquables qui représentent les droites, les coni-
ques, cte., lides au groupe K, v, 0'; comme cas parti-
culier, en prenant pour K le point de Lemoine, nous
aurons ce ui sc¢ rapporte aux points de Brocard.

Dans tout le Mémoire, nous poscrons, pour abréger,

arr? —yshe —= A, b2y2—zrea =B, c2z2—ryab=C.

3. L’équation de ww' est

A B
(1) — &=

22Ty

n|o

B+

v =o.

b. 1équation de la conique wo’ ABC est

! 3 C
(2) _\B«l’_}_l—w‘f—ﬂ——x@:o.
a 13 e

Lorsque K est ie point dont les coordonnées sont

c2hr—ar ac2— D%
R A

« h

I'équation (2) représente le cercle circonserit au trian-
gle ABC.

Lorsque K est sur P'une des trois cllipses qui sont
tangentes a deux cotés d’un triangle aux extrémités du
troisi¢cme et qui passent par le centre de gravité, ellipses
dont les équations sont

@aa2—bely =o. ....

sar
ata2— beliy = o -

par exemple, la conique que représente Uéquation (2)
se décompose en deux droites dont Pune est le coté BC
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du triangle, autre est la droite Aw ou A/, car les
trois points A, w, ' sont alors en ligne droite.
Lorsque K est sur la coniqué dont I’équation cst

acosA(aa?— beBy)-+bcosB(D2B32— cayx)
-+ccosCG(eyr—abal)= o,

ct qui passe aussi par le centre de gravité <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>