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ALGORITHME ISOBARIQUE;
Par M. Ernest CESARO.

1. Depuis longtemps nous avons entrepris ’étude d’un
important algorithme, qui comprend comme cas parti-
culier la fonction aleph de Wronski (1), dont il a été
récemment question dans ce Recueil, dans deux articles
de M. d’Ocagne. Trois essais, fort incomplets, ont déja
paru dans notre premier Mémoire d’ Arithméetique dans
le Journal de Battaglini (1884), et dans les Nouvelles
Annales (méme tome, p. 431).

Nous voulons y joindre un quatriéme essai, qui servira
4 montrer, sous une plus vive lumiére, toute I'impor-
tance de I'algorithme en question. Une étude compléte
formera l'objet d’'une thése, qui sera présentée sous peu
a la Faculté des Sciences de Rome.

2. Nous appelons algorithme isobarique d’une fonc-
tion f'(x), et nous représentons par

,gf(.r)
P

(') Cette fonction a été considérée dans les Nouvelles Annales
mémes, 17 série, t. XVI, p. 248 et 416, par MM. Brioschi ct Catalan.
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la somme de tous les produits, analogues a

J(zy) f(x9). .. f(2m),

Ly -Ty- e = Lgy— P

ou

en nombres entiers, de toutes les maniéres possibles, que
celles-ci soient ou non essentiellement distinctes. Nous
appelons poids et degré de 1’algorithme les enticrs p et
m, respectivement. En particulier,

Sf(»r) = f(p)
14

2
Sf(m—.:fmf(p-n SOV f(p—2) i flp—1)f0),

p

p—1 14
Qs =p=nfr2se). Sra)=rma,
P

P
Nous n’avons pas I'intention d’exposer les propriétés de
I’algorithme S, qui sont, d’ailleurs, faciles a établir

d’une maniére tout a fait élémentaire, ainsi qu’on peut
le voir dans notre article Su talune funzioni isobariche-
omogenee, inséré au Journal de Battaglini. Nous nous
contenterons de donner quelques formules, propres a

montrer comment I’algorithme S trouve de nombreuses

ct intéressantes applications, dans des questions d’ana-
lyse trés variées.

3. Soit s, lasomme des piémes puissances de quantités
quelconques z,, za, ..., 2,, et ¢, la somme des pro-
duits p & p des mémes quantités. Convenons de prendre
cp= 0, lorsque p est supérieur a n ou inférieur a 1. On
sait que, dans son Arithmétique universelle, Newton a
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donné la formule
PCp=S1Cpy~—S2Cpa-* ... Z8p 101 7Z5p.

qui permet de calculer, de proche en proche, les expres-
sions de sy, s, 53, - . ., en fonction des quantités c. Or,
par I'algorithme isobarique, on a immédiatement

m=p m
N Y

(1 Sp= E ('—')'H'"’g b(c.r)
m=1 14

Voulons-nous, par exemple, I’expression de s;, nous
disposerons les calculs comme il suit :

[EN

A 4 — [y
E 1 solut. =41 je ’~~

4 } m 1|1
1--3 2w 2 fc,(‘3| -
9 2 o 2l2¢f | —:

“

1 -9 3o “lictes| —

A
| S ¢ E+1{1 » 1{c¢y -

donc
sp=ct—jecley- 2el+ feres— fo.

Inversement, on a

m=p ( m
_,)p+m Sx
2 cp= - hed .
(2) p 2 1.2.5...mS 2
m=1 p
Par exemple,
1 b 1.2 1.2, 1 1
C,= 538 — 551 S+ gSy+ 3851S3— ;8-

Quelquefois nous aurons besoin de considérer s, comme
la somme des pi*™e puissances des racines de l’équation

sl—cy st 033" 2—. Eey=o0.
Si ¢, = (—1)?, la relation (1) donne .
m=p m m=p
¢ :v —1 p+m_}_).q__].r :2 — ) —_—.
Sp e ( ) mL( ) [( ) P,mJ
m=1 r m=1
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Portant cette valeur dans la relation (2), on obtient la

formule
m=p

2 l m I> 3
1.9,.3...mS T =
I)

m=1

donnée par Cauchy dans ses Exercices d’ Analyse (111,
173).

4. En faisant varier le systéme des quantités z, les re-
lations (1) ct (2) prennent une infinité d’autres formes,
plus ou moins intéressantes. En particulier, on peut s’en
servir pour déterminer les coefficients des puissances de
n, dans U'expression de la somme S, , des produits p a
p des n premiers nombres entiers. Proposons-nous, par
exemple, de chercher, dans cette expression, le terme de
plus haut degré. On sait que

np+1 ¥
s, = = —nP ...+ B,n,
p+1 2

ou B, est le pime des nombres de Bernoulli, définis par
I'égalité symbolique

(3) (B—+1»—Br=p.

1 aprés cela, letermede plus haut degré, dans sy, sz,...5x,,
est celui qui contient p@FO+H@ A+ H 2yt t) — pptm, On
aura un exposant maximum pour m == p; wmais alors
Xy=axy=...= X, =1, et la formule (2) montre que
le terme de plus haut degré, dans S, p, est

(—
1.2.3...p 2P 2.j.6...2p

1)‘2I’ n2p n2p

Quel est le coefficient de n? Puisque s, ne contient
pas de terme indépendant, le terme de degré minimum,
dans sz, Sz, « +5z,,, est celui qui contient n™. 11 faut done
prendre m =1, et 'on voit alors que, dans le second
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. B
membre de (2), le coefficient de n est (— )P+ ;”
Ainsi

nip (——I)IH"
Sup= e g T ph

3. Le dernier résultat est d’accord avec I’expression
de Sp,, que nous avons donnée dans notre premier Me-
moire d’ Arithmeétique. On s’assure qu’il est aussi d’ac-
cord avec cette autre formule

Sn,p: Al,pcn.+1,2p+ Ai,p Cn+a,2p+- P Ap.p ClH—p,zp,

ou les nombres A sont faciles a calculer, d’aprés la loi
de formation,

Am,p: mAm,p—l +(2p —m)A 1, p-1,

et en prenant A, , = o, lorsque m est inférieur & 1 ou
supérieur a p. En particulier,

Arp=1, App=1.2.3...p.

Les propriétés de ces nombres seront données dans la
Theése annoncée. En voici quelques-unes :

Arp+ Ao p+Asp+...+App=1.3.0...(2p —1),

ALI’ _ A2v1’ A3~Il -+ AP:P —+9B
C C o —eE g =* 2B,
2p—1,1 2p—1,2 (J-Zp~i,3 2p—1,p

Les valeurs des premiers nombres A sont

PlALp | Aep| Asp | Aup | Asp | Asp | Arp

I I o 0 0 O [§] O .«
2 i o o 0 o ) .
3 1 3 6 0 0 0 0 cen
4 I 22 38 21 o o 0 -
5 1 52 | 328 141 120 0 o

6 1 114 | 1452 | 4400 308 720 o -
- I 240 | 5610 | 32120 | 58170 | 33984 | %040 | ...
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Par exemple,
Sni= Cnr1,5+ 22 Cria,g— 38 Cuess+—24Chiss

ou bien, aprés quelques réductions simples,

. 1
Spa= m(n—,— nn(n—1i)
> (n—a2)n—73)(15nr3—15n2—1on — 8).
6. Soit

(4) eMy+Mys 4zt NO__ N‘z —_— N252+. .

Pour plus de simplicité, supposons No= 1, et, par suite,
M, = o. On démontre aisément les relations

m:p m

. 1 Al
%) N ["ﬁ.mﬁz 5(“‘”]’

- \ m=1 ’ 14

m=p m
(6) M, = 2 [‘L:’l_f S(\'l)].

m =1 P

7. Voici une application remarquable des derniéres
formules. Soit

F(Za) ::f(a) —}‘f(b)—-r—f(C)‘ﬂ—.-.,
a, b,c, ... éant tous les diviseurs de z. On sait que

S0 Bf)  BS)
1 —3 11— 32 1— 353

=3F0)+232F(2)— 3 F(3)—+...

RPN

On en déduit sans peine
' s £
(O — s W(1—32) 2 (1—23)3 ...

7 S 28
— —— 9) — e
zF(1 2 F(2 3 F3)—.

La formule (5) permet de développer le premier membre
suivant les puissancesde z. Si f(z)=z,onaF(z)=/3,
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en employant la notation d’Euler; par suite,

1
Ml,:—ﬁfp.

D’autre part, d’aprés une formule d’Euler, on sait que,
sip alaforme §(3k*== k), c’est-a-dire s'il appartient a
I'une des séries

1, 5, 12, 22, 33, 51, 70, ...,

2, 7, 15, 26, 40, 57, 77, ...,
on a N, = (—1). Dans les autres cas, N, = o. Ainsi

(1—3)(1-- 52)(1 — 3%)..
=1— 35— 32+ ’”—{—"—”12——3154—522—}—
En laissant aux nombres N leur derniére signification,
on a, d’aprés (6),

m=p

) pP=r ("‘)"’S<Nx) ,

m=1

expression curieuse de la somme des diviseurs de p. Par
exemple, on a

J4=—4Ny+ 4Ny N3+ 2N} — 4NiNp + Nj,

‘\}.:Ng:~4[, N3: N":Q-

8. On a aussi

(1—sz)yi(1—as2)yt(1—233)t.,.

m=w
_Eda(m)""~ fl-{- f?+-—f3+.
m=0
4 (m) étant le nombre des décompositions, essentielle-
ment différentes, de m, en parties entiéres, égales ou
inégales. Donc, au lieu de (8), on peut écrire

m=p m
_ - (’_])nH-l
r=r 2| =0 S
m=1 » .
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En outre, les fonctions ¢ (x) et N, sont lides par les
relations isobariques

mep n
vp =Y [<~ iy S(Nx)],
r

m=1
m=p m

N, = Zi [<— o § Mx)] :
v = P

On peut faire d’importantes applications de 1’algorithme
p P PP 8

S aux séries elliptiques.

9. Soit encore f(z) = %(z), et, par suite, I'(z) = z.
La formule (7) montre que, si I'on pose

o il
P(z3)=(—2)?W(1—22)2 (1—33)3 ...,

on a aussi

P(3) = e—3—3'—3% ... = ¢5-1,

On peut se proposer de déterminer les coefticients du
développement

P(;):I+N]3+Ngzz+ N353—\"....

Dans le cas actuel, la formule (5) donne

m=p m
! I
Np= [1.2.3...m S(_l)]'
»

m=1
m
Or il est clair que S(— 1) est égale a autant de fois
,’
(—1)™ que réquation Xy Xo~+...+ Tm=p admet
de solutions entiéres etfpositives; donc

m=p

sz 2 (__. 1m [g:—;,::»:n — (_ I)l’(u — I)p—l’
m—1

pourvu que, aprés avoir développé le second membre,
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X
1.2.3...(m+1)
des formules fondamentales du Calcul des différences.
on a finalement

ony remplace um par En se souvenant

Np= (—1)PAP=1 (1),
On peut donc écrire, symboliquement,
o om ;

1—3)PW(1—22)2 (1—23) 8 ... .=1— ———

( P ( )2 ( ) e’
ce qui veut dire qu'il faut remplacer, dans le second
membre développé, AP par la piem¢ différence du pre-
mier terme de la série

1 I I
2.3.4 2.3.4.5

10, En vertu des formules (1), (2), (§), (6), si I'on
pose cp=(—1)PN,, on a s,=—pM,. En d'autres

termes, si p ne surpasse pas n, la somme des p'™* puis-
sances des racines de ’équation

g+ Nygt—t1+4 Nyzn—2+4 .. .+ N,=

est — pM,,. Par exemple, la somme des pté™es puissances
des racines de l'équation

gh—gh—1l__ zn=2_ 4 zn~5 4 zn-T__ zn—12__ — o

est égale a la somme des diviseurs de p. En particulier,
o
les sommes des sept premiéres puissances des racines de
I'équation
31— 58— 33432 +au=n0n
sont 1, 3, 4, 7, 6, 12, 8. De méme, la somme des
piémes puissances des racines de I'équation
an 1 ~n—2 zn—‘.’ 1

= o ———— =0

—_ . -
1 I.2 1.2.3 1.2.3...n

e ——

’

est nulle, pourvu que 1 <p Zn; car, si Np= O
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daus la formule (4), on sait que

My=1, My=M;=...=o.

On trouve, de la méme maniére, que la somme des
piémes puissances des racines de Uéquation

SR 4= 230 1= 3R S 5h3 - g g [0, L= 0

est égale, el de signe contraire, a la somme des divi-

seurs de p. 1l suftit d’observer que, pour N,=1{(p),
1
on aM,,_I—DfP.

11. La relation symbolique (3) donne

m=p m
(9) Bp=1.2.3. pzs(‘~I)P+"‘S[r§.—._l.(.Z'——‘~l)];.

p
Pour le calcul pratique, il est utile de substituer, a cette
formule, la suivante :

m=p;

) 1.2.3...2p mi P !
(10) sz_——ﬁp 1 {(I) 1»—;8[1 2.3. (2x+l)]}
P

m =1

Par exemple, pour p = 2,

Br—ai[( Symet bf(ﬁ)]

m—1
cn posant
1
3... (27 —1) )

Sl@)=—

Puis, .
B, =6/(2)—3/2(1) =

ce qui est exact.

6 . 3 U
2.3.4.5 2.3.2.3 3o

" 12. La formule (10) montre que I'on peut poser, si-



multanément,
92p—1 B!p

(— 1
Cp = - y Sp=— .
T a3 2p 1) TP 1.2.3...2p

Par conséquent, la somme des p‘é™es puissances des ra-

cines de l’équation

gnh—1 Zn—2 1
;IL+,_‘ —_—— e —— . = 0
1.2.3 7 1.2.3.4.5 1.2.3...(2n +1)
est égale ¢
')‘2p“1B‘_>p

T 1.2.3...2p
Ceci permet aussi de développer en série la fonction y,

définie par

52 3
ey =1-- -+ e
1.2.3 1.2.3.4.5 ’
c’est-a-dire
On a
2 52 23 b 23 z5
= — By — + b - = - ———— Bg— 4+
Y =TT 1.2.3.4 2 1.2.3.4.5.6 °3
Par comparaison, on trouve
eZ_e—z
I

a3

[ <@—1)d~:10
es— e~ % %/ 23

o
égalité évidente, qui fournit une vérification de nos for-

mules.
13. A chaque relation entre les nombres de Bernoulli

correspond une relation isobarique. Ainsi, I’égalité sym-

bolique
(B—BY=pBy_1,—(p—1B,
B,

donne
m=p m

—opim P (____

( I)‘MmmS\l.'.),.3...x)
,'
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Voila une formule digne d’intérét. Elle montre que la
somme des pi®* puissances des racines de I’équation

zlz_Ezlz—l+ .E?_zn—2_”_i_i"_ =0
1 1.2 1.2.3...n
est égale a
B, .
1.2.3...p

On peut donc énoncer la proposition suivante :

1l y a une infinité de systémes de n quantités, jouis-
sant de la propriété que la somme de leurs produits p
a p est égale & la somme de leurs puissances ptémes, pour
p=1,2,3, ..., n. Chaque systéme est constitué¢ par
les racines de ’équation

Gh— - A gh—1 2’-’_)\25:z-2 — .. _Bl'__

A =0
1 1.2 1.2.3...n ’

dans laquelle on attribue a )\ une valeur particulicre,
arbitraire.

Par exemple, pour n = 3, on ales quantités
) . .
0, ;;(3—t/—5}, '{;(3—*“\/—3)-

On arrive directement au méme résultat, en mettant la

formule de Newton sous la forme symbolique
(Y—o)y+(p—1)yp=o0,

aprés avoir posé

Ir _ Tp

c Sp= —2 .
P PT r23...p

p = l.')..:i...p’

I suftit d’observer que les nombres de Bernoulli satis-
font a la relation symbolique

(B—=B)r+(p—1)Bp=o,

et que, par conséquent, pour satisfaire a la formule de
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Newton, de maniére que v = =, on doit prendre
YV=0= )\ B.

14. On peut développer en série la fonction y, définie
ar I’égalité
p g

e9:|+55+ﬁz2+ Ba,za—'—. .
[ .2 1.2.3
c’est-a-dire
- zes
Y= Oge; .
On a
B, B,z By o
YETA TG T3 T

ct Pon en déduit I'égalité évidente
[ <I———~'~>d;=log—f"£—,
Jo \s es—1 s — 1

nouvelle vérification de nos calculs.

15. Des calculs analogues peuvent étre éiablis pour
tout systéme de nombres, défini par une relation récur-
rente, et, en particulier, pour les nombres d’Euler,
définis par I'égalité symbolique
(1) (E41)p+ (E—1)r=o.

Pour le calcul immédiat de ces nombres, on a la formule
isobarique

m=p m
~ 1 X
(12) EZP_I'Z.&'JPE (—l)ms<7.2.3.,.zm)
m=1 14
On sait, d’ailleurs, que E;, ,=o.

16. Ce que nous avons dit sur les sommes des

) q
pi™e puissances des racines de certaines équations ne
cesse d’étre vrai lorsque le degré de I'équation augmente
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indétiniment. Par exemple, si 'on considére I'équation
(1—3z)(1—32)(1—23%)...== o0,

on peut affirmer que la somme des diviseurs de p est égale
a la somme des p®™ puissances de toutes les racines de
P'unité. Ce résultat est évident : il exprime une simple
identité. On sait, en effet, que la somme des p*™* puis-
sances des racines mi‘™* de I'unité est o, sauf lorsque
m divise p; dans ce cas, elle est m. Cela résulte aussi de
la formule (1). Autre exemple, bien remarquable. La
formule (10) a été obtenue en considérant, au lieu de
Pégalité (3), cette autre égalité symbolique

(2B--1)2Prt = §p -2,
cas particulier de la relation
(2B nw=oap --(2—or)B,;
et en observant que B, = o, pour p impair, excepté B,,

qui est 3. Cela étant, la comparaison avec la formule de

Newton montre qu’on peut poser, simultanément,
B (—1)P 22P-1B,,

(‘], = T ) S,, = — =
Lo2.0..2p--1) I.2....2p

Lorsque 7z augmente indéfiniment, aux racines de I’équa-
tion

gn—1 3 -2 1
=n
s

-l — [

1.2.3 1.2.3.4.3 ) 1.2.3..-.(2n~r1) =

1l faut substituer les racines de

L L
‘/E<ev5—e \/5): o,

2 T2 T2 w2

c’est-a-dire

—_ g —— ——y —— —— 1y —— =9 s ee

7

n 4 9 ’ 16

Or on voit directement que

sp=( ])”"”’(I L L. !
L A T [ )
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On obtient ainsi 'importante formule

1 1 1 2p—1
N 22 !By

- — L1334
220 3 1.2.3.

. )
e 2p

qu'on démontre ordinairement, soit dans l’ancienne,
soit dans la nouvelle théorie des nombres de Bernoulli,
au moyen d’intégrales définies, tandis que nous n’avons
eu besoin que de considérations absolument élémen-
taires. Actuellement, nous cherchons a établir, sur ces
bases élémentaires, une méthode générale, pour la re-
cherche des sommes analogues a celle qui vient d’étre
déterminée.

17. Enfin, montrons comment le calcul isobarique
b

peut étre utile dans I'étude des séries récurrentes. Soit

Uy, Uy, Ug, - .. une telle série, définie par la relation

(13) Uy Aqup-q-— Aoty o ... = Aju,.

En prenant u, =1, tous les termes sont déterminés, et
on trouve, de proche en che,
ont , de proche en proche

Uy== Ay, Ua== A2 Ay w3 =A3--2\ A, Ay,

en général

m=p m

(14) up = E S(A.r)-

m -1 p

Inversement,
m
J
\p~— ’\~ (— l)uH—lS(ux) .
m=1 r -

Par la comparaison de cette formule avec (12), on voit
qu'on peut poser, simultanément,

! S Y
1.2.3.ap TP T 123 ap

up =

Cela tient a ce que I'égalité de définition (11) peut étre
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mise sous la forme (13). Méme observation pour les
nombres de Bernoulli. Au moyen de (14) on peut donc
inverser les relations (9) et (12). Par exemple, on obtient

m

i}

p

=3

1

. ___EEJ‘ A
1.2.3...2p 1.2.3...2.1')

m )

1]

18. On a des cas particuliers remarquables, lorsque
Ai=Ay=...=As=1, Apr1=Ap4e=...=o.

D’aprés (14), up représente alors le nombre des décom-
positions de p en parties entiéres et pcesitives, non
supérieures a k. Pour k =2, on obtient la série de Fi-
bonacci
1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ....
dontle pi*™e terme représente doncle nombre des décom-
] P
positions de p en parties égales & 1 ou & 2. Ainsil’on a
t=2+2=I+1+2=I+2+1=92+1-+1=I—+1-+1+1.
Le nombre de ces décompositions est u, = 5.
P

19. Dans certaines questions, qui sont en rapport
plus direct avec I’algorithme étudié par M. d’Ocagne,
il est préférable de considérer un autre algorithme
oy f(x), pour lequel on doit prendre toutes les solutions
cnticres, non négatives, de I'équation

Ly Ty~ ..o Loy = p.

En sous-entendant I'indice p, on trouve aisément les re-
lations symboliques

lg__sl'l:_‘(l_*_s)’]" |+(_S)m:(l_3-)m_
Oun voit sans peine que le coefticient de z7, dans
(1+Aps+ Apa24+ A3+, )m,
m

est 5,/ (Ay). Par exemple, si A, =1, o7'(1) représente
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le nombre des solutions entiéres, non négatives, de
I'équation xy + &2+ ...+ 1, = p, de sorte que

m
. 0p (1) = Corp-1,p;
par suite,

(1—s5--52+ 3%, ...)m
= I = C,,,,,z - C,,,.H'gz"-rC,,H-z‘;; T

De méme, la comparaison des développements de e?, em*
donne la forme connue

Ces résultats sont évidents; mais on remarquera que
I'algorithme & en facilite singuliérement la recherche.
I1 peut, d’ailleurs, dans certains cas, conduire a des con-
séquences plus importantes : nous I’appliquerons aux
séries elliptiques, en relation avecl’analyse indéterminée
du second degré.

20. Voici quelques autres formules, dont le lecteur
trouvera facilement la démonstration :

a. La somme des produits p 4 p des n premiers
nombres entiers est donnée, au moyen de I'algorithme o,
par la relation

~ _ T \
Spp=(n-=T)n...(n—p-+2)5, "“<—T _l).
-

b. Les nombres de Bernoulli, pris de quatre en
quatre, satisfont a la relation

—]23 =Cypr24Bi— CiprosdBs— Cipio1242Bia—....

c. Les mémes nombres sont donnés par la formule
isobarique

(—- )[H—]
B,p=- 1.2.3...4}1_:%#
m:p' m
N ~ |(—2)m 1 )
sz( m S[I.2.3...(4z‘+2)]5.
m =1

r
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d. Les nombres de Bernoulli, pris de huit en huit,
satisfont a la relation
- g Up+1 = Csm—a,s Bs Up
— Csprs16Bredtp 1+ Cspraon Bosf2up o —. ...
ou les nombres u sont donnés par la loi de récurrence
U,=3fup—1— Un-2,

avec les conditions initiales u, = 1, uy = 33. On trouve,
de proche en proche,

wy=1121, wu,=138113, wus=1294721, Ug= 42725793, ....

e. Les nombres de Bernoulli, dont I'indice est divi-
sible par 8, sont donnés par la formule

(— ])[1+1P
- 92p i

m ,7 m
N O 2pm Uart |
XZ{ m _S[l_.Z.S.j.(8£+i)]‘.
r

m — 1

Bsp=1.2.3...8p

Proposons-nous, par exemple, de calculer Bys. Nous
obtenons

Byg— 1.2, ()

Les simplifications, faciles et nombreuses, aménent im-
médiatement le résultat

21. Dans un autre article, nous montrerons les liai-
sons de l'algorithme isobarique avec la fonction de
Wronski, et nous en étendrons la signification, en sup-
primant la condition que les quantités x, dont la somme
est p, soient entiéres, et en supposant p quelconque. En
outre, nous généraliserons I'idée d’algorithme isobarique
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en remplacant la condition &, + a2+ . . .+ @, = p par
une autre condition quelconque.



