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NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

SUR LE CALCUL DES DERANGEMENTS;
Par M. C. HENRY.

Lorsque, dans une permutation rectiligne des n pre-
miers nombres, un nombre quelconque précéde un autre
nombre plus petit que lui, on dit qu’il y a dérangement.

Importante dans la théorie des déterminants, la con-
sidération des dérangements vient de trouver une nou-
velle source d’actualité dans le jeu du Zaquin, dont le
probléme bien connu consiste i replacer dans 1’ordre
numérique naturel, sur un carré de seize cases, quinze
pions placés dans un ordre quelconque. Les résultats
démontrés sont, comme on sait (! ), les suivants : sur le
nombre des permutations, la moitié peut étre rangée
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dans I'ordre indiqué fig. 1, 'autre moitié dans l'ordre

indiqué fig. 2.
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(') Voyez notre article de la Gazette anecdotique (15 aout 1880).
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Il nous a paru intéressant de donner a ce propos une
solution du probléme suivant, qui a été proposé par

M. Joseph Bertrand (*):

Combien y a-t-il en tout de dérangements dans le
tableau des permutations des n premiers nombres ?

Désignant ce nombre total par D, on a évidemment
D,—o.

Les permutations des deux premiers nombres sont 12,
21. La premiére n’offre pas de dérangement; la seconde
en offre un; donc

D;=1.

Pour calculer Ds, écrivonstrois fois les permutations des
deux premiers nombres. Mettons un point a la suite de
chacune des deux permutations et faisons-le avancer

successivement :
12. 21.

Remplacons le point par le chiffre 3. Si nous mettons
ce chifire a la fin de la permutation, il n’y a pas de
dérangement. Lorsque nous le mettons au deuxiéme
rang, nous introduisons un dérangement et un seul.
Lorsque le chifire 3 arrive au premier rang, nous intro-
duisons deux dérangements. Donc, en désignant généra-
lement par P, le nombre des permutations de 7z nombres,
nous obtenons o + 1 + 2 dérangements pour trois per-
mutations de deux nombres, ou 3 Ps, et, en ajoutant les
dérangements provenant du tableau des permutations

(') Traité d’Algébre, 1= ¢édition, p. 146; Ile Partie, 6° édition,
p. 53.
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des deux premiers nombres, ou 3D, nous avons
D3;=3Dy+ (1 + 2)P,.

Pour calculer D;, supposons formé le tableau des
permutations des trois premiers nombres. Ecrivons-le
quatre fois, en intercalant un point, comme précédem-
ment. Le nombre des dérangements, D;, sera quatre fois
dans le tableau : 4D;. Au lieu du point écrivons le
chiffre 4. Quand le point est  la fin, point de dérange-
ment; quand il est au troisiéme rang, nous introduisons
un dérangement; quand il est au deuxiéme rang, nous
introduisons deux dérangements; quand il est au pre-
mier rang, nous introduisons trois dérangements. En
somme, nous introduisons pour six pernrutations de trois
nombres, ou (1 + 2+ 3)P;, o +1+4 2+ 3 dérange-
ments, et, en ajoutant 4D;, nous avons

D.=4Ds+(1+ 2+ 3)P;.
De méme,

Dy=5D,+(1+2+3+4)P,.
Généralement,

Dppy=(n+1)Dp+(+2+3+4+...+n)P,
ou

Dp,.

nin-—+
Dypi=(n+1)D,+ —(2——~—

En divisant cette derniére équation par (n—+1)Pp="Pp,,
il vient

D,y D_,, n

- = —)
Pni P, 2

et, en remplacant successivement dans cette formule »



par 1,2,3, ...,

D, _Dy 1
P P, 2’
Dy D, =2
P,” P, 2’
D._D, 3
P, P, 2

Si nous additionnons membre & membre ces différentes
équations, il vient, puisque D, = o,

Dy 14+2+3+4+...+(n—1)
r, 2

ou
__P,[n(n—1)] P,C}

D, 4 Py

Ainsi, le nombre total des derangements est égal &
la moitié¢ du produit du nombre des permutations par
le nombre des combinaisons des n nombres deux ¢ deux.

Autre démonstration. — Considérons une permu-
tation quelconque P,; écrivons & coté la permutation
renversée : & un dérangement de la premiére dans une
combinaison de deux nombres correspond un non-déran-
gement de la seconde. Donc, si ’on écrit le tableau des
permutations de 7 nombres, puis a4 c6té le tableau des
permutations dans 'ordre renversé, le nombre des dé-
rangements dans le premier tableau est égal au nombre
des non-dérangements du second, et réciproquement.
Mais, dans chacune des permutations du premier et
du second tableau, le nombre des dérangements et des
non-dérangements est égal au nombre des combinaisons



(9)
de n objets pris deux a deux, ou C; ; par suite, le nombre
total des dérangements ou des non-dérangements est
égal a P,C;. Mais le nombre des dérangements de 1'un
égale le nombre des non-dérangements de l’autre, et in-
versement ; donc

c. Q. F. D.

SUR LA DEFORMATION DU CACHE-POT;
Par M. Epouvarp LUCAS.

Le cache-pot est formé de fils de fer ou de baguettes
rectilignes articulées en chacun de leurs points de ren-
contre. Il présente la forme générale d'un hyperboloide
a une nappe; les baguettes sont des génératrices recti-
lignes de chacun des deux systémes.

M. Cayley a démontré que, si 'on déforme ce modéle
d’hyperboloide, on obtient un hyperboloide homofocal
au premier, en superposant les directions des axes. En
effet, soit I’hyperboloide ayant pour équation

2 2 ~2
S poZo

considérons deux points P et Q de cet hyperboloide et
désignons leurs coordonnées par xy, yi, 21 €t Xy, ¥a; 22
Posons

zy=awn, y=0bf, zm=cy,

Zy=ady, Ya=bfy, 5= CY
nous aurons les équations

(1) aq+Bi—ri=1
(2) al+ B2 —yi=1.
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De plus, si les deux points P et Q sont sur une méme
génératrice, en exprimant que le plan tangent en P con-
tient le point Q, on aura
(3) %~ Bifle — Y12 =1,

La distance ¢ des points P et Q est fournie par 'expres-
sion

8= a?(a] — 23) + O (B — B3) + 2 (vi —v3)-
Considérons un second hyperboloide ayant méme

centre, mémes directions d’axes que le premier, et pour
longucurs de ses axes des quantités @, &', ¢’ telles que

a? —@=02—b0?=c*— =

Désignons par P’ et (Y les points correspondant a P
et Q, ¢’est-a-dire ayant pour coordonnées

.

N —_— ! P ! ~ Al
xy=any, =B, s=c'y
Zy==a'ay,, y,=b'f,, sH=c

11>
Yo

La relation (3) étant vérifiée, les points P’ et ' appar-
tiecnnent a la méme génératrice; de plus, en désignant
par ¢’ la distance I’ Q’, nous aurons

3= @ (a — )+ BB — B+ o (vt — ).

Par suite,

2

= A (B — ) — (v — 1)

Mais, en retranchant (2) de (1), on voit que le second
membre de la relation précédente est nul; donc
PQ'=PQ.

Done, si 'on considére sur le premier hyperboloide
un quadrilatéere PQRS et sur le second hyperboloide,
obtenu par la déformation du premier, le quadrilatére

P'QR'S, formé par les points P/, Q', R/, §' correspon-
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dant a P, Q, R, S, ce quadrilatére est tel que
PQ'=PQ, Q'R'=QR, R'S'=RS, S'P'=SP.

11 en résulte que tout quadrilatére gauche PQRS peut
se déformer sans changer la longueur des c6tés suivant le
quadrilatére correspondant de I’hyperboloide homofocal.

C. Q. F.D.

CONSTRUCTION DE LA PARABOLE OSCULATRICE EN UN POINT
D’UNE COURBE;

Par M. G. KOENIGS,
Eléve 4 I'Ecole Normale supérieure.

Je m’appuierai sur le théoréme suivant, qui est bien
connu :

Le rayon de courbure dans la parabole est égal au
double du segment compté sur la normale & partir de
son pied jusqu’au point ou elle rencontre la directrice.

SoientM un point d'une courbe, MT la tangente et Cle
centre de courbure ; menons une corde mn paralléle a la
tangente ct rencontrant la courbe aux points m et n, voi-
sins du point M ; considérons la parabole effective qui
passe par les points m et n, et qui est tangente en M 4 MT.
I désignant le milieu de mn, MI est le diamétre de cette
parabole conjugué de la direction de cordes MT. Cela
posé, faisons tendre mn vers MT, la parabole tend a se
confondre avec la parabole osculatrice, et MI tend vers
la tangente MP au point M & la courbe lieu du point I.

Ainsi :

Le diamétre de la parabole osculatrice en M, con-
jugué dela tangente MT, est la tangente au point M &
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la courbe lieu des points milieux des cordes paralléles
a MT.

D’ailleurs, si,sur la normale et en seas inverse de MC,
nous portons une longueur MD = ; MC, nous obtenons
en D un point de la directrice : la perpendiculaire DH
abaissée sur MP est donc cette directrice.

On aura le foyer F en cherchant sur le cercle de
centre M et tangent & DH un point tel que les angles
CMP ct CMF soient égaux.

SOLUTION GEOME’I‘RIQUE D’UNE QUESTION PROPOSEE EN 1879
AU GONCOURS D’AGREGATION POUR 1’ENSEIGNEMENT SE-
CONDAIRE SPECIAL 5

Par M. LEonce LEBRUN,
Eléve au Prytanée militaire de La Fléche.

Trouver la perspective d’une hélice, le tableau étan

S

S~

perpendiculaire & son axe et le point de vue S étant sur
cet axe.
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La perspective d'un point M se trouve sur le rayon vi-
suel MS, dans le plan du tableau et dans le plan diamé-
tral du cylindre passant par M. Ce sera donc M'.

La tangente a la courbe perspective sera 'intersection
du plan du tableau avec le plan tangent au céne le long
de la génératrice MS. Cette tangente en M’ passe donc
par la trace de la tangente & I’hélice en M sur le plan
du tableau. Ce sera donc M'T.

Joignons M'T et prolongeons jusqu’a la rencontre avec
la parallele a AT menée par O, c’est-a-dire jusqu’en R
je vais démontrer que OR == const.

Les deux triangles M'OR et M'AT sont semblables ct
donnent

OR  OM
AT — AM"

Les deux triangles M'AM et M'OS donnent de méme

OM' 08
AM' — AM’
Donc
AT

Mais, puisque M est un point de I’hélice,

AT
AM

—= const. ;

donc OR est constant.

Mais remarquons que OR est la sous-tangente de la
perspective de ’hélice au point M’ si O est le pdle, car R
est le point de rencontre de la tangente avec la perpen—
diculaire au rayon vecteur menée par O.

La perspective est donc une courbe telle que sa sous-

tangente est constante : c’est donc une spirale d’Archi-
mede.
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SOLUTION D’UNE QUESTION PBOP()SE|§ EN 1876 AU CON-
COURS ENTRE LES CLASSES DE MATHEMATIQUES SPEGIALES
DE L’ACADEMIE DE DOUAI ;

Par M. A. HILAIRE,

Professeur au lycée de Douai.

A, B, C, D étant les pieds des quatre normales a une
ellipse donnée, issues d’un méme point P, on suppose
que le point P se déplace de maniére que la corde AB
conserve une direction constante, et on demande le lieu
des centres des cercles circonscrits aux triangles ABC

et ABD.

Satent a? y? 4 b x? — a2 b2 = o Y équation de Vellipse
donnée, y — mx —n = o l'équation de la droitc AB
dans une de ses positions; la droite CD, si elle était in-
dépendante de AB, aurait une équation de la forme
pr-+qy—+r=o, et, en admettant que p, g, r con-
tiennent implicitement un méme facteur indéterminé,
Véquation

(1) @y*+ 0rr—a? b+ (y —mx —n)(pr+qy+r)y=o

représenterait une conique quelconque passant par les
quatre points A, B, C, D. Pour avoir I’équation véritable
de CD, jexprime que la conique (1) se confond avec
I'hyperbole équilatére qui doit contenir les pieds des
quatre normales : il suffit d’écrire que dans I’équation (1)
les cocflicients de x* et de y? sont nuls, ainsi que le
terme indépendant.
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J’ai ainsi

a?+qg=o0, dou g=-—a
b2
b*— mp =o, p= o
azb?
a*b?*+ nr —o, r—— -

L’équation de CD est donc

b‘l a‘lb2
—x—aty — = o.
m Y

n

C' et DI/ étant les points symétriques de C et D par
rapport au centre de ellipse, la figure CDC'DY est un
parallélogramme concentrique i Uellipse, et, d’apres le
théoréme de Joachimsthal, les cercles circonscrits aux
triangles ABC et ABD passent respectivement par les
points D' et C'.

Or il est facile d’avoir I'équation du systéme des paral-
leles CD', DC'.

En effet, V'équation du systéme des paralleles CB, C'IY

étant évidemment

b2 2 g
—x—aty) — ~-=o0
m Y n? ’

I'équation générale des coniques passant par les points
de rencontre de I'ellipse et de ce premier systéme est

n?

(2) M@ y*+ brz?— a2 b?) _[<§x—a2y>2— ahb‘]—_—o,

J'écris la condition pour avoir une conique du genre
parabole :

a5 b’#

m2

2

b"
(@t — xa2)<xb2— _) —0
m
ou

2

2 Bk
—va=b2+x<a~bz+ > >:o.
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Cette condition se dédouble en ) = o, qui donne le

\ b? .
systtme CD, C'D/, et X = a2+ i qui correspond au

systéeme CDY, DC.
On a donc, pour équation de ce dernier systéme,

2
<a2+ —b—2>(a2y2+ b a?— a?b?)
m

b? 2 akbk
~[(Gr—ar) =% =

b a? a’b? at b b?
— Y+ a? b xt+ 2——xy + —a?b? aM—W):o,

m?2

n?

ou, en divisant tout par a? 5?2,

y 2 a‘Zb2 b2
L4z)+ 5 —(at+ 5 )=o,
(Fre) = S =+ )

Vv 2 b2 a2b2
<L +x> ~[<a2+ —.—2>— —r]zo’
m m n
2 2527
(y +max):—m? [<a2+ %5) — an[: J: o,

ou, en posant

2 2 2
(3) n’2:m?[<a?+ %,)—— anI: ],

(¥ +mz)*— n2=o.

D’aprés cela, ’équation générale des coniques circon-
scrites 4 I'un des quadrilatéres ABCD' ou ABDC' est
@y + 02— b+ u(y—mx—n)(y+mzxt=n)=o.

Cette équation représentera un cercle, puisqu’il n’y a
pas de terme en xy, si a?~+ p=05b>—pum?, dou
c‘Z

p=— On remplacera i par sa valeur et I'équa-

tion ne contiendra plus que les indéterminées n et 7'.
Représentons-la par

(4) Sf(x, ¥v)y=o.
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Le centre est donné par les deux équations

) f(x)=o,
(6) S(»)=o,

qui contiendront aussi les indéterminées » et »'; donc,
pour avoir I’équation du lieu, il n'y a qu’a éliminer n
et ' entre les équations (5) et (6) et la relation (3).

L’élimination est immédiate, car les équations (5)
et (6) ne contiennent n et 2’ qu'au premier degré.

SOLUTION DE LA QUESTION BE MATHEMATIQUES SPEGIALES
PROPOSEE AU CONCOURS GENERAL DE 1878;

Par M. CirLos MICHAUX,
Eléve du lycée de Douai (classe de M. Guillot).

Les droites A’OA, B'OB, C'OC sont trois axes de
coordonnées rectangulaires ; on suppose OA' = OA = a,
OB':=0B=15,0C=0C=c.

Déterminer: 1° le lieu des axes der euolutzon des sur-
Saces derévolution du second degré qui passent par les
six points A’y A, B, B,C, C: 2° le lieu des extrémités D
de ces axes.

On construira la projection du lieu du point D sur le
plan AOB, en supposant a>>c > b, et l'on partagera
la courbe en arcs tels, que chacun d’eux corresponde &
des surfaces de méme espéce.

L’équation générale des surfaces du second degré pas-
sant par les six points A, A, B, B, C, C est, en suppo-
Ann.de Mathémact., 2¢ série, t. XX. (Janvjer 1881.) 2
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sant le terme indépendant difiérent de zéro,

2 2
)b—z + = +2By..-+— 2Bz + 2By —1=
Lorsque la surface est de révolution, I’équation
' :
(= 5)=+ (5 =8)r=(5-5)=
+2Bys+ 2Bxz 4+ 2B’y — o,

qui donne les plans cycliques, devient 'une des équa-

tions
.
—S z)

(/a—se=y/5so=y/a

Ces équations représentent les plans principaux paral-
léles aux axes des surfaces considérées : les axes seront

donc donnés par les équations
X _ y . b
T . i 1 . + T
ou
.732 -V2 ~2
T T -
23

En éliminant la variable S, on obtiendra facilement le

lieu des axes :

1 1 2 1
woa)tt\E T
C’est un coéne du second degré rapporté a ses axes et

I
sur lequel on peut placer un triédre trirectangle.
Pintersection de I'axe et

I 1 1 2
V+ az’—'b—2 0.

Les sommets se trouvant
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de la surface, les coordonnées de ses points doivent
satisfaire aux équations

£2 '),2 2.'2 1'2
@3 :’vs:‘ s: ! 3§
a8 F—S S Grmta

IS représentant le carré de la demi-longueur de I'axe.

. I
Mais, — -+ b’ — étant un invariant, on a
I 1 I I
a2t Eta=-5 "2

puisque S est l'inverse du carré du rayon du paralléle
dont le plan passe par le centre.

En tenant compte de cette relation, les équations (1)
deviennent

1 I I
Grdra s

En éliminant S, on obtiendrait aisément les équations
du lieu; mais il est préférable de construire immédiate-
ment la projection sur le plan des xy, au moyen de la
variable auxiliaire S.

Pour partager en arcs correspondant a des surfaces
de méme espéce, nous remarquons d’abord que des el-
lipsoides et des hyperboloides a deux nappes peuvent
seuls donner des points réels; nous distinguerons ces
deux surfaces par le signe de S, S étant négatif pour des
hyperboloides et positifs pour des ellipsoides, puisque le
paralléle dont le plan passe par le centre est imaginaire
dans le premier cas et réel dans le second.
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On consttuit facilement les deux courbes que l on ob-
tient en supposant

o 2 1 1 ° 2 1 1
P RSatE ¥ poata

/)

——— Ellipsoides.
...... Hyperboloides.

Note. — La méme question a été résolue par M. Moret-Blanc.

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEM‘\TIQUES SPECIALES
PROPOSEE AU CONCOURS GENERAL DE 1879;

Par M. J. GRIESS,

Maitre répétiteur au lycée d’Alger.

On donne un hyperboloide. Par un point P pris dans
le plan de Uellipse de gorge on méne une paralléle a
une génératrice quelconque, et l’on consideére le cylindre
de révolution qui aurait pour axe cette paralléle et
passerait par la génératrice. Ce cylindre coupe U'hy-
perboloide suivant une courbe qui se projette sur le
plan horizontal suivant une courbe du troisiéme degreé.
Cette courbe du troisiéeme degré posséde un point double
dont on demande le lieu.
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Soient «, B les coordonnées du point P par rapport
au centre de Uhyperboloide. L’équation de I'hyperbo-

loide étant
x? )/'2 32
PER T

les équations d’une génératrice quelconque sont

— = SInY -— ECOSAP)
G ¢
( Y — coss + > sin
b T e ¢
Prenons le point P pour origine; ces équations de-
viennent

= cosgp —+—gsincp,

Les équations d’une paralléle menée par P sont

3 / S .
= — = C0SY, }— =2 =81 @,
> ’ c

« ¢ b

ou
x y 3

—acose  bsing ¢

Pour former l'équation du cylindre, prenons une
sphére dont le centre est I'origine

J?2+)’2+52——P2»TZO,

et écrivons I’équation du cylindre circonscrit suivant le
plan diamétral perpendiculaire a la génératrice. L’équa-
tion de ce plan est ~

—ax cosg + by sing +cs=o0,
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et celle du cylindre sera

(2% =4 y? 4 5% —p?) (a? cos?g + b? sin?p - ¢?)
— (ax coso — by sing

c3)?-=o.

Le rayon p de cette sphére sera la distance du point P
a la génératrice de I'hyperboloide. Or, la distance d’un
point (x, y, z) a la droite

x==as4+p, y=>0bz+¢q
est donnée par la formule

(x—az—pP+(yv—bz—q2-[b(x—p)—a(ry—q)]?
a* - b* +1 '

Comme P est 'origine, cette formule se réduit a

2y

prt-q - (bp - ag)?

a* - b* - i

En mettant les équations de G sous la forme
. a
X == d sng — 4 — — COS®. 2,
C '

b .
y=0>bcosy — - —sinw.zs,
o Sme

I'expression de p?* sera donc ‘
. . b . . a A2
(asing -~ )4~ (b cose —B)* - Esmag(a sin g — a) J»-;cns:;(l) cosp—p)

=

a* cos*o-+-0*sin*g
—— e g
P

| (asino--a)? - (bcoso—B)]--[bsing(asing—a)-acoso(bcosg—f)|*
a*cos*y - b*sin*o - ¢*

¢(a sine o) -+ (b coso —B)* -1 (ab—basing-- af cosyg)?
a* cos*e + b* sin*o + ¢

Le point double étant la projection Je deux points de
la courbe situés sur la méme verticale, il est clair que le
milieu de cette corde appartiendra aux deux plans dia-
métraux conjugués des cordes verticales dans les deux
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surfaces. Dans I’hyperboloide, ce plan diamétral est le
plan de Dellipse de gorge. Dans le cylindre, il sera
donné par I'équation f; = o. Il est clair que dansle cas
actuel V'intersection des deux plans, étant située dans le
plan de projection, ira passer par le point double.
On a
fi=25(a? cos?e + b? sin?¢ + c?)
+2c(ax coso — by sing —cz5)=o0.

En faisant dans cette équation z = o, on aura la droite
cherchée: c’est

ax cose = by sino.

On voit qu’e'le est perpendiculaire & la projection de
la génératrice donnée. .

Concevons maintenant qu’en tous les points de cette
droite nous élevions des perpendiculaires ; quand nous
arriverons au point double, la perpendiculaire corres-
pondante rencontrera les deux surfaces en deux points
communs, situés d’ailleurs symétriquement par rapport
au plan des xy. Les équations aux z des points d’inter-
section de cette perpendiculaire avec les deux surface de-
vront donc avoir Jes mémes racines. C'est en écrivant
cette condition que nous aurons le lieu.

Une perpendiculaire au plan des xy en un point de
la droite

a pour équations
x Y
bsing — acose

2,

) variant 4 mesure que le point se déplace sur la droite.
On tire de la
- x=~>bX sing, y=akcosg.

Rémpiagahp x et y par ces valeurs, I'équation de I'hyper-
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boloide devient

gt (bX sing+a)? + (a)\'cosq;i—ﬁ)i_ .
a? b2

Portant ces mémes valeurs dans I’équation du cylindre,
il vient

(0?2 sin? 4+ a?)? costo + 5% — p?)
X (a* cos?s + b? sino - c?)
—(ab) sing cosy — abk sing cose — ¢3)? =0
ou

5*(a* cos?y + b? siny)
== p2(a? cos?y 4+ b% siny + ¢?)
— R2( 0% sin?¢ + a® cos?s) (a? cos?o + b2 sin¢ + ¢?).
Or,
o*(a* cos?y + b? sin?o +- ¢?)
= ¢*[(a@ sing — x)? + (b cosp — 32]
-+ (b2 sine + aB coso — ab).

Remplacant et écrivant que les deux valeurs de z2 sont
égales, il vient

L (0% sing 22 (a) cosg+8)2 J
? - -+ = — 1
a* b :
(@ sing — 2)? 4 (b cosw —B)?]+ (aB cose + ba sine -— ab)?
- a* cos*e + b sine
—- #3(@* cos®o + b? sin?¢ + c?).

Cette équation est du deuxiéme degré en A. Il semble
donc que sur chajue droite d’intersection des plans dia-
métraux il y ait deux points doubles, ce qui est impos-
sible dans une courbe du troisiéme degré.

Or, considérons le point A, projection du point P sur
la projection horizontale G’ de la génératrice. Si en ce
point j’éléve une perpendiculaire, cette perpendiculaire
rencontre la génératrice G et sa symétrique en deux
points qui sont aussi situés sur le cylindre. Donc une
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des valeurs de A correspond au point A et I'autre corres-
pond au point double. Nous pouvons trouver la valeur
de ) relative au point A. Ce point est, en effet, défini par
P P ) 5 P
les équations
X - "V
bsine  a cosc.;’
(x—+2)sine  (y+pB)cose
a " b -

En écrivant que le point d’intersection de ces deux
droites satisfait aux équations

X Y N
A

b sinéﬂf a cosy
nous aurons la valeur de A. En éliminant x et y entre

ces deux derniéres’et la seconde des premiéres, on a

B (b1 sing +a)sine  (ak cose + B) cosw
; P ¢ P __
—+ = Iy
a b

7 (0? sin?s —+ @ cos?e) == ab — ba sinw — af coso
v T v ) T

; ab-—basine —af coso

a* cos*e - 0* sinfy

Si donc nous retranchons cette valeur de la somme
X + ) fournie par I’équation du second degré, il nous
restera la valeur de A relative au point double. Cette
équation du second degré s’écrit
A
abh?

T

(@*h? cos?s + ba? sin*g + b ¢? sin’g + a*c? cos’y -+ a2 c?)

basing N af cosy
. “+
a* b*

La valeur cherchée est donc

5 — 2¢2(b3a sino - a®3 coswy)

@ b*(a* cos?o+ b* sin*¢) + c*(a* cos*o - b* sin?¢ 4 a*b*)
ab—bxsing — af cose
b* sin*¢ + a? cos*y
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1l suffit maintenant, pour trouver I'équation du lieu,
’éliminer A et ¢ entre cette équation et les équations

x Yoy
bsmc, a coss

On tire de ces derniéres

z Y
b . a 2.2
sing ~ €osg VA
En posant
on a
; k __ax s v
\_.-—b) Sll’lf~—7—7 COS© 20 —
En substituant dans la valeur de )., il vient
3
ko 2c<bak—|—ak/{)
ab | bk 2
ab ab x? 4+ TCZQ— b2 x?+ a*y?)+a? b3 ¢?
»? ?
ax A
l)~—ba7 -——aJT
/\ (‘1’2_1_‘} )

Multiplions par %? et divisons haut et bas par ab,

2c(D2rx +a?By)

t a*b*(xt + yt) + et (brat + atyt) + 2

k—ax—By
xﬂ +J’2
ou bien

(a0 + a*c® + b2c?) (x* + y?) + 2¢*( b*ax + a®By)
— (22 + By)(a?b* +- a?c? + b*c?)
+(a2b® + a*c? 4+ b))k —o.
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Faisons passer k dans le second membre, élevons au
carré et divisons par (a25%c?)?; il vient

T/ 1 Ty, . /1 ¥ Y ( 1 1 1
— s (2 e s — S5 5SS
‘ ((1" b? c{)( ) (\a" 0* 02} AL @ ¢?

1 I r\?
T g = ) (@Rt - D)) N
(02 0 c? ( %)

C’est une courbe du quatri¢me degré possédant un point
double & lorigine.

Note. — La méme question a été résolue par M. A. Leinekugel.

SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE EN 1879, POUR
I’ADMISSION A L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE;

Par M. J. GRIESS,

Maitre répétiteur au lycée d’Alger.

Ftant donné un tétraédre OABC défini par ’angle
triédre O et les longueurs 4a, 4b, 4c des trois arétes
OA, OB, OC:

1° Démontrer que l’ellipsoide qui admet pour dia-
metres conjugués les trois droites qui joignent les mi-
licux des arétes opposées deux & deux est tangent
aux six arétes du tétraédre.

20 Trouver U'intersection de cet ellipsoide et de
Uhyperboloide engendré par une droite mobile qui
s’appuie sur trois droites mendes l'une par le milieu
de OA parallélement & OC, la seconde par le milieu
de OC parallélement & OB et la troisi¢cme par le mi-
lieu de OB parallélement a OA.

3° Par chacun des points ou la droite mobile perce
la surface de Uellipsoide, on méne un plan paralléle
au plan tangent en U’autre point : démontrer que ces
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deux plans passent par le centre de Uellipsoide et trou-
ver le lieu de lewr intersection.

1° Soient S, P, M les milieux des arétes OA, OB, OC
et R, Q, N les milieux des arétes BC, AC, AB (le lec-
teur est prié de faire la figure). Considérons V'ellipsoide
qui a pour diamétres conjugués les droites MN, PQ, RS
qui se coupent en K;; je dis qu’il est tangent, par exemple,
a BC. En effet, le plan MPQN contient deux diamétres
conjugués de RS; c’est donc son plan diamétral conju-
gué, et, par suite, le plan tangent en R est paralléle a
MPQN. D’ailleurs, MP et QN sont paralléles 4 BC; BC
est donc paralléle au plan diamétral conjugué de RS, et,
par suite, elle est contenue dans le plan tangent en R.
Donc BC est tangente 4 U'ellipsoide. Remarquons que, si
Pon cherche la section de cette surface par le plan ABC,
ce sera une ellipse tangente aux trois cotés du triangle
cn leurs milieux.

Formons I’équation de V’ellipsoide. Les équations des
trois plans diamétraux sont :

MNPQ... ¢y + bs —2bc=o,
PQRS... br+ay —2ab=o,
MRSN... cx -+ as —2ac=o.
L’équation de I'ellipsoide sera donc de la forme
(cv-+bs—2 bc)b _(er+as— 2ac)?

22 ' p?.

(bx 4+ ay —2ab)?
— e — - T Y,

2

Exprimons que cette surface passe par M, x =o0, ) =o,
z==12c, il vient :
on aurait de méme

A= 1x2, hatcr= Be,
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de sorte que I'équation devient

(cv——-bz—2bc)? (cx-+as—naac)’
40*c? ha*c?
‘ (bx + ay — 2ab)?
= =1
ha*b?

Remarquons qu’elleadmet pour centre le point (a, b, c);
transportons l'origine en ce point : I’équation devient

"y z\? xr o 3\ x 1\ 2
) (=] (=5 ) =4
b ¢ \a ¢ a b

ou bien

N - N y: a3 N xy
Ty T gy T TS 7 T - -7
a? h? c? be ac ab

— 0

20 Menons les trois droites MR, PN, QS qui doivent éire
les trois directrices de ’hyperboloide. Je remarque que la
droite MQ qui rencontre MR et QS est paralléle 4 PN;
¢’est donc une génératrice du second systéme. Il en est
de méme des droites NS et PR. Remarquons que les plans
tangents en M et N, P et Q, R et Ssont, par conséquent,
paralléles deux a deux; ’hyperboloide a donc le méme
centre que Pellipsoide.

Cherchons la section de cet hyperboloide par le plan
ABC; elle contiendra les trois points R, Q, N. La tan-
gente en Q est 'intersection du plan tangent en ce point
avec la face ABC. Or ce plan tangent est le plan des
droites MQ et QS, c’est-a-dire la face OAC. La tan-
gente est donc AC. On verrait de méme que les tangentes
en R et N sont les droites BC et AB. Donc la section est
Pellipse inscrite dans ABC et tangente aux milieux des
cOtés.

Si I'on rapproche ce résultat de celui qu'on a obtenu
pour Uellipsoide, on voit que les deux surfaces ont cette
cllipse en commun, et par suite se pénétrent suivant
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deux courbes planes. La seconde est une ellipse égale a
la premiére et symétrique par rapport au centre K. Elle
est circonscrite au triangle MPS.
Cherchons I'équation de I’hyperboloide. Un plan pas-
sant par MR aura pour équation

5—2c—+ hx=o0;
un plan passant par QS,
xr—2ad4 dy=o.

Exprimons que la droite définie par ces deux équations
rencontre PN,

s5=o0, y=2ab,
on trouve
ak— Dbl — ¢ = o.
D’ailleurs,
2¢ —3 2a —
A= 5 ).‘ = e——
z ¥
on a donc
2c— 5 2c— 5 2a—x
a — b —c=o0
xX x ¥

Transportons I’origine au centre a, b, c:
a(y + 0)(¢c—3)—b(c—3)(@a—a)—c(x +a)(y + b)=o.
Effectuant et divisant par abc, il vient

YELEE LT =0
be ac ab ' T

Ajoutons cette équation a celle de lellipsoide; il vient

ou
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L’intersection se compose donc bien de deux courbes
planes symétriques par rapport a 'origine. Pour démon-
trer que ce sont les ellipses circonscrites 8 MPS et RQN,
menons, par K, IH paralléle 2 OC, rencontrant en I'la
face ABC et en H la face OAB; on a

IK_IH QS —/—_c
2 @ 2 4

On aurait de méme, sur des aralléles menées par K aux
?
deux autres axes les lOI] ueurs a et b. L,é uation du
?

plan ABC ou RQN est donc

x

30 Soient xy, ¥y, 31, X, § 25 32 les coordonnées des points
de rencontre de P'une des génératrices de I’hyperboloide
avec l'cllipsoide. Le plan mené par le premier point
parallélement au plan tangent au second a pour équa-
tion

(z— ) fr.+(y —y) Sy, +(5—5) fr,=o.

La condition pour que ce plan passe par le centre est,

en prenant les équations rapportées a K comme origine,

Ly fo I fy 5 =o0

ou, en remplacant les dérivées par leurs valeurs ( fdési-
gnant le premier membre de I'équation de I'ellipsoide),

Ty (2, NET
a\a T 7T

Vi[2Vs 2, Zy 5, (23, &
Sy (i . S ) DL (L B B ) )
b\ b a c c\ ¢ a b

Remarquons que les deux points considérés appar-
tiennent al’intersection des deux surfaces et sont situés

“T'un dans le plan RQN, P'autre dans le plan PMS. On a
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@, Yi 5
U2 Ty
;(l) a b c ’
Z, Ve 3
2 kT S
(2) a b ¢

En tenant compte de ces relations, la condition ci-des-

sus peut s’écrire »
/ ; /
Xy [ Y1 [V ) < ( 52 )
— (= =)+ == —1 )+ == —1)=o0.
a ( a > b ( b ) ¢ \¢ )
. Xy Tg Y1) 2 Sy %2
(3) e Tt T

Exprimons maintenant queles deux points considérés
sont sur une méme génératrice de ’hyperboloide. Pour
cela, il suffira d’exprimer que le point (x2, y2, 2,) est
dansle plan tangent al’hyperboloide au point(x,, ¥, z,).
Ce dernier a pour équation

X ( Yy 3 Y <;1'1 I s/, 1y
—‘—~+—+'~—+—>—§——(—+*—)—+2.—:o.
all ¢ b\ a ¢ c\ a b

et la condition demandée sera

py T2V E XYy Xy S R Sy Ve S 5
(%) + -+
ab ac be

Faisons maintenant le produit des équations (1) et (2)

7

Ty Ty LS 5,5 Z 2 el ST
Sl et = :
a* b? ¢t ab
Ty 3 T 5 VoSS
-+ -+ _——1.
ac be

Tenant compte de (4), cette relation s’écrit

T T Vi Vs 5y 5y
a? b? c?

On retrouve la condition (3). Comme celle-ci n’est
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qu’une transformation de la relation
Zy fi, = Yify S S5 =0,
cette derniére est elle-méme vérifiée. D’ailleurs, on aura
aussi, par symétrie,
2y fr, -+ VVef;, —+ 5y f7, == 0.

Donc le second plan passe aussi par le centre.

L’intersection de ces deux plans a donc pour lieu un
cone dont le sommet est au centre. Je dis que ce cone est
du second degré. En effet, si nous considérons l'inter-
section des plans tangents en (xy, 4, 2,) €t (X2, ya, 22),
cette intersection est la conjuguée de la génératrice qui
passe par ces deux points, par rapport a lellipsoide.
Donc elle s’appuie constamment sur trois droites fixes
qui sont les conjuguées des directrices du premier hy-
perboloide, et, par conséquent, le lieu de cette droite
est aussi un hyperboloide, ayant le méme centre que le
premier. Le lieu cherché n’est autre chose que le cone
asymptote de cet hyperboloide.

Pour trouver son équation, prenons d’abord les équa-
tions des conjuguées des directrices primitives. Pour
cela, il suffit de chercher les plans tangents aux extré-

mités de MR, de PN, de QS:

“’

~l

— = - T 0,

a

(1) ¢
y 3
[5+5=4%
[ 3
(24 2=,

v a ¢

(2) X
'ﬁ Yy
L a R
s"v I,
b e 7

(3) ‘
-'I—T—r,—::_-ll.
a c

Ann. de Mathém., 2¢ série, t. XX (Janvier 1881). .3
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Une droite s’appuyant sur (1) ct (3) a pour équa-

tions
YV 3 x )
P A N (A T 0
b c * <a b) ’
l’._l_f.q. (f:,,x_i_/\).,o
b ¢ M‘,a T %)

Pour exprimer que cette droite rencontrela droite (2),
retranchons ses équations 'une de I'autre :

roa(F Y (ﬁ A
4 7\(0 : b>—+—p- a+c 4/) 0.

Tenant compte de (2),
h— ) —hp=o,

T - PR 2 0.

Eliminant % et y,

ooz 3
L -k — — IA -
b e ¢
V- - — =t S e § }
g ”
R — 4
a b !
ou
,ryy) v = ,‘)‘<r Ny N ,)
(a ) ((l ¢ )T\ T ) b e
v :’) [ ¥
() (S )=o
L c/\a b
Transportons l'origine au point (a, b, ¢) et effectuons;
il vient
2 3z 3.2y ,
— = - -+ == ]} =0
be ab

L’équation du cone est donc

22 N 2 3t 3.rs 3ysz N 3.y
iy it — == 0.
a? bH? c? ac be ab

Il passe par I'intersection de Iellipsoide et de I'hyper-
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boloide, car, si I'on retranche de son équation celle de
I'ellipsoide, on trouve, en divisant par 2,

xrs xy vz
— - = 4= 4+ 1=—o.
ac ab be

C’est 'équation de I’hyperboloide.

Note. — MM. F. Lebreton et L. Mandrillon, élé¢ves du lycée de
Besancon (classe de M. Crétin), ont envoyé deux excellentes solu-
tions, l'une analytique et I'autre géométrique. M. E. Estienne, éléve
du lycée de Bar-le-Duc, envoie aussi une trés bonne solution géomé-
trique, et M. A. Leinckugel une solution analytique.

SOLUTION D’UNE QUESTION DE LIGENCE

(FACULTE DE PARIS, 1870); .

Par M. E. FAUQUEMBERGUE,

Maitre répétiteur au lycée de Saint-Quentin.

Déterminer une courbe (c) telle que si ['on forme
une de ses transformées (C) par rayons vecteurs réci-
proques relativement & un péle donné O, les rayons
de courbure en deux points correspondants m et M des
deux courbes (c) et (C) soient dans un rapport donné.

Donnons d’abord une expression simple du rayon de
courbure. On a
_ds ds
E= @ A+ adv’

2 étant I'angle de la tangente avec l'axe polaire et V
I’angle formé par la tangente avec le rayon vecteur; mais
rdb

. dr C
cos\*%, sin \ =
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d’ot1, en éliminant ds et db,

o dr o rdr _rdr
P = cosVdb+cosVdV  sinVdr—+rcosVdV _ d.rsinV.

Cette expression, ou encore, en appelant p la distance

R . . rdr
de la tangente a I'origine, p = > est celle que nous

dp
voulions obtenir.
Si 'on désigne par K le rapport des rayons de cour-
bure aux points m(r, §), M(R, 6), équation de condi-
tion sera

rdr . KR dJR
() d.rsinV  d.RsnV’

en remarquant que les angles V en ces deux points sont
supplémentaires.

On a d’ailleurs, par définition,
Rr= a2,
d’ou
9

2 2
R=2, dR:-;;_—a—_,dr.
- 72

Substituant dans I’équation (1), elle devient

rdr Ka*dr
d.rsin¥ r’d. % sinV

On tire de la

d.smV 22— Ka? dr ardr

< — r— - —_—
sin'V r(r:+Ka?) r T ETKe
ct, en intégrant,
logsinV = —logr +logC(r?+ Ka?)
ou
C(r*+ Ka?)
=

sinV—
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; e r
Egalant cette valeurde sinV a celle ———

-

ri ——

a?

née plus haut, on aura l'équation différentielle de la

courbe,

don-

T _ C(rr+Ka?),
\/ T @
d’ou
) pa= Ko
C - 1'\"1‘2—C2(/'2+Ka2)2
»l--‘ db = — rdr +—Ka? — dr - .
G v,.z_(_“‘z(,.-z+ Kaz)e 1'\/1‘2—~C2(r?+ha2)2

Le premier terme du second membre peut s’écrire

d.(r?)

2C \/—— K‘la‘—e—(é — 'zKa‘2>(r2)-(r2)2

I'intégrale est

I 1 —2KC2a2— 2C2 12
— arc cos . .
2C \/1—41\(32(12

Le second terme peut se mettre sous une forme ana-
logue, aprés avoir divisé haut et bas par 73 :

L AG) :
2C I I ! K 2 —2 —2)2
~ i K =

On wrouve, pour I'intégrale,

1 1 —2KC2a2— 2K2a*C2r—2
— — arc cos .

2G Vi—4Ka2C?
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On aura donc, pour l'intégrale de I'équation (2),
1—2KC2a2— 2C2?

Vi—4Ka?C?

I — 2KCfaf— 2K2q+*C2r—2
Vi—4Ka2C

2(8 —8,) = arc cos
— arccos

6, étant la constante d’intégration.
En prenant les cosinus des deux membres, on trouve,
aprés des transformations connues,
—aK2a*C?+ r2—2C2r*
(1 —4Ka2Ct) 2

- cos2(0 —0y)=
ou
C?ré—[sin?(8 —8y) +~2Ka2C2cos2 (0 —8,)] r2-+-K2a* C?==o.

Telle est I’équation de la courbe demandée.

REDUCTION DE DEUX POLYNOMES HOMOGENES DU SECOND
DEGRE A DES SOMMES DE CARRES;

Par M. H. LAURENT.

CONSIDERATIONS GENERALES.

Soient f= Za;jx;xjet g = Lb;;x;x;deux polynémes
homogénes du second degré a n variables xy, 22, ... 2y}
nous supposons, comme on a ’habitude de le faire, que
I’on a entre les constantes a, b les relations a;; = a;; et
bij= bj; pour toutes les valeurs 1, 2,3,...,nde i et j.
Posons
‘ Ty =nu)Y1+ Y2yt oo+ YinYn
V Ty = Yn)Y1+ Y222+ oo = Y22Vn,

(1)

E Zp==Yn Y1+ YneYat - T YnnYn>
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les v désignant dans ces formules des coeflicients indé-
terminés et )y, ¥, ...,y de nouvelles variables. Les
fonctions f, g se transformeront en des fonctions de
¥15Y 2 - - -1y n données par les formules

f:-‘ Eaij(‘(n)/l YaYst o YiVn) (YY1t AYtinYn)s
g=Sbi(yayi = tnYat e YinYn) (YA Y+ Vi Yu)s

que Pon peut aussi écrire
S =2t p e 8 = Zhin Y e )y
de sorte que, si I’on pose
a7 05
Saititie = Au,
Zbijtintie = Bu,

u et v étant supposés fixes sous le signe =, on aura sim-

plement
‘f:j ,*\I)/‘f e 1‘\2)/3 i t&n]'/zu
g=Biyi +Boyi ... = Buyi.

Sil’on parvient a résoudreles équations (2)et (3 ) par
rapportaux v;;, les fonctions fet g pourront étre ramenées
a des sommes de carrés au moyen du changement de
variables représenté parles équations (1). Pour résoudre
ces équations, nous procéderons comme il suit : soient
Si(xy, 225+ .. 2,) la demi-dérivée de frelative ax;, et g;
la demi-dérivée de grelative ala méme variable; les
équations (2) et (3) peuvent s'écrire respectivement:

(‘2 II[S) .{Wfl (YIV’A{Z\O LI 7‘{11‘1) T‘—Y?I‘xf?(‘{lw“l’?v’ e 3711’4) .. =0,
(305) T1a &1 (Y Y+ > V) T Y2u 82 (Yam Tam - -+ Tm) 7 -+ 03

et,comme ellesontlieupour p. == 1, 2,3, .. .,n, il fauten
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conclure

fl('{lv,"{ivv' ) ___f‘-’(‘{l'/s‘.’"sz ) —
gl(‘(le?v" .) 82 (‘(lvy\'ﬁ‘n . e ) ’

pour toutes les valeurs 1, 2, 3,...,n de v. Egalons ces
rapports a4 une nouvelleindéterminée X, , nous aurons

( fl(‘{lw‘{'lva- .. ) ‘)ng (Ylvs‘]’?v? .. ) :07
(6) f2('{|vy Y2y -« ) - )\v(é’z (Ylv» Yavy - » ) -0,

Ces équations détermineront les quantités y qui portent
le second indice v. Effacons, pour simplifier, cet indice;
on pourra les écrire comme il suit, en remplacant
Sisfes o -1 81,82, - - - par leurs développements :

(ay— )\bu)‘{x

(@ — kb)) va - o= (@i — 1 0yp) v = 0,

(7)) 4 e s
(@ni— 2bu)v

= (Apa=— Wby va-+ . == (@pp —=2byy) vy = 0.

Commencons par éliminer ~,,~s, . . .,v,3; nous aurons
§ EEREE yny
I'équation du ni*™ degré en %

anl”")‘bll Apa— A bn” s 0. ann“/\bnn

Sil’onappelle k|, hs, . . ., Az lesracinesdecette équation
ctsi, dans les formules (7), on remplace successivement 7.
Par Agyhsy .. ., Ay, elles feront connaitre les valeurs des
rapports v, ya:vst. .. sil'on se donneB,, By, ..., B,
les formules (4) achéveront de déterminer les v;;.

Multiplions alors la premiére formule (7) par vy, la

seconde par vz, etc., et ajoutons, nous aurons

Saiit; = A0y
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A, =B

donc

)
de sorte que

(9) &= Bl}'i’_i‘_ B213—1—+ B,lj';z,,

(10) S =Byt Bohayi+ ..+ B,x 2

/et g sont ainsi ramenés a des sommes de carrés par une
méme substitution linéaire.

Mais, pour que les calculs que nous venons d’esquisser
conduisent a un résultat admissible, il faut : 1°que 'équa-
tionen aiteffectivement zracines; 2° que les équations (7)
soient compatibles; 3° que I'on puisse effectivement
choisir arbitrairement By,B,, ..., c’est-a-dire que les
& (Y1 Yans- . -) ne soient pas identiquement nuls; 4° que
la substitution (1) soit réversible, c’est-a-dire que les y
puissent se calculer en fonction des @, ¢’est-a-dire que les
fonctions transformées.(9) et (10) soient comme les
proposées des fonctions de n variables, ce que nous sup-
poserons; cela revient & admettre que les fonctions fet g
ont des discriminants différents de zéro, et nous ’admet-
trons cffectivement jusqu’a nouvel ordre.

DEMONSTRATION D UN LEMME.

Si U'équation A ==o admet pour racine simple la
quantité k, les mineurs de A ne seront pas tous nuls et
la quantite g (1,3, . . . ) sera différente de zéro ; si, au
contraire, les mineurs de A n’étant pas tous nuls, A = o
admet 'k pour racine double, on aura nécessairement
g(YiyYay---)=o0.

D’abord, siles mineurs de A sont tous nuls, comme

dA da
& Vday v

J
dA - . .
o sera nul et A = o aura A pour racine double au moins.

Si tous les mineurs de A ne sont pas nuls, on a, en
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vertu des équations (7 ),

Loda o da
" aay =V,
dA da

Y"Ea_,-,:\“@,,—,"

et par suite
(12) *:p*rq<ili&—>2:: Yot . G2 Vit L
da;; dap; dag; 'Y dap; day,
Or on a, en vertu d’'un théoréme connu,
2y dA dA dA  dA
et, comme A == o,

da dA dy da
L’équation (12) devient alors
dA 2 dy  da
Triq < > =i ;

da;, da;; dapg’

or, puisque tous les mineurs de A ne sont pas nuls, on

da o
peut supposer —— 20, et alors on a
i

da da
{p Md(l,'j == i (/dap(]’
on en conclut

dA y dA
dar ai; bpg¥pya =it s il—a,,q bpq

ou bien
di dA
(13) d—a«;g,_,.,_ «.,I.ngi_
D o ’ 1 . dA ,. X 1 D .
onc g nes annule quesi —=, 7; ou y; sont nuls. Donc

enfin, sila racine A n’est pas racine double de A =o,
g ne s’annulera que si y; ou y; sont nuls. Supposqps
vi=0; le systéme (7) se réduit en supprimant la j*"°
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ligne a un systéme de n —1 équations homogénes a n —1
inconnues dont le déterminant n’est pas nul, car il est
R Cda . .

égal a day’ Donc il faut que v, Y2, ..., 7y, soient tous
nuls, ce qui est absurde, puisque A = o ; donc v, ne sau-
rait étre nul, donc v; pour la méme raison ne l’est pas
non plus; donc enfin, si A n’est pas racine multiple de
A == o, g ne saurait étre nul.

Ces conclusions tombent en défaut quand tous les
mineurs de A s’annulent. Pour discuter ce cas spécial,
imaginons que les coefficients ay, de la fonction fde-
viennent variables et que, pour des valeurs particuliéres
de ces coefficients, les mineurs de A s’annulent sans que
les mineurs du second ordre passent tous par zéro. Dif-
férentions I’équation (13); on aura, en observant que g
ne contient pas les a;y,

. dzA sa dzAa . ,1\ 0(
‘" ——— Oy T — MY ——— OGN — — O (™
= da,;day, il (i It (i)

>

A, .
—= n’est pas nul, cette formule devient, en suppo-

5 \?

—

sant (l\ = 0
dn

, A E . dA .
(14) SN T dar Sk i s

da;;day,
I1 est facile de prouver que Sk n’est pas nul, il en résul-
l‘Z
di*
dire que si ) est racine triple de A = o. En effet, en dif-
férentiant A = o0, on a

(l\ 2
O(Z/l[_- 0.
da ary

Com ed\ ii—\-
ML =2 daw

tera que g ne peut s’annuler que si == 0, c¢'est-a-
que g

= o. Différentions encore; nous
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RS
-
-
2

d dAa
-.f/—)-\ d(l‘-l

A
-— —_—— 0 %A ;; == 0
(,l(l/;/dd{j Y ’

formule qui se réduit, dans nos hypothéses, a

As

SAGA

3
S

d?A .
E—

)2

da | dzA .
- 00— ———— 3@,,5;; == O.
(l[lgy.[ (l(l,'l-/da,‘j Y

On voit que 5 non seulement n’est pas nul, mais en
. . ({2-\ ) N
général a deux valeurs si —53 west pas nul; quant a
d2A o . s ,
—————— Gay, il est différent de zéro pour des valeurs
da[jda/,,

convenables des cayy, sitous les mineurs du second ordre
de A ne sont pas nuls, comme on I’a supposé.

La formule (14) montre que, si A =0 a une racine
triple sans que tous les mineurs du second ordre de A = o
soient nuls, g sera nul. Le cas ou tous ces mineurs
scraient nuls se traitera en différentiant (14) avec la
caractéristique ¢, et ainsi de suite.

DISCUSSION DES RESULTATS.

Supposons que l'équation A n’ait que des racines
simples finies et dilférentes de zéro. Les équations (7)
donneront pour chaque valeur de A des valeurs bien
déterminéesdey,: y2:vs: .. ..Les mineurs de A n’étant

as tous nuls et — dx
P an

choisis différents de zéro, et la substitution (1) aura tous
ses coefficients bien déterminés; j’ajoute qu’elle sera
réversible, c’est-a-dire que son déterminant T sera dif-

étant finis, By, B,, ... pourront étre
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férent de zéro, ¢’est-a-dire que les y seront des fonctions
des x. En eflet, en vertu de (3 bis) etde (4), on a

£1(Y11> Y125 o+ Yin) &2(Y115 Y125 cevs Yin)eee '
'l 2y (Yars Yazs o5 Yan)  Ga(Yat Yazs «oes Y2n)--- =B,;B;...B,;

mais, By, By, ... élant différents de zéro, il faut que T
lui-méme soit différent de zéro. C. Q. F. D.

Je suppose que A soit racine double de A =o.En
général, la réduction de f et g a des sommes de carrés ne
pourra plus se faire parce que, g = B étant nul, T l'est
aussi; pour parler plus exactement, la réduction a une
somme de carrés est encore possible, mais la transfor-
mation (1) n’est pas réversible et elle altére la nature des
fonctions f et g.

Cependant, si tous les mineurs de A = o étaient nuls,
g = B ne serait plus forcément nul et la transformation,
loin de ne plus ¢tre possible, pourrait s’effectuer d’une
infinité de maniéres, puisque les équations (7), se rédui-
sant a n — 2 distinctes, fourniraient une infinité de sys-
temes admissibles pour les quantités y,: v, ¢ .... Lavaleur
) double étant connue, on pourra disposer de ces systémes
de maniére a satisfaire a (2) et (3).

Si I’équation A = o avait une racine triple, la réduc-
tion a des sommes de carrés redeviendrait impossible, a
moins que tous les mineurs du troisiéme ordre de A ne
fussent nuls, et ainsi de suite.

Maintenant supposons que I’équation A = o ait une
racine nulle; f aura son discriminant nul et sera une
fonction de n— 1 variables seulement, de sorte quun
carré devra disparaitre de I'expression de f. C’est ce qui
aura lieu par I'application de la méthode expliquée plus
haut. Le cas ou A = o aurait une racine infinie sans avoir
de racine nulle pourra étre évité en considérant la fonc-
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tion g — 7 f ala place de f—) g. Enfinle cas ou A = o
aurait a la fois une racine nulle et une racine infinie
sera le seul qui échappera a notre méthode; mais, dans
ce cas, f et g sont tous deux des fonctions de n—1
variables au plus et cest alors sur ces variables réduites
a leur minimum qu’il conviendra d’appliquer la méthode
exposée.
En résumé :

Ltant donnds deux polyn(‘)mes homogénes du second
degré f et g a n wariables, on pourra toujours les
transformer en des sommes de carrés au moyen d une
substitution linéaire réversible, & la condition que le
discriminant de f—)g, égalé a zéro, n’ait que des
racines simples, ou que, s’tl a des racines multiples, a
chaque racine d’ordre m correspondent des mineurs
d’ordre m— 1, du discriminant de f—).g, tous nuls.

Maintenant considérons les formes réduites de fet g,
ct supposons les coefficients de ces deux fonctions réels;
I'équation A = o n’aura pas en général toutes ses racines
réelles, de sorte que, l'une des formes réduites étant a
coefficients réels, 'autre ne sera pas nécessairement a
coeflicients réels; la substitution (1) elle-méme pourra
fort bien n’tire pas réelle. Il importe cependant de
discerner les cas dans lesquels on aura affairc & des
substitutions réelles; or la forme particuliére de la fonc-
tion A permet de compter a priori et assez facilement le
nombre des racines réelles de A == 0. On a, en eflet,

dz A E dA (A )-’
" day,da, -1,n 1 day,, da/L—l,ll-'l \da/z—l.n

9

ou, en appelant A, ce que devient A quand on supprime
la dernitre ligne et la derniére colonne, A, ce qu’il
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devient quand on supprime les deux derniéres lignes et
les deux derniéres colonnes, ctc.,

AL A dA < da >2
S dau—l,n--l dandl,n

On aurait des relations analogues entre Ay, A, Ay, entre

Ao, Ay, Ay, ete., ctlon voit que, si A, s’annule, A et A, se-
. . ’ ’ . I

ront de signes contraires. En général, si A; s’annule, A;,

et A;_, seront de signes contraires. Cette régle n’est

malheureusement pas sans exception, et, A, s’annulant

si—— est nul, on voit que A ou A, s’annulera aussi.
n,n—1

Quoi qu'il en soit, les cas ou la remarque faite tomberait
en défaut seront exceptionnels, et quand A, Ay, A, ...
seront tels que pour ) == + o= et — % ils ne présentent
que des variations dans un cas, et que des permanences
dans’autre, A == o aura toutes ses racines réelles.

L’équation A = o auratoutes ses racines réelles lorsque
I'une des fonctions f, g sera une somme de carrés tous
positifs ou tous négatifs. En eflet, les racines de A = o
ne changent pas par une substitution orthogonale rame-
nant f seul 4 une somme de carrés

Ao Agad L Ay,

Tous ces carrés étant censés positifs, on peut faire la sub-
v kX
\/A1 \/ A,
qui raménera a la fois f et g 4 des sommes de carrés

aura pour équation A =: o une équation de la forme

stitution @, == y Xg = » -+ +; alors la substitution

bay  ba—0 ... by, | =0,

i bll_" A b12 bin
|

laquelle a, comme I'on sait, toutes ses racines réelles.
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INTERPRETATION GEOMETRIQUE.

Pour faire une application géométrique des principes
précédents, supposons que f= o et g = o représentent
deux surfaces du second ordre; les coefficients de f et g
seront supposés réels. Dire que ’on peut ramener fet g
a des sommes de carrés par une méme substitution li-
néaire, c’est dire que deux surfaces du second ordre ont
un tétraédre autopolaire commun. Les théorémes établis
plus haut s’interprétent donc ainsi :

Deux surfaces du second ordre qui ne se touchent
pas, car alors on n’a pas & la fois

S0, g0, femmroee.mmh

ont toujours un tétracdre autopolaire commurn.

Deux surfaces du second ordre qui se touchent en un
seul point n'ont pas de tétraédre autopolaire commun.

Deux surfaces du second ordre qui ont un double
contact ont une infinité de tétraédres autopolaires
communs.

Deux surfaces circonscrites n'ont pas de tétraedres
autopolaires communs.

QUESTION. .

1356. Il y a deux cubiques passant par huit points
donnés et tangentes a une droite menée par I'un de ces
points. (E. G., ancien éléve du lycée de Reims. )

1357. ABC étant un triangle donné, on joint ses som-
mets &4 un point O de son plan par des lignes droites
qui déterminent sur les cotés du triangle six segments :
trouver le lien du point O pour lequel le produit de
trois segments non consécutifs est constant. (Barsarin.)
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SUR LA DETERMINATION D'UNE LIMITE SUPERIEURE
DES RACINES D'UNE EQUATION;

Psr M. G. CANDEZE,
Eléve de PEcole Polytechnique.

1. La régle de Maclaurin, ou mieux encore celle de
Lagrange, donne immédiatement une limite qui ne dé-
pend que du coefficient de la plus haute puissance de x,
du rang du premier terme négatif et de la valeur absolue
du plus grand coefficient négatif, mais nullement de la
place de ce dernier; il est évident ccpendant que son
rang doit avoir une importance souvent fort grande : par
exemple, la plus grande racine de I’équation

X’ —100x*—1=0

est supérieure a 100, tandis que la plus grande racine
de I'équation

x%— x*—100=0
est inférieure a 3, bien que larégle de Maclaurin donne
la méme limite pour les deux équations.

Je me propose de donner une limite qui fasse inter-
venir le rang du terme négatif dont le coefficient est le
plus grand en valeur absolue.

Considérons une équation telle que le coefficient de la
plus haute puissance de x soit le plus grand en valeur
absolue; une telle équation admet 2 comme limite supé-
rieure des racines. En eflet, soit A, le coefficient consi-
déré;; si le polynome

(1) Agzm— Agam—t—. .. — A,

est positif pour une certaine valeur de x, le polynéme

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XX. (Février 1881.) 4
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proposé
(2) Ajzm 4+ A jz™m 1+, ..+A,

le sera certainement. Or 2 est une limite supérieure
pour le polynéme (1) : donc 2 est aussi une limite supé-
rieure pour le polynéme (2).

Remarquons d’ailleurs qu'on peut obtenir une limite
plus petite que 2 en appliquant, par exemple, la méthode
de Maclaurin, ou telle autre que I'on voudra.

Cela posé, considérons une équation entiére quel-
conque; formons 'équation qui admet pour racines les
racines de la premiére, divisées par p. Si I'équation pro-
posée est '

Agzm - Ayam=t-i- .+ Ay =,
la transformée sera
prA e - pr Tt A ey - A, =0,

ct I'on peut toujours choisir p de telle sorte que le coef-
ficient Aop™ soit le plus grand en valeur absolue. Pour
cela, on comparera tous les termes au premier, et I'on
verra quelles sont les valeurs & donner a p pour que Ay p™
soit plus grand que chacun d’eux : la plus grande valeur
de p sera une valeur cherchée.

Si nous formons les coefficients successifs, nous pour-
rons appliquer une des régles connues; mais, si nous
voulons opérer plus rapidement, nous pourrons prendre
2 comme limite supérieure : alors une limite pour I’équa-
tion proposée sera certainement 2p, ou plus générale-
ment, si nous avons trouvé / comme limite de la trans-
formée, une limite supérieurc de la proposée sera
certainement Ip. ‘

Cette limite est, en général, beaucoup plus avantageusc
que la limite de Maclaurin ou de Lagrange, a moins que le
plus grand coefficient négatif ne soit le premier des coef-
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ficients négatifs ; dans ce cas, il est préférable d’appli-
quer une autre méthode.
Considérons, par exemple, 'éguation
s ] pic, 1'eq

x-+ 227 — 22°%+ 62% — ozt

“+1002%— 4oox? 4 152 + 30 =0
b

la régle de Lagrange donne
3 grang
N [T
1+ \/jo0 = a1.

Formons la transformée : pour p=3, on voit facilement
que le premier coefficient est le plus grand; donc 6 est
une limite supérieure des racines. Si nous voulions cal-
culer les cocfficients, on pourrait, en appliquant a la
transformdée une des méthodes connues, trouver une li-
mite inféricure a 2, par suite pour la proposée une limite
inférieure a 6, mais le calcul serait alors plus long.

2. On peut cncore employer un procédé du méme
genre pour rendre la méthode de Maclaurin plus avan-
tageuse. Changeons x en py ct déterminons p de fagon
que le plus grand des coefficients négatifs soit le plus
grand des coefficients de méme signe; en appliquant
a P’équation transformée la méthode de Maclaurin ou
celle de Lagrange, on obtiendra une limite qui, mul-
tipliée par p, donnera une limite de la proposée.

11 est plus avantageux d’opérer ainsi lorsqu’on ne veut
pas sc contenter de 2 comme limite dans la méthode
précédente et qu’on veut appliquer 4 la transformée une
des méthodes connues.

3. On peut, en appliquant toujours ce mode de trans-
formation de x en py, trouver d’autres limites plus ou
moins avantageuses, suivant les cas, mais plus compli-
quées. Par exemple, on pourrait encore, en remarquant
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qu’une équation qui a ¢ termes négatifs admet 1 comme
limite supéricure lorsque le premier terme est au moins
égal a la somme des coefficients négatifs (a fortiori
q foisle plus grand terme négatif), rendre le premier coef-
ficient plus grand que la somme des coefficients néga-
tifs ou que ¢ fois le plus grand dans I'équation trans-
formée ; si pour cela il faut changer x en py, p est une
limite supérieure. Si nous appliquons cettec méthode a
Pexemple précité, on voit que 3 est une limite supé-
rieure.

4. On peut a la fois tenir compte du rang du plus grand
coefficient négatif et du nombre des termes négatifs de
la facon suivante :

Considérons une équation

Agam+ A1+, . =o.

Multiplions par p le premier membre de I'équation,
p étant le nombre des termes négatifs; cc premier
membre est la somme des termes positifs dilférents du
premier, plus le premier diminué de la somme des
termes négatifs. Si nous rendons cette derniére partic
positive en substituant un nombre a, ce nombre a sera
une limite supéricure pour le polyndéme proposé. Or le
premier terme est maintenant pA,x™, et la partie du
polynéme que nous voulons rendre positive peut étre
considérée comme la somme des premiers membres de
p équations binomes dont le premier terme serait Ao x™
et le second terme un des termes négatifs du polynome
multiplié par p. La plus grande des racines de ces équa-
tions sera une limite pour le polynome.

Pour avoir cette limite, on opérera donc dela fagon sui-
vante. On considérera un terme négatif du polynome, soit
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7 /A, . , .
— Ay xme, \/A—” sera la racine d’une des équations
0

-binoémes dont nous venons de parler; la plus grande va-
leur que prendra cette quantité, lorsque ’on considérera
successivement tous les termes négatifs, sera une limite
pour le polynéme.

SUR LA DETERMINATION DU CERCLE OSCULATEUR
I’UNE COURBE A DOUBLE COURBURE;

Par M. E. HUNYADY,

Professeur a 'Ecole polytechnique de Budapest.

En désignant par x, y, z les coordonnées orthogonales
d’un point d’'une courbe a double courbure, par «, 3,y
ct r les coordonnées du centre et le rayon du cercle os-
culateur; en outre, considérant &, y, z comme les fone-
tions d’un paramétre variable ¢, il est bien connu que
le cercle osculateur de la courbe au point x, y, z est
déterminé par les équations suivantes :

1) (@ — 2 (= B (5 — )= 1%,
g alz— )+ q(y—8) +e(s—1) =o,
da—a) V=8 = =—(F)

'4 ?<bc'—b'c><-r—u>+<ca/-c'a><y—?»>
+ (ab'—a'b)(s—y)=o,

en posant, pour abréger,

dr dy dz
3 a=Y w=Y a=°
) dz _ , dy_,, d's__
AE =% e % ap T ¢
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On sait que la résolution du probléme en question dé-
pend essentiellement de la résolution des équations (2 ),
linéaires en x — «, y — 3, z — . Clest la résolution du
systéme mentionné a laquelle je prends la liberté de
vouer ces lignes. . )

En tirant la valeur de x — o des équations (2), on
trouve, par la voie du calcul des déterminants, que

a b
a b ¢ (x—n)

be' —b'c ca'—ca al—a'b |

(s
T\ de

Pour transformer la valeur de x— 2 exprimée par
cette équation, multiplions cette équation par la sui-

ca'—ca al—a'b |
b c i

vante:
l a b ¢ i b
! c
ja b= .
| ’ o ¢
|1 o O '

Le résultat de la multiplication sera

a+ b+ aa -+ bbb+ cc a |
!

aad' + bb'+cc' a?+ b?-+ c? a' i(x— )
o o be' — Ve |

) —a(bc'—b'c) —a(bc'—1b'c) |
ds\? , 2 2
- (Zﬁ) (_15 R fif EI~S —aad’ i
(2 dt de l

En chassant le facteur commun (b¢’'— &'c) dans cette
équation et en remarquant que, d’aprés les notations (3),

ds\?
2 2 2 -
at+ b+ ¢ _<dt>’

, r o ds d’s
aa'+ bb' = I

on a
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en outre que le déterminant a droite, abstraction faite
du facteur bc’' — b'c, se laisse transformer dans le suir-

vant
—a —a'
"ds\?* ds i’_s ’
dt de det |

on aura, pour la détermination de la valecur de x — o,

(a’s>2 ds d*s a o
dt dt de: “ds\ 3
‘ (x—a):(§§> ds ds |,
| ds 5y e S
dt de?

d’ou l'on tire facilement la valeur de & — «. On obtient
les valeurs de yy — B3, z — v par une voie analogue, et
enfin la valeur de » par I’équation (1).

SOLUTION D’UNE QUESTION DE LICENCE

(FACULTE DE LILLE. — NOVEMBRE 1878);

Par M. E. FAUQUEMBERGUE,

Maitre répétiteur au lycée de Saint-Quentin.

Une surface de révolution autour de lI’axe des z, en
coordonnées rectangulaires, est définie par 1’ équation
z=f(r), r étant la distance d’un point de la surface
a Uaxe de rotation : trouver U'équation différentielle
en coordonnées polaires des projections sur le plan xy
des courbes tracées. sur cette surface, et qui jouissent
de la propriété que le plan osculateur en chacun des
points de l'une d’elles comprenne la normale & la sur-
Sface au méme point; prendre r pour variable indé-
pendante.
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Le plan osculateur enun point (x, y, z) d’une courbe
a pour équation

AX —2)+B(Y —1)+C(Z —
en posant

z)=o0,

A=dyd*s —dsd?*y,
B=dsd?xz — dx d?*s,
C=dzd*y —dyd*x

Les équations de la normale a la surface au méme
point sont

X — 2+ dqx‘(Z_;)::o’

ds
Y — Yy -+ aj—,(Z—,u)wO.
La normale sera dans le plan osculateur si ’'on a
Or,

o = rcosb, y-—=rsinb,
d.r d*x

=080 -rsin()-d-0 --————‘)s'n()glﬁ— . 0(10- -5 0(150
v dr e = 28 o —rcosbos —rsind oo
dy . X dy A2y db L., de? ) 29
P sinf + r cos® P 2 cos® . 7 sin® 2 -+ rcosb e
ars [ . i d())

A= P (bme -+ rcosf E
ds [ do ds? dz6"

_ i bl 0,

ar <2 cos® ar rsinf e -+ rcos dzl/)
d*s db

B—=— 7 (cosﬁ — rsin® El7>
d_z 2 $1 (ide'—+-rcos()d02 -7 sl edﬁe

— d,' (_, mn dl_' df‘é —+ 7" S1n F )

. ’ . d()) 4 db . d*e dz0
C= (\cose -— rsinf (—{;/ (\2 cosf i sin® Z —+ r cos® 7 2)

. db / dr db? d20
+<sm0+lcosﬁ(~{;()<\osm0 de—i—rcosed +rsm0d )
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D’ailleurs,
d_z o c_ls dr ds

dz " dr dw  ar °%
ds _dsdr _ds . 0
3‘}—/_d—ray__(—l,;sm
Donc
A%-@—BZ—;—C: g;(Acose—;—BsinQ)—C.
Mais

2
Acose—y—BsinB-:f’/(r)r;L?_ +f’(r)<2 gg 4 d 0),

r L
dre

G ®  ad® d*
Tl A T A

L’équation différentielle des courbes est donc
! ~ 4 . > de
S ey ar

2 3
_.f@(r)<2j—i-;—1'(1—0>——2L—19-72d6 -

ar® dr Cdrs T g T
ou
d?9
19 i
rli+4f (r)]a,r2
T Y R
2l = ()} ot o = o

SOLUTION D'UNE QUESTION D’ANALYSE PROPOSEE
AU CONCOURS D’AGREGATION DE 1879;

Par M. P. BARBARIN,

Professeur au lycée de Nice.

On donne un ellipsoide et, sur cette surface, deux
peints diamétralement opposés A et Bj; on joint les
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points A et B & un point variable m de Uellipsoide :
1° trouver une surface S telle que le plan tangent au
point M, ot elle est rencontrée par la droite Am, soit
parallele a la droite Bmj 2° trouver sur cette surface
une courbe telle que la tangente en chaque point M de
cette courbe et lintersection du plan tangent & la sur-
face en M avec le plan qui passe par ce point M et par
le diamétre AB soient deux tangentes conjuguées par
rapport & la surface.

1° L’ellipsoide, rapporté a la droite AB comme axe
des x et a deux diamétres conjugués Oy, Oz du plan
conjugué a Ox, a pour équation

2
)

z .
oy Sy T = 1.
at b c

I A

IS

S$i xy, yy, 2, sont les coordonnées du point va-
riable m, on a doncla relation

|(~s
-
o

Yioos
(l) —\—F—r—c‘z_l

a

Soient x, y, z les coordonnées du point M de la sur-
face S. Puisqu’il se trouve sur Am, on a les égalités
r—a ¥

2 _— I e T
( ) Xy —a D

|

u

1

Enfinle plan tangent au point M a la surface S a pour
équation
Z—s=p(X—z)+q(Y—y),
cn désignant par p, ¢ les dérivées partielles ds > ds Or
dz” dy

il doit étre paralléle a la droite Bm; par conséquent
(3) p(x,+a)+qy,— 5,=o.

1 ne reste plus qu’a éliminer x,, y,, z, entre les équa-
tions (1), (2), (3.
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Les équations (2) donnent facilement
xr—a ¥ _ple—al+qy—=3
- —2ap ’

Ly — a Y1

KUY

d’ou
_ 9y —3—p(zr—a)

DT pe—ayrqy—=
.—-QP”/

- a 2 ’

) plx—a)+qy —s

s a —aps .

Pz —a)+qy—3

Je substitue ces valeurs de x,, y,, z; dans I'équa-
tion (1) et J’ai, en réduisant,

P[P v f_:\) B (x-a)(o,v_ls)]zo'

X bz c? ) a*

Or, sur la surface cherchée, p n’est pas nul, car, s'il
I’était, cette surface serait un cylindre ayant ses géné-
ratrices paralléles a AB. Son plan tangent au point M ne
serait donc autre que le plan AmB, et la surface serait
ce plan lui-méme; or ce plan est quelconque : donc tous
les points de l'espace jouiraient de la propriété des
points M. Nous excluons cette hypothése en supposant
pZo; il reste donc I’équation

Yooz (x—.-a)(qy—':,)._
P(“b‘z*“*‘ c—2>— =0,

qui est I’équation aux dérivées partielles de la surface S.
Pour I’intégrer, je résoudrai le systéme
dx dy dz
—_— e —_ —
2 (x—a)y (x—a)s

a? a?

1

y?
F —+

Qll
1)
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(ui donne successivement

dy _ds

¥ — ou y=0Cs,
et
—_— 2 ~2
D st (4 %t =0,
a? b? 2
ou
r—a ‘G2 1
— d. +(57+E§>5dz“0’
ou enfin
(z —a)? v 52
e ~~+—-b~2—+-?——'C,.

I.’équation générale de la surface S est donc

(3) R -1

a? S ¢ 3

La génération de cette surface est fort simple; elle est
produite, en effet, par des ellipses qui sont les intersec-
tions de plans conduits suivant AB avec des ellipsoides
homothétiques au proposé et ayant le point A pour
centre.

Solution géométrigue. — Des considérations géomé-
triques extrémement simples permettent de conclure
immédiatement ce résultat. En effet, dans I'ellipse sui-
vant laquelle le plan AmB coupe I'ellipsoide proposé, les
cordes Am, Bm sont conjuguées. La tangente alasection
delasurface S par ceméme planest MT, paralléle aBm, et
par conséquent aussi conjuguée de la direction AM; cette
tangente est la méme que celle de I'ellipse qui a A pour
centre et est homothétique de I’ellipse AmBj; donc cette
cllipse est la section de la surface par le plan AmB.

En particulier, tous les ellipsoides homothétiques au
proposé et ayant A pour centre rentrent dans la caté-
gorie des surfaces S ainsi engendrées.
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2° L’intersection du plan tangent a la surface en M
avec le plan AMB n’est autre chose que la tangente au
point M a Uellipse génératrice du plan AMB. Ses équa-

tions sont

L Y
L—z=pX—2)+q(Y—y), ;:

u N

ou
X—2z Y—y Z—x
s—qy Py . Ps
Celles de la tangente ala courbe cherchée au point M
sont

X—z Y—v Z-—=z

Tdr T Tdy T ds
Ces deux droites doivent étre des tangentes conjuguées,
¢’est-a-dire étre paralléles a deux diameétres conjugués de
I'indicatrice au point M.

Au voisinage du point M, le Z de la surface S peut se
développer, d’aprés le théoréme de Taylor étendu aux
fonctions de deux variables, en série ordonnée suivant les
puissances croissantes des accroissements X —x, Y — ¢
des variables x, y; ainsi

/

ds ds
1=z —_ —x) - —_
—+ dx(X x) —+ dy (Y—y)

1 [d25
| o (X

- —_—
1.2

, A2 _]_dzz .
-2 (—lw(x—.T)(Y—y) t *[Z}—/E(Y—_:Y) ]+...

ou, aux infiniment petits du troisi¢éme ordre prés,
L=s+pX—a)+q(Y—y)

o [r(X— @) as(X —2) (Y —2) + £(Y —y)*],
en posant, suivant 'usage,

d®s ds o d*s
=" Gdy =S @
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Un plan paralléle au plan tangent au point M, et infi-
niment voisin, a pour équation

—s—p(X =) —g(Y —y) =

Si donc on élimine Z entre ces deux derniéres équa-
tions, on a

rX-—a)2+a2s(X—z2)(Y—yp)+ (Y —y)2=2¢,

¢quation qui est celle de la projection de I'indicatrice sur
le plan xy.

Or les projections de deux diamétres conjugués d’une
conique sont des diamétres conjugués de sa projection
donc 1l doit en ¢tre ainsi pour les deux tangentes dont
nous nous occupons, ce qui nécessite la relation

o ,.( ey ary_,_ prdy
" \s--qy  dx de(s—qy)

ou
[r(z—qy) +psylde +[s(s—qy)+ ptyldy—=o.
C’est T'équation différentielle qui définit la courbe
cherchée sur la surface S. Cette équation peut se simpli-
fier en la mettant sous la forme

(6) (rde-+sdy)(s—qy)—+py(sdx -+ tdy) = o.

Si, en efiet, on tient compte del’équation (4) et qu’on
élimine z — ¢y entre elles, on a

-2 ~2 —
P [(r(fx --sdy) <%— -+ %) — (sdx —+ tdy) x—a‘_,—ay] =o.

Sil'on suppose p = o, 'équation (4) donne z—gy =0
ou x— a=o. Dans le premier cas, I’équation (6) cst
vérifiée identiquement : donc les courbes déterminées
par les équations

p=10, s—qy=o,
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¢’est-a-dire

s=f(y), 5= F(.l'),

sont des solutions singuliéres de la question; en élimi-
nant z, on a, par I’équation

=yF(x),

les projections de ces solutions sur le plan 20y.

Dauns le second. cas, puisque rrdx + sdy = dp, I'équa-
tion (6) est aussi vérifiée : donc les intersections du plan
x ~— a = o avec les cylindres z = f(y) paralléles 4 Ox
sont de nouvelles solutions singuliéres. En écartant ces
deux systémes et divisant par p, on a

2 ~2
(7) (1-dx—1~3d)f)<-2_2 + ;»—-(sdx +td)) ~y—o

ou bien, sous forme abrégée,

(}’); 52 )dp——(r—(;gaﬂ

Si, dans cette équation, on suppose z remplacé par sa
valeur en fonction de x ct de y tirée del’équation géné-
rale dela surface S

r (& —a)y 2 22y
a? b c?

+ 55+ 5o = |== o,

il reste une équation diflérenticlle linéaire du premier
ordre de la forme
Mdx + Ndyv = o.

L’intégration de cette équation fait connaitre la pro-
jection dela courbe cherchée sur le plan x0y. Cettein-

tégration n’est possible qu’autant qu’on particularisera
la forme de la fonction F.

Application. — Je considére en particulier, parmi
les surfaces S, les ellipsoides homothétiques au proposé,
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et ayant A pour centre,

(x — a)? y? =2
Ta tEtaTh
Dans ces surfaces, on a
x—a 3 ctr—a
T T EP=0 PET
y s cty
65"'25’1:0’ 1= 5z
_dp —(T—a)p ct (x —a)
e N E s
dp dgq ¢ —q c
Ty Tde @ T s (T ey
=g __s—gqy ¢ (3
T dy b 033\ ¢ b2

Si nous substituons ces valeurs dans 1’équation diffé—
q

rentielle (7), mise sous la forme

(7

celle-ci devient

¢’est-a-dire

L (T st
s ! b c? ' azl_‘y
s xr—a
- _ITITF —Ee)

dx —o0, & = const.

Les courbes cherchées sont donc les intersections des

ellipsoides homothétiques

(r—a)? y?
R

=h

par des plans paralléles au plan yO'z.
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Ce résultat est facile 4 démontrer géoméiriquement.
En effet, soient M un point quelconque de la surface S
et AMC la section de cet ellipsoide S par le plan AMB; la
tangente MS 4 la courbe cherchée au point M, devant
étre conjuguée de la tangente MT a la conique AMC et
étant d’ailleurs conjuguée du rayon AM, est conjuguée
au plan ATM, et, par suite, paralléle au diamétre con-
jugué de ce plan; elle est donc située dans le plan dia-
métral conjugué de AB, qui est paralléle 4 y Oz, et par
conséquent est elle-méme paralléle au plan yOz. La
courbe cherchée est donc plane et consiste en l'inter-
section del'ellipsoide S par un plan quelconque parallele
au plan zOy.

SOLUTION DE LA QUESTION PRQPOSEE EN 1879 POUR LE
GONCOURS D'ADMISSION A L’ECOLE POLYTECHNIQUE;

Par M. MORET-BLANC,

Professecur de Mathématiques spcciales au lycée du Havre.

On donne une conique rapportée a ses axes

5

x|y
ATETD
et un point M sur cette conique ; par les extrémités d’un
diamétre quelconque de la courbe et le point M on fait
passer un cercle : prouver que le lieu décrit par le
centre de ce cercle est une conique K passant par Uori-
gine O des axes.
8i autour du point O on fait tourner deux droites
rectangulaires, elles rencontrent la conique K en deux
points : prouver que le lieu des points de rencontre des
tangentes menées en ces points est la droite perpen-
Ann. de Mathémat., 2° série, t. XX (Février 1881). 5
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diculaire au segment OM et passant par le milieu de
ce segment.

Par le point O on peut mener, indépendamment de la
normale quia son pied au pointO, trois autres normales
ala cbm’que K:

1° Dans le cas particulier o la conique donnée est
une hyperbole équilatére et oulona A =1et B=—1,
montrer qu'une seule de ces normales est réelle et cal-
culer les coordonnées de son pied.

2° Dans le cas général, trouver l'équation du cercle
circonscrit au triangle formé par les pieds de ces trois
normales.

Soient x4, 7o les coordonnées du point M et

.1’ =TImnx
I'équation d’un diametre de la conique. Celle d’un cercle
passant parles extrémités de ce diamétre et par le point
M scra de la forme

.

at g

N -+ B! + Ay —mx)(y-+mx—y,—ma,)=o0,
en remarquant queles sécantes communes a une conique
ct a un cercle sont égalementinclinées sur les axes de la
conique.

L’équation développée devient

&--—Am-) a - <B : X>y2-)\('y0+m<l‘o)(}’—mx‘):o-

La condition pour qu’eclle représente un cercle est

1 1
. AT B
x — A mi= B +2%, dou A= ;-_,_7

I'équation du cercle est donc

<_' l;—)(xz 3,2)—;—<%——%)(yo—'f—m:co)(y——mx):o.
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Les coordonnées de son centre sont déterminées par
les deux équations

1 m? 1 I
2 X+_]§— r—\g—x m(y,+mx,)=o,

e m*\ I 1> ’ .
2 -K—%——]g‘ -+ E—K ()0—}—772.1‘0)_0.

Ajoutant a la premiére la seconde multipliée par m,
on a I’équation
x+my=o,

qui peut remplacer la premiére, et qu’on auraitpu éerire
a priori, car clle représente la perpendiculaire élevée
par le point O sur le diamétre y — mx = o de la conique,
qui cst unc corde du cercle.
On en tire
x
me=—";

’

substituant cctte valeur dans la seconde équation, il
vient

2

x: 1/1 I \
Frxtalp K) Yoy =@z} =0,
ou )
A—B
(1) Aa?+-Byr+ — (Yoy —xyx)=o0,

¢quation dulieu des centres des cercles : ¢’est une conique
passant par Porigine, de méme espece que la proposée,
¢t qui lui deviendrait homothétique en la faisant tourner
dego®.

L’équation du systéme de deux droites rectangulaires
meunées par Porigine étant

Y+ hkxy—x*=o,

I'équation

B4+ +dkzy+ (A—)1)x*+ S (Yoy —axz)=0
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sera celle d’'une conique passant par U'intersection de la
conique K et du systéme des deux droites. On peut
déterminer % de maniére que cette conique se réduise a
la tangente en O ala conique K,
Yoy — Tox =0,

¢t a une seconde droite passant par lintersection des
cotés de I'angle droit avec cette conique. Il faut et il
suffit pour cela quel’ensemble des termes du second degré
soit divisible par y,) — x,x, c’est-d-dire qu’on ait

B+ +(A—N)x*+ Ay =(yoy —xs2)(ny+mzx),

d’ou
B+r=ny, A—A=—max, Ic=my,—nxz,,
ct par suite
»+B A—A
= — — > = ——
Yo 0
= (A—A)yv, - (A —+ B)‘Z‘()’
2y Jo
Bai + Avd

= .
k(ys — xct— kxyy,)

k n’entrant que dans 2, on peut conserver A comme scul
paramétre variable,

77zx*+zzy:()_,\)§+(x.i_B);/_',
[ 0

ct Péquation de la droite cherchée est

: A—B
‘A<£+Q/—>+Bl—;\ A
Lo Yo Yo Lo 2
Elle passe par le point fixe déterminé par les deux
équations
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dont les coordonnées sont

__A-B __  A—B_
IESAEB)TY T TSy

La polaire de ce point par rapport a la conique K est
A—B
I:zAx, - xo] x
A—B A—B
-+ 2B)’1+ - 5—3'0 Y+ —2- (]/0(}'1_‘1'01';):0.
En mettant pour x, ety leurs valeurs, il vient, réduc-

tions faites,
z

|+

2
’),(l

2
0 . J—
— — o,

o+ Yo — >
équation d’une droite perpendiculaire sur le milieu de
OM, et qui est le lien des points de concours des tan-
gentes menées a la conique K par les points ou elle est
rencontrée par les cotés d’un angle droit pivotant autour
du point O. 1l est remarquable que ce lieu soit indépen-
dant des axes de laconique donnée et qu’il reste le méme
pourvu que le centre O et le point M restent fixes.

L’équation delanormale ala conique K au point (x, y )
est

Y_),__éBy+(A—B)J'o

= Az —(A—B)z, X T)

Si elle passe par P'origine, les coordonnées de son pied
satisfont a I’équation

4(A—B)zy —(A—B)(yox + 20y)=0
ou

(2) haxy —yox — xyy =o.

C’est le lieu des pieds des normales menées du point
O 4 toutes les coniques K que I'on obtient en faisant
varier la grandeur des axes de la conique donnée.
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1° Dans le cas particulier o A = 1, B=— 1, 'équa-
tion de la conique donnée est

et I'on a

L’équation de la conique K devient
X2 —y -y, ¥y — xyx =oO.

En éliminanty entre cette équation etl’équation (4), et
supprimant la solution x = o, on a I’équation

162° — 2h 22+ (9l + 3y ) — xy (22 + y2)—o,

(ui détermine les abscisses des pieds des trois normales
autres que celle qui a son pied en O.

X . - )
En posant x =a’+ ?0, clle devient, cu égard a

2 2 __
Ly—Ye =1,

\ 1
162 — 34" — ~x,=o0
9
ou
FENC V.. g
16 32

de la forme 2" +- px’ “+qg=o. L'cxpression

devient 101 J" >o L’équatlon n’a qu'une racine réelle,

calculable pal‘ la formule de Cardan:

II \/10—“)0"5_\-1‘0_"0

On a ensuite
Yo |
VT e —zy
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on trouverait d’ailleurs

\/x0+ yo—\ ~170—V0

4

2° Revenons au cas général, et soit

}"“ -+

(3) «2*+y*— 20z —2B8y+S=o0, S—=a+f2—-R2
I’équationdu cercle passant parles pieds des troisnormales
autres que celle qui a son pied en O.
. — T
En reportant la valeur y = e
tion ( 2), d’abord dans celle du cercle, puis dans celle de
la conique K, et supprimant la solution x = o, on a les

deux équations

> tirée de I'équa-
0

162t — 8z, | x*+ 16az, ’ x— 22x] i x+ xS o,
— 322 | —8By, i +28y0xy |
+ 16S — 82,8 |
+ )
7|
16A2* —8(2A —B)xyx? + [(SA—4B)zl+ (2A—B)yil >

A—B 2 o
(G y5) =0,

qui déterminent les abscisses des points d’intersection de
I'hyperbole (2) avec le cercle ct avec la conique K. La
premiére doit admettre les trois racines de la seconde.
Ecrivant que le reste de la division de leurs premiers
membres est nul quel que soit x, on a, pour déterminer
2, B et S, les trois équations du premier degré
16A28 — 16ACx 2 — 8A2y, B + 4C?22 — ACyi =o,
8A22,S —8ACZ}x —2A(A+C)yla

—2A%x,y, B+ 2022} +C x,y:=o,

9 .2 9 ! C2 9 9 9
ArziS—ACz)(z} +}’3)“ iy Twa(wa +yi)=o,



ou
C=A—B
On en tire
 A* 3ABaBe 2A’—3AB + B
am— e e, B saB "
(A—B)y 2
S = — ~8A"B"'(x6+.y5)

L’équation du cercle passant par les pieds des trois
normales considérées est donce

(4 { SAB(22+»?)+2(A*— 3AB + 2Bz, 2
4)( +2(2A2—3AB-+B?) v,y —(A—B)*(zl+y2)=o.

On arrive plus rapidement a cette équation de la ma-
niére suivante.
L’équation de la conique K peut s’écrire

xz[2Ax — (A —B)ay]+y[2By+-(A—B)y,].

Si 'on y remplace successivement le facteur y et le
Yo ZoY

facteur x par les valeurs y =

ety = 0,
bz —x, 4y — Yo
tirées de l'équation (2), on a, en chassant les déno-
minateurs et supprimant la solution x = o, y = o, rela-

tive au point O, les deux équations

[2Ax — (A —B)x,](4x — x)
+[2By +(A—B)y]yi=o,
[2Ax—(A—B)xy]ay+[2By+(A—B)y,](4y —y0) =0,

qui doivent étre vérifiées par les coordonnées des pieds
des trois normales considérées. En ajoutant ces équations
multipliées respectivement par B et par A, afin de réduire
au méme coefficient les termes en x* et 32, on a

SAB(22+ )+ 2(A*— 3AB + 2B*) 2y
-+ 2(2A—3AB + B?) oy — (A —B)*(2i+y5) =0,
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équation du cercle passant par les pieds des trois nor-

males : ¢’est’équation trouvée plus haut.

Note. — La méme question a ¢té résolue par MM. H. Lez el
A. Leinekugel.

THEOREMES SUR LES NORMALES A L’ELLIPSE;
Par M. WEILL.

L’ellipse étant rapportée a ses axes, considérons une
normale abaissée d’un point (o, 3) ct dont le pied ait
pour coordonnées xy, 5, . Nous aurons la relation bien
connue

(1) (a*— b))z, y, + U Bz, —a*ay, = o.
. ay'
Remplacons, dans cette relation, x, par =, ct >y par
— bz .
— 75 elle devient

; . ., b a
(a8 —b)ya'y' — a*y’ o 8—b2' - a—=o.

b

On en conclut le théoréme suivant :

Tatorime 1. — St ['on abaisse d’un point les nor-
males cune ellipse, et si I’on méne les quatre diamétres
de Uellipse qui sont perpendiculaires a ces normales,
les normales & Uellipse menées aux extrémités des
quatre demi-diamétres obtenus en tournant dans le
méme sens sont concourantes.

Reprenons la relation (1) et remplagons x, et y, par
a: b

et ;; nous cbtenons la relation

(2) @ — b+ By —ax=o.
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. , a
Le point (x, ), dont les coordonnées sont et 7

1 1
a une position remarquable : c’est le quatriéme sommet

du rectangle formé sur les axes de I'cllipse et ayant pour
diagonale la tangente au point (x, y;). Les quatre
points obtenus en considérant les quatre normales issues
du point (a, ) sont donc sur la droite représentée par
Péquation (2). Les milicux des diagonales des quatre
rectangles, c’est-a-dire les milieux des portions de tan-
gentes limitées aux axes, sont donc sur une droite ayant
pour équation

(3) a’-—-b*+ 28y —a2ax =o.
On a donc le théoréme suivant :

Tatoreme II. — Sid’un point on méne les normales
@ une série d’ellipses ow d’hyperboles homofocales, et
les tangentes aux pieds de ces normales, les milicux
des portions des tangentes limitées aux axes sont sur
une droite fixe; cette droite est la polaire du point con-
sidéré par rapport a Uhyperbole équilatére homofo-
cale aux coniques considérées.

Considérons la tangente variable limitée aux axes, son
milieu décrit une droite fixe; donc elle enveloppe une
parabole tangente aux deux axes et a la droite fixe; le
lieu des pieds des normales est donc lelieu des projections
d’'un point de la directrice d’une parabole sur ses tan-
gentes. En continuant a développer les conséquences de
notre théoréme, on retrouve les théorémes si connus et
(ui sont relatifs aux normales aux coniques homofocales.

Proposons-nous de mener d’un point (2, 3) une nor-
male al’ellipse; construisons ladroite A relative a ce point
ctdéterminée par I'équation (3 ); cherchons les points ou
cette droite rencontre la courbedu quatriéme degré quiest
le lieu des milieux des portions des tangentes a lellipse
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comprises entre les deux axes; a chacun des points de
rencontre M de la droite A avec cette courbe correspon-
dra une normale dont on obtiendra le pied en menant par
le point M unc droite terminée aux axes et partagée en
ce point en deux parties égales; le point ou cette droite
touche 'ellipse sera le pied de la normale. Le probléme
des normales a Dellipse menées d’un point (2, B) est
donc ramené a lintersection d’une droite ayant pour
¢équation
a*— b0+ 28y —2ax-=o0

ct d’'une courbe du quatriéme degré ayant pour équation

a? b
'[‘5—2 -+ 2‘7 =I.

Quand la droite A est tangente a la courbe du qua-
tri¢me degré en un point K, le point (2, 3) correspondant
i la droite A n’est autre que le centre de courbure dc
Pellipse au point qui correspond a K; on a donc ainsi
une construction du centre de courbure de I'ellipse, d’ail-
leurs peu intéressante; quand le point (2, 3) est donné
ct que les coniques varient en restant homofocales, la
droite A reste fixe, et la courbe du quatriéme degré
varie; les quatre points de rencontre des courbes va-
riables avec la droite A déterminent sur cette droite une
involution de quatre points, et le centre de gravité des
(uatre points demeure fixe sur la droite.

Considérons les équations de la normale a I'cllipsoide
rapporté a ses axes. Soient o, 3,7 les coordonnées d’un
point de l’espace, et x,, y(, z; celles du pied d’une
normale menée du point («, 3, 7). Nous aurons les re-
lations

a—zy _ B—) B Gt
o
at b*

S |£\

i
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2 b2 02
Remplacons xy, yy, z, par 2 55 nous obtenons
les relations
(1) axr —a*=8y — b*=~vys— %

Or, le point dont les coordonnées sont x; 5, z est le
sommet du parallélépipéde construit sur les axes et dont
trois sommets sont les points ou le plan tangent au point
(21,71, z) rencontre les axes.

Appelons Gy le centre de gravité du triangle formé

. . . , X ¥ 5.
par ces trois points; il aura pour coordonnées 3 30 3
donc il sera sur la droite ayant pour ¢quations

(2) 3ar —a*=33y —02=3vs— %

On a donc le théoréme suivant :

Tutorkve I. — 8i d’un point on abaisse des nor-
males sur une série de surfaces du second degré homo-
focales, et que l’on méne les plans tangents aux pieds
de ces normales, les centres de gravité des triangles
déterminés sur ces plans par les trois axes sont sur
une droite fixe.

Le théoréme que nous venons d’établir permet d’étu-
dier les propriétés du systéme des normales menées d’un
point a une série de surfaces homofocales ; il raméne la
recherche des normales a un ellipsoide a I'intersection
d’une droite et d’une surface du sixiéme degré ayant
pour équations

Jzxr —a*=38y — 0*=3y5 —¢?,

a? b? c?

-+

— s T
9= 9y 9<°

Supposons que le point donné (=, B, y) reste fixe et
que les surfaces varient en restant homofocales, ladroite A
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que nous considérons restera fixe; mais, si le point se
déplace d'une maniére quelconque dans I'espace, elle
engendrera un complexe; sile point se meut sur unc
surface, la droite engendrera une congruence; enfin, sile
point se meut sur une courbe, la droite engendrera unc
surface, et cette surface sera développable; en particulier,
si le point décrit une droite, la droite A engendre un
cone du second ordre. Il y a la les éléments d’une étude
intéressante, mais qui nous détournerait de notre but
actuel.

Reprenons la relation qui existe entre les coordonnées
2, 3 d’un point P <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>