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SUR LES EQUATIONS LINEAIRES;

Psr M. Cu. BIEHLER.
[ svite (1)1,

1v.

APPLICATION DE LA THBEORIE DES EQUATIONS LINEAIRES
AUX FONCTIONS HOMOGENES DU SECOND DEGRE.

9. Nous allons maintenant appliquer la méthode pré-
cédente, ainsi que les résultats obtenus relativement a
la théoric des équations linéaires, a 'étude d'une pro-
priété importante des fonctions homogénes du second
degré.

Considérons la fonction homogéne

f: ((I,'l.l‘l—i—(ll’,;r,—*—-, . .+tl|,,..’l‘,,).7“
A (@) &y A @2, @ 2,) T
R R PO Cetasses

A (@n, &y~ @2 Ty oo @y ) T,

avce la condition a,.=a,,; et cherchons la condiiion
pour que la fonction f, qui est en général décomposable
en une somme de n carrés de fonctions linéaires
de x,, s, . . ., X, soitdécomposable en une somme d’'un
nombre moindre de carréds, p par exemple, de telle sorte
que I'on ait

(12) =YY+ + Y},

ounY,, Yy,..., Y, sont des fonctions linéaires des va-

(*) Nouvelles Annales de Mathematiques, 2¢ série, t. XIX, p. 311,
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riables x,, xy...., 2, :
Y —a, &+ a2+ . ..+ & adns

Y,— Ay g &y~ &Rya 3~ o oo = 2,0 Tny

Y, = oy 2 oo+ .o L A %padae
Posouns, pour abréger,
%f,:,: X, %f;,:Xh REE) ‘;‘ffr,‘:xm
on aura
Xi=a,,r+ @ 234 ...+ a,,,Tny

Xo= o3\ 1y~ Q33— . o .+ A3, Tn,

S e ee e DR DI A Y

Xp= Ap vy Au 2= oo o = Ay Ty

et, en prenant les dérivées des deux membres de 1'é-
quation (12), successivementpar rapporta Xy, Xas« « - y Lny
il viendra

Xi=a2,Y 4+ e, Y,+ ... +ap Y,
Xe= &, Y+ 25, Y2+ ... +ap,,YP,

Xo=a,nYi+ arn Yot ... 0pnYp.

Si, daus ces identités, on remplace par zéron — p —1
des variables x, x,,. .., x,, il restera, dans les fonctions

X Xoyeo oy X5 Y, Yool Y,
Yy, Y,....,Y, seront des fonctions homogénesde (p +1)
variables, que nous désigneronspar Y, Y',,. .., Y, ; par

suite, les équations Y, = o, Y, =o,..., Y,=o forme-

, p + 1 de ces variables;

ront un systéme de p équations homogénes a p +1 va-
riables, et elles admettront une infinité de solutions,
d’aprés ce qui a été démontré (1IT); il existe donc une in-
finité de maniéres d’annuler les fonctions X', X', ..., X,
(nous désignons ainsi les fonctions qui proviennent de
Xy, X4y« .y X, quandona remplacé par zéro lesn —p —1
variables dont il a été question).
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SiT'on considére p +1des équations X' = 0,X,=o,...,
X', = o, ces équations formant un systéme de p + 1 équa-
tions homogénes a p 41 inconnues qui admet pour ces
inconnues des valeurs différentes de zéro, le déterminant
d'ordre p -+ 1 des cocfficients des inconnues est donc nul.

Onvoit donc que, en égalant & zéro successivement les
variables qui entrent dans toutes les combinaisons pos-
siblesde n — p — 1 variables x,, a,,..., x, et en for-
mant tous les systémes possibles de p -+ 1 équations au
moyen des équations analogues a X, = o, X, = o,...,
X', = o, on ferait voir que tous les déterminants mineurs
d’ordre p +1 du déterminant

a,, Q. e Ay

a,, dy, . . Ay,
A=

”u,l ﬂn,‘z LIRS an,n

soutnuls, et par suite aussi tous les déterminants mineurs
d’ordre supérieur & p +1. A est I'invariant de la fonc-
tion f. On a donc cette proposition :

St une fonction homogéne f du second degré de
n variables est réductible @ une somme de p carrés
(p <n), Uinvariant A de cette fonction ainsi que tous
les déterminants mineurs de O jusqu'a Uordre p + 1 in-
clusivement sont nuls.

Inversement, si I'invariant A de la fonction fest nul,
ainsi que tous les mineurs de A jusqu’a Pordrep +1, et
qu'un mineur d’ordre p de & ne soit pas nul, la fonction
f seraréductible 4 une somme de p carrés de fonctions
lindaires des 1 variables qui entrent dans f; et elle ne
sera pas réductible a un nombre moindre de carrés.

Supposons, pour fixer les idées, que le déterminant



d’ordre p,
a q a, s . a
A e Qjs . a,n
’
(IP a Qpg apr |

soit différent de zéio, et considérons le déterminant
d’ordre p + 1, mineur de 4,

aq a, a a,,
as g a, ., as @y,
(7) - :
pa e ap p,+
AQprva Qpiys Qpivi Apyy

Ce déterminant est nul par hypcthése, ains: que le sui-
vant,

aq a g a X, .
A, @y . a X,
(') .. . ,
Apa  Gps Ap 4 Xp
Qpyva dpyvp Qpiy 2 X[)+v

qui lui est identique.
On en déduit, en faisant sur les rangées de () I'opé-
ration faite précédemment sur les colonnes de(7y),

a, ., a,a a, X
aya d,p a, X,
7”\ . . . = 0,
Apa Aps apr Xp
Ua Ug U)‘ ¢
en POSanl
Ue=X,— Apit aVpir — Apira Bp4n . — Qp ¢ Tny
Us=X3 — @pii o Tpai — Qpys 4 Tpy — — npla
. . Ce N
U, =X,— Apii,t Tprr— Qpoyo W Zpyr— —dn , Xny

] _.f - XF"H .Z‘,._H Xp+z -l'p+1' - Xn I
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Les déterminants de la forme (') étant tous nuls, on
voit qu’en décomposant (7”) en une somme de détermi-
nants d’'ordre p -1 de la forme ('), 'équation (y") se ré-
duit a

a,. as ... a,y X,

»

Qe Gy ... din X,
»
(7) R T PR X H
@pa py ... apy X,

X‘ XP Y X} f

les fonctions X,, X;,..., X, sont des fonctions li-
néaires et homogénes de Xy, X,,..., X, car le détermi-
nant (y') est nul; par suite, I'équation précédente nous
montre que f'est une fonction homogéne du second degré
de Xy, Xo,..., X,. Cette fonction est,comme 'on sait,
d¢composable en une somme de p carrés de fonctions li-
néaires de X, X,,. .., X,. Je dis que ce nombre de car-
rés ne sera pas inférieur a p.
On aurait, en eflet, dans ce cas

(13) =2} +23+...+Z;_,
ounZ,Z,...,Z,, sontdes fonctions linéaires et homo-
génes de X, X,,..., X, parsuite de &y, Xpy. .., Ty

2, =86, 2+ 6,223+ ... 4+ 6 2,
Z, =6, 2,4+ 6,,%,4 ... + 6,7,

L I R R e I I I SR I S SRR T ST PR Y

2 =6y 1 2 4 Cp s Ty oo ACpy Ty,

et, en prenant les dérivées des deux membres de 'iden-
tité (13), il viendra

X|: 6,’,Z|+6)'|Z';+ R P—"'ZP."

X, = Gl,zzl -+ Gz,zzz"i N 6y—|,1 p—11
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En donnanta n-—p des variables x,, x5,..., 0, la
valeur zéro, X, X,,..., X,,Z,Z,,...,Z,_, deviennent
des fonctions de p variables que nous désignerons par X',
Xy oot X0y 2, Z,... ., Z, .. Les équations Z) = o,
Z,=o,.... L, .= o,homogenes a p variables, admettent
uneinfinité de solutions ; par suite, X', = o, X, = o,...,
X/, = o admettent aussi une infinité de solutions; on ¢n
conclut,de la méme maniére que précédemment, que tous
les déterminants mineurs d’ordre p de A sont nuls. Cette
conclusion est contraire a I'hypothése que nous avons
faite, & savoir qu'un déterminant d’ordre p de A est dif-
férent de zéro; par conséquent, la fonction fn’est pas ré-
ductible &4 p — 1 carrés.

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Tatorkme.—Si 'on désigne par A U'invariant d’une
Sonction homogéne du second degré, et s'il existe un
déterminant mineur de A d’ordre p qui ne soit pas nul,
les déterminants mineurs de A d’ordre supérieur & p
étant tous nuls, la fonction homogéne f sera réductible
@ une somme de p carrés, ¢t ce nombre p représente le
nombre minimum de carrés auxquels la fonction f est
réductible.

Ce théoreme nous donne aussi les conditions néces-
saires et suffisantes pour que la fonction f, homogéne et
du second degré, des n variables x4, x,, ..., x, soit dé-
composable en un produit de facteurs linéaires en xy,
Tgy .o ey Lyy SAVOID

S =(oaxtaaxst+ o apZy) (612 6 -+ 6,7y).

Il faut et il suffit, d’aprés ce qui précéde, que tous les
déterminants mineurs du troisiéme ordre de 'invariant
A de f soient nuls, sans que les miveurs du deuxiéme
ordre soient tous nuls.
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Le théoréme précédent montre encore que les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que la fonction f soit
le carré d'une fonction linéaire de x,, x.,..., 1, s’ob-

tiennent en égalant & zéro tous les mineurs du deuxiéme
ordre de A.



