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GORRESPONDANCE.

Extrait d’une Lettre de M. Talayrach,
capitaine d’ Artillerie ().

Jai I’honneur de vous envoyer ci-joint une démons-
tration géométrique du théoréme de Poncelet sur les
polygones qui sont a la fois inscrits a une circonférence
et circonscrits a une autre. Ce théoréme peut s’énoncer
ainsi: .

Etant données deux circonférences, si I'on prend
un point a, sur U'une d’elles et que I'on méne les tan-
Sentes Successives a,aq, @y Qy, « « « 3 a,_,u, & la deuxiéme,
la droite a,a, qui ferme le polygone enveloppe un
cercle coradical aux deux cercles donnés.

La démonstration qu’en a donnée Poncelet s’appuie
sur des calculs assez longs; je ne sais s’il en a été donné
une purement géométrique. En tout cas, je vouslivre la

(') Cette Lettre, qui porte la date du 24 mars 1875, et qui palheu-
reusement avait été égarée, est antérieure a I'étude Sur la strophoide,
publiée en 1875 par M. Maleyx. Cu. B.
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mienne en vous laissant libre de la publier si vous le
croyez utile.
Solution. — Supposons menées ( fig. 1) les trois tan-

Fig. 1.

gentes successives a;a,, a,as, aza, et la corde a,a,.
Pour trouver le point de contact de cette corde avec son
enveloppe, prenons sur la premiére circonférence un
point &, infiniment voisin de @, et menons, en partant de
ce point, les tangentes successives b,b,, b, by, bsb, et la
corde b,b,. Jappelle ¢y, cs, ¢; les points d’intersection
des droites (aya,, bib,), (asas, byby), (asa,, byb,), et G
le point d’intersection des cordes (a,ay, b,by).

A la limite, les points ¢,, ¢y, c3 sont les points de
contact des tangentes avec le cercle, et le point C le point
de contact de la corde avec son enveloppe.

Or les triangles semblables aobaca, @4pyboryCoyy don-
nent

ab, ac

— — 9
a,b, b,

a b, a,cC,

»

ay b, byc,
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Muliipliant membre a membre et passant aux limites,
en remarquant que limb, ¢y, = a,c, = a,c,, on a

ab, ac

ab,  a,c,

(1) lim

De son c6té, la similitude des deux triangles «,5,C,
a,b,C donne la relation

a b, aC
- .

(2) lim

a; b, u,C

Comparant (1) a (2), on a, pour déterminer la position
limite du point C, la relation trés-simple

(3) aC _ac

a;C  aye,

Cela posé, si nous décrivons (fig. 2) un cercle cora-

.

Fig. 2.

dical aux deux cercles donnés et tangent & la corde a, a,
le point de contact D sera donné, d’aprés une propriéié
bien connue des cercles coradicaux, par la relation

a, D a,c,

(4

a; D a,Cy
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Le point D n’est donc autre que le point C ou la corde
a,a, touche son enveloppe.

Il en résulte que, si d’'un c61é nous tragons les diffé-
rentes cordes a,a,, et que de 'autre nous tracions les
différents cercles coradicaux qui leur sont tangents, ces
deux séries de lignes auront une méme enveloppe. Or
deux cercles coradicaux ne peuvent avoir, en dehors des
deux points fixes communs sur I'axe radical, un troisiéme
point commun sans se confondre. Tous ces cercles se
confondent donc en un seul, qui n’est autre que I'enve-
loppe cherchée et qui est indépendant de la position du
point a, sur la premiére circonférence.

C. Q. F. D.

Nota. — Cette démonstration s'appliquerait de la
méme manicre au cas ou les droites a,a,, asas, ...,
a,a,, seraient tangentes, non a un cercle unique, mais
A une série de cercles coradicanx.

Premiére conséquence. — La premiére conséquence
de cetle proposition est que, si la droite a,a, touche la
seconde circonférence donnée, tous les polygones tels que
a;a, ... a, sont a la fois inscrits & un cercle et cir-
conscrits a un autre,

Deuxiéme conséquence. — Les diagonales d’ordre
quelconque des polygones qui sont & la fois inscrits & un
cercle et circonscrits a un autre touchent d’autres cercles
coradicaux aux deux cercles donnés.

Troisieme conséquence. — Si le polygone a la fois
inscrit et circonscrit a un nombre pair de cotés, les dia-
gonales qui joignent les sommets opposés passent par un
méme point Fy qui n’est autre que le cercle coradical de
rayon nul.

Quatriéme conséquence. — Si a,a,., (fig.3) sont
deux sommets d’un de ces polygones et ¢, son point de
contact, Fc, est la bissectrice de 'angle a,Fa,,,. Par
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suite, dans les polygones inscrits et circonscrits d’un
nombre pair de cotés, les droites joignant les points de
contact des cdtés opposés concourent aussi au point F.

Fig. 3.

Cinquiéme conséquence. — De ce que la droite Fe¢,
est la bissectrice de I'angle @, F a,,, on peut encore dé-
duire que, dans tout polygone inscrit et circonserit, la
somme des diagonales joignant les sommets 2 a 2,
343,..., mam est dans un rapport constant avec le
périmétre du polygone.

Sixiéme conséquence. — Dans tout polygone inscrit
ct circonscrit, les droites qui joignent2a 2,323, ...,

Fig. 4.

.

mam|(fig. les points de contact des cotés déter-
(Jt§ p
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mineunt par leurs intersections successives les sommets
d’un polygone inscriptible.
Puisque j'en suis au théoréme de Poncelet, permettez-
moi de vous en donner une derniére conséquence assez
remarquable, qui peut se traduire ainsi :

Prorosition. — Etant donné un pentagone quel-
conque ABCDE, on joint les diagonales et l'on forme
ainsi un second pentagone ACEBD. Les points de
contact de ces deux pentagones avec les deux coniques
qui leur sont inscrites sont 4 & 4 en ligne droite.

Je crois que cette proposition pourrait étre donnée
comme exercice a des éléves de Mathématiques spéciales.
Voici d’ailleurs comment je la démontre.

Lemme. — Etant donné un polygone inscrit a un
cercle et circonsciit a un autre cercle, si l’on joint les
points de contact des cotés 2 a 2,3 a3,...,p ap, ces
droites se coupent sur les diagonales jofgnant les som-
mets2a2,3a3,...,p ap, précisment aux points
ou celles-ci touchent leur cercle enveloppe.

Soit menée par exemple la diagonale A A, (fig.5),

Tg. 5.

al
qui est coupéeen Q par la droite a,a.. Prolongeons les

cdtés Ay Ay, AsA; jusqu’en P. Le triangle PA, Ay, coupé
par la transversale a, Qa,, donne

Pa,.A,Q.A;a,—=Pa-.A,Q.Aa,
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et, a cause de Pa, = Pa,, il reste
AQ_ A,
A:Q Aqa,

De méme le triangle P'A; A, coupé par la transversale

a,(Q ag, donnerait
AzQ’ _ Aa,
AQ Asaa,

et, a cause de A,a, == A,a, et Aga, = Aya,, on voit quc
Q et Q' se confondent, c’est-a-dire que les droites a,a,
ayay se coupent bien sur la diagonale A;A;. De plus,
A,Q . A a,
AQ ™ Ada,
point ou la diagonale A;A; touche le cercle enveloppe

a cause de » le point Q n’est autre que le

des diagonales telles que A, A,.

Appliquons cette proposition au pentagone inscrit et
circonscrit 4 deux cercles. Menons les diagonales joi-
gnant les sommets 2 & 2. D’aprés ce qui précéde, les
droites ac,bd se coupent sur la diagonale BD ( fig. 6) au

Fig ©

point g, ou cette diagonale touche le cercle enyeloppe.
De méme les droites ac, eb s coupent en d sur la diago-
nale AC, au point ou celle-ci touche le cercle enveloppe.
Donc les quatre points a, 9, ¢, ¢, ou les cotés ct les diago-
nales touchent les deux cercles inscrits, sont en ligne
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droite. De méme tous les autres groupes de quatre points
de contact.

Soit maintenant un pentagone quelconque ; nous pou-
vons toujours le projeter de maniére queles deux coniques
qui lui sont 'une inscrite et I’autre circonscrite se pro-
jettent suivant deux cercles. La conique inscrite au
pentagone des diagonales se projettera aussi suivant un
cercle et la proposition énoncée, vraie pour les penta-
gones inscrits et circonscrits & deux cercles, se trouve
étendue a tous les pentagones.

Cette proposition pourrait éure énoncée sous une
seconde forme :

Etant donné un pentagone afyde ( fig. 7), on forme

le pentagone abede qui a pour sommnets les pownts de

L

rencontre des cétes o a 2, et Uon décrit les deux co-
niques circonscrites @ ces deux pentagones. Les tan-
gentes menées & ces deux comques par les sommets se
coupent 4 a 4 aux mémes points.



