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MEMOIRE SUR LA RESOLUTION EN NOMBRES ENTIERS
DE L’EQUATION
aX"+ bY" = ¢ (*);

Par M. DESBOVES.

I. — Objet du Mémoire.

1. Les géomeétres, qui jusqu’ici se sont occupés de la
résolution en nombres entiers des équations 4 plusieurs

(*) m. n,a, b, ¢c sont des nombres entiers donnés dont les deux pre-
miers ont toujours des valeurs positives, X, Y, Z désignent les trois
inconnues, et{.x, », z) représentera toujours, dans la suite, la solution

de I'équation
X==z, Y=y, Z=z.
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inconnues, ont surtout cherché les cas ou les équations
étaient impossibles; ce sont, au contraire, les cas de
possibilité qui doivent étre traités ici. Laissant de coté
le cas ou m est égal a 2, qyel que soit n, je me proposede
trouver des formes générales de a, b, ¢ telles, que I’équa-
tion (1) puisse étre résolue en nombres entiers. Je ferai
voir, en particulier, que, @ et b ayant des valeurs arbi-
traires, on pourra loujours déterminer ¢ d’une infinité de
maniéres, de telle sorte que cctie résolution soit possible.
Il est clair que, si Von admettait pour Z la valeur 1, la
derniére question serait immédiatement résolue, puisque,
si ¢ est de la forme ax™+ by™, on a immédiatement la
solution (x, y, 1); mais ce n’est point d’'une pareille
solution qu'il s’agira par la suite. De plus, lorsque
I'équation a résoudre aura une infinité de solutions, je
donnerai des formules qui permettront de déduire d’une
premiére solution une deuxiéme, de celle-ci une troi-
siéme, et ainsi de suite indéfiniment.

Avant que le cas général soit abordé, les cas particu-
liers ou, m élant égal 4 3 ou 4, n est égala 2, 3, 4, ...,
seront successivement traités,

2. La seule méthode suivie dans tout le cours du
Mémoire est fondée sur 'emploi de certaines identités,
dont quelques-unes sont intuitives, mais qui, pour la
plupart, seront démontrées d’aprés les principes expo-
sés par Lagrange dans le Chapitre IX des Additions a
I’ Algébre d’Euler. Le grand géomeétre termine ainsi ce
Chapitre : « Mais en voila assez sur ce sujet, que nous
pourrons peut-étre reprendre dans une autre occasion ».
Dans un Mémoire qui a pour titre : De quelques pro-
blémes de I Analyse de Diophante, il ajoute encore ces
mots : « Au reste, la méthode la plus simple et la plus
générale pour résoudre ces sortes d’égalités (il s’agit de
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la résolution en nombres entiers des équations  trois in-
connues ) est peut-étre celle des facteurs, que J’ai exposée
dans le dernier Chapitre des Additions a |'4lgébre
d’Euler ». Lagrange n’ayant pas tenu la promesse qu'il
avait faite, j’ai essayé de deviner quelques-uns des déve-
loppements qu’il aurait pu ajouter a son Chapitre IX.
Jespére qu’on voudra bien me pardonner la témérité de
ma lentative en faveur de quelques résultats nouveaux
auxquels je suis parvenu.

Il. — Démonstration de quelques identités
fo:ldamentales.

3. Les identités dont il s’agit seront obtenues en
cherchant des fonctions du second, du troisiéme ou du
quatriéme degré, dans lesquelles le nombre des variables
soit toujours égal au degré, et telles que, en multipliant
deux fonctions de méme espéce, on trouve un produit
de méme espéce que ses deux facteurs. On indiquera
ensuite le moyen général d’obtenir des identités corres-
pondant & des fonctions d’'un degré quelconque.

Bien que la résolution des équations dans lesquelles m
est égal & 2 soit exclue de ce travail, je donne les iden-
tités qui se rapportent aux fonctions du second degré,
parce qu'elles serviront a trouver des identités d'un
degré supérieur.

4. Identités résultant de la considération des fonc-
tions du second degré a deux variables. — Je vais d’a-
bord démontrer le théoréme suivant :

Tatoreme 1. — 8i 'on multiplie une fonction du se-
cond degré x* - axy+ by* par une fonction de méme
espéce x'+ ax,y,+ by?, on obtient toujours une
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Sonction X*+ aXY + bY? de méme espéce que les
deux autres.

En effet, si 'on désigne par «, 3 les racines de 1’é-
uation du second degré
q g
x? x
(l) = 4+a-+b= o,
J r

x 2.
dans laquelle = est I'inconnue, on a
Y

z+axy—+ byt=y? < - a b)
J? y

x xT A

:.)'2<"_“><—— ):: x—azy)(x— By,
v \J P ( 7

et de méme

x4+ ary + byt=(x,— ay.) (z, — By.).
On a ensuite

(& —ay) (2/— ay) = xx, + 2yy, — a2y + yz,)
=xx, — byy, — 2(xy, + yx,+ ayy),

la derniére expression étant déduite de la précédente en
remplacant dans celle-ci «* par — aa —b.
Si maintenant on pose

(2) X =zx,— byy,, Y= xy +yx.+ayy,

il vient
(2 —ay)(xi—ay,) =X —aY,

etl’'on a de méme
(¢ —py)(z—Br)=X—pY.

Alors, si I'on multiplie, membre 4 membre, les deux
derniéres égalités, on obtient I'identité

(3) X*+aXY + bY?'= (' +axy + by (a}+axy, -+ by}),

qui démontre le théoréme énoncé.
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Ce théoréme peut évidemmentétre étendu 4 un nombre
quelconque de fonctions du second degré de méme espéce.
En effet, si U'on multiplie X*+ aXY-+5Y?, produit
des deux premiéres fonctions par x]+ ax,y,-+ by,
d’aprés le théoréme démontré, le produit sera de la
forme X!+ aX,Y, +5Y?, les fonctions X,, Y, étant
obtenues comme il suit. On remplace d’abord dans les
formules (2) X, x, x,, Y, y, y; respectivement par
Xy, X, x5, Yi, Y, y,, et 'on a ainsi

(4) Xi=Xae,—0Yy,, Y =Xy +Yz,+ aYy.:

il ne reste plus alors qu’a substituer, dans ces derniéres
formules, 4 X et Y les expressions que donnent les for-
mules (2). On pourra de méme passer du cas de trois
facteurs a celui de quatre facteurs, et ainsi de suite;
mais nous voulons seulement nous arréter au cas des
facteurs égaux.

Sil’on considére d’abord le cas de deux facteurs égaux,
on fait, dans les équations (2) et (3), x;=ur, ct, en
posant

(5) Z = '+ axy -+ by?,

on a I'identité

(6) X+ aXY + bY? =172,

X et Y étant données par les formules

(7) X =zt — by, Y =22y +ay".

Pour passer maintenant au cas de trois facteurs, il
suffit de remplacer, dans les formules (4), x,, y. par
x,y et X, Y par les expressions que donnent les for-
mules (7); on a ainsi

X, =a*—3bxy? — aby?,

(8) Y, = 32y + 3axy? + (a? — b)y?,
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et 'identité

(9) X +aX\ Y, + bY; =173

est satisfaite parles valeurs de X, Y, Z que donnent les
formules (8) et (5).

Traitons enlin le cas de quatre facteurs égaux. A cet
effet, on remplace d’abord, dans les formules (2),
X, x,x,,Y, 5,y respectivement par X,, Xy, x,Y,, Yy, ,
puis, dans les formules ainsi obtenues, X,, Y, par les
valeurs que donnent les formules (8); on a ainsi

(Xe= 2 — fabxy? — 6brtyt — b{a? — b)yt,
(”)) — 3 {2 3 2 2 (@? — 4
Y. 423y + f{a*— b)zy® +- Gazly + aa’— 2.b) ¥,

et I'on satisfait a 'identité
(v1) X!+ aX. Y, +6Y:=2Z¢

par les valeurs précédentes de X,, Y,, et toujours par la
valeur de Z que donne la formule (5).

5. Identités résultant de la considération des fonc-
rions du troisitme degré a trois variables. — En sui-
vant une méthode toute semblable a la précédente,
Lagrange démontre que, sil’on multiplie cntre clles des
fonctions du troisi¢éme degré a trois variables de la forme

20+ ¢y’ + '3+ (ab— 3c)xyz + axPy + bry’+ acy's
+ beyzt + (@' — 2b)x*z + (b* — 2.ac) xz?,

on obtient toujours une fonction de méme forme. Mais,
si 'on fait, dans cette expression, a et b nuls, elle se
réduit a

x3 —+ c}/a —+ 6223;

or, comme il n’est besoin ici que d’expressions de cette
forme, pour simplifier les calculs, je modifierai la marche
suivie par Lagrange.
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4 et p étant les racines cubiques imaginaires de I'unité,
faisons le produit des trois facteurs x—+ Ay + 2%z,
T +py +p*z, x + y + z. Les deux premiers facteurs,
aprés que 'on y a remplacé % et p par leurs valeurs,
deviennent

é[zx —y—z+(y— 3) \/———T‘B],
%[mv——y——z—(y—:) :—_—3],
et ont pour produit
x4+ y? + 22— xy — 7z — )2,
En multipliant ensuite ce dernier produit par
r—+y + 3,
on a, pour le produit des trois facteurs,
z0 -yt + 2 — 3ayz;
on obtient donc I'identité

(&~ )y =+ 23) (z+ py + p*z) (. +y + 2)
=2+ y*+ 2*— 3xyz.

Si maintenant on désigne par o, 5, v les trois racines
cubiques d’un nombre quelconque r, on a

=13y, B=ypy,

et alors, en changeant dans I'identité précédente y et z
en 7y et y°z, on a la nouvelle identité

(12) (# +ay +a’z) (2 + By + B2) (x + 97 + 472
=z + ry’ 4+ r‘z3 — 3rzyz.

Cela posé, on peut démontrer le théoréme suivant :

Tatorime II. — Si Uon multiplie entre elles deux
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expressions de méme forme que le second membre de
Uidentité (12), on obtient encore une expression de
méme forme.

En effet, si I'on change x, y, z en x,, yi, z, dans
I'identité (12) et que I'on multiplie, membre & membre,
cette identité et celle qu’on en a déduit, on aura, dans
le second membre de la nouvelle équation, I'indication
du produit de deux fonctions de la forme considérée.
Pour obtenir ensuite le développement de ce produit, on
remarque que l'on a

(x4 2y + &*2) (7, + a) , + 273,
=+ r(yz—+zr) + (g, +yz, + ra,)e
+ (#2) + 22, + yy,) 2?3
et, si 'on pose

(13) ; X =zz,+r(ya+2r), Y=ay +yr + ra,
U =z, + 2z, 4+ yy),

il vient
X+aY + U= (r—+ay +a'z) (x4 ay + «*z).
On a de méme
X+ BY + B'U = (= + By + B23) (o, + By + B2 )y
X+ 9Y + 9Z = (z +97+ 92) (2, + 971+ 9°2, )3

alors, en multipliant, membre & membre, les trois der-

’

niéres équations, on a l'identité
X+ rY? + 20— 3rXYU
(14) :(x3+ry3+r2z3_3r‘r‘yz)
X (2} +ryd + 23 — 3ra yz)

qui démontre le théoréme énoncé.
Si dans I'identité précédente on fait x,, y,, 2, respec-
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tivement égaux a x, y, z et que l'on pose
(15) Z=2x%4ry’+ rz— 3rayz,
on voit que 'on satisfera 4 I'équation
[16) Xo 4 rY + 20 — 3XYU = 7,
en déterminant Z par la formule ( 1.)) et X,Y, U par les
formules
)X =x*+2ryz, Y=2uxy+rz?, U=a2ri+)?

que 'on déduit des formules (13) en y faisant x4, y,, 2,
respectivement égaux a x, y, 2.
Maintenant, si 'on veutsatisfaire a I'équation

(18) X% 4+ 7rY? + 12U — 37X, Y, U, = 23,

Z étant toujours donnée par laformule (15), on prendra
les expressions de X, Y, U; déterminées par les for-
mules suivantes :

X, = a% 4+ ry* + r’z* + 6rxyz,
{19) Y, :3(.r’_y+r.rz’+r3’z),
U, =3(rz+ 2y + ryz),
que I'on déduit desformules (13) enyremplagantd’abord
X, 2y Zyyo.. par X, X, x,..., puis X,Y,U par lec
expressions (17).
Enfin on satisfera a I'équation

l20) X3+ rYS + 12U — 37X, Y, U, — Z¢,

Z étant encore déterminée par la formule (15), en pre-
nant

‘ X, =t = fraoyt —+ frrazd 4 10ratrz - 6r2y%27,
Y. =ryt 4§ty + 4r2y2 4 12ryirs 4 Grotz,
' U= 122" + 405+ {r2)% + 12227 == 6 riy?
inn de Mathémat 2¢série t. XVIHIL (Juin 1870 ) 18
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Ces derniéres formules s'obtiennent de la méme ma-
niére que les précédentes, c'est-a-dire en remplacant
dans les formules (13) X, x,xy,... par X, X,,2,...,
puis X,,Y,,U, par les expressions (19).

6. Identités résultant de la considération de cer-
taines fonctions du quatriéme degré a quatre variables.
— 2}, ¢, v, p étant les quatre racines quatriémes de I'u-
nité, on multiplie les facteurs

)y +N2--Va, x4 py 4+ ptz 4 pl,
T+ vy + vz 4+ Vi, .r—f—py—|—p’z+p~‘a,

ou

m———z—{—(y—~u)v——;, r—z— () —u)y — 1,
r+z4+y~+u r+z—y)y—u,

et Uon obtient pour produit la fonction

o

B S
+ oyt — fxyu — 4@y + fyiar + fulxa.

Employant ensuite le méme procédé que celui qui a
donné le second membre de 'identité (12), on déduit de
la fonction précédente celle-ci, qui est plus générale :

i st — et — ara? 2 oty
(?2 ! 7 2 2.2 ) v L2
— Aratve — friziyu + 41‘_» ‘rz 4+ 4riutaz,

ctl’on démontre, de la méme maniére que le théoréme 11,
le théoréme suivant :

Tutoneme l. — 8i Lon multiplie entre elles deux
fonctions du quatriéme degré de la forme (22), on 0b-
tient pour produit une fonction de la méme forme.
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En d’autres termes, si 'on pose

‘ Xz 2, 4 132+ ryu, -+ roy
Y=y + yx, +rzu+ ruz,

i~
o

? U=z ~+zr, + yv, + rau,
\ V=ra, 4+ wr + yz, + 23,

on a l'identité
Xt — rY 4 U — PV — 2 r XU 2R YV

(zi)? — {rXIYV — {RUTYV 4 4rY?XU + 4 VXU
= (' —ry+ ozt =yt 4L B

Supposons maintenant que, dans les formules (23) et
dans I'identité (24), on fasse xy,y,, z,,u, respective-
ment égaux a z, y, 2z, u et que I’on pose

( L=z —ry'+rz —ru — ore?z
l25) < + 2%y — frriye — 42ty
( “+ fry*rs + 4riviaz,
on voit que P’on satisfait 4 'identité

[26) X4 —rY'+ U 4+ PV — 27 X202+ ... =72,

en prenant I'expression de Z (25) et en déterminant
X.Y, U,V par les formules

X =a*+rz*+aryn,
Y = 2(xy + rzu),

lon)
o U =222+ )?* + ru?,
V=2(xu+yz).

Si 'on veut maintenant satisfaire 4 ’équation

(28) X{—rY{ 4+ UL — Vi —2rX(UT +.. =2
18.
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on prendra toujours 'expression de Z (25), ct 'on aura

‘

VT 3rxzt - 3t 4 3tz - Gray o 4 20,
Y, - -3 r’y - 3ryzt 4+ 3rytu 4 Grezu + r2ud,
, . .

2qQ' ¢ . - p

9 U, =3tz + 5.0+ Jrrw? +-06ryzu -+ r3d,

v 32w+ 3rztu 4+ 3ryut 4 6y 4 00,

\

Ces derniéres formules se déduisent facilement des for-
mules (23) et (27).

Nous ne donnerons pas ici les expressions géndrales
de X,. Y,, U,, V, satisfaisant a ’équation

(30) Xt — Y e =28,

parce que ces expressious sont compliquées et qu’elles
ne seront pas employées dans ce travail, du moins dans
leur généralité.

€

7. Généralisation des résultats précédents.

lLa question générale que nous nous proposons de
vésoudre est celle-ci @ «, 5, v, ... ¢tant les racines de
I'équation

31 im— p = o0,

CLIyy Tyy Lan « ooy Taey, i quantités quelconques, trou-
ver Pexpression du produit des m fonctions

o+ o ret Lo e,
B S R N

Si on pose

E R A il T R A= -

ct que l'on élimine £ entre U'équation (31) et la précé-
dente, on aura une équation du degré m en m, dans la-
quelle le terme indépendant de cette variable sera, a un
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facteur constant prés K, le produit demandé que nous
désignerons par P. Il s’ensuit que KP sera le résuliat de
I'élimination de { entre I’équation (31) etl’équation

{32) Xy X E 4 B, £ = 0.

Pour faire cette élimination, multiplions m fois par £
les deux membres de I'équation (32), mais en ayant
soin, aprés chaque multiplication, de remplacer g™*!
par la quantité rz, qui lui est égale en vertu de I'équa-
tion (31). On est alors ramené a éliminer m inconnues
£, %, 8%, ..., E™ entre les m équations homogénes du
premier degré

E R e O L TP S-Lun s S A E_m = 0,
rra &4 g B A A BT X M =0,
(3‘)’) L R A7 IR R e s S Py L N
( re - rry bl A B - £y g = O,
’ LA . . ’ ,
ct le résultat de ’élimination se trouve représenté par
le déterminant

i £y Ty PN Lo o2 Ly ‘
i
’ P,y 24 PN T Am—o |
, H
k 34) l LT Iy ... Lm—s T 5 ! b
| |
|
| rey ra, Y & T Ty

dont le mode de formation est suffisamment indiqué.
On remarquera que r est facteur du premier terme de la
seconde ligne, qu’il est facteur des deux premiers termes
delatroisiéme ligne, et ainsi de suite, de telle sorte qu'il
est facteur desm— 1 premiers termes de la derniére ligne.

Quant au facteur K, il est égal & 1, car le produit
demandé et le déterminant contiennent tous deux le
terme x7".
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Nous allons maintcnant démontrer le théoréme général
suivant, qui comprend, comme cas particuliers, les
théorémes II et II.

Tatorime IV. — 8i lon multiplic entre elles une
fonction du degré m représentée par le déterminant
général et une fonction de méme espéce, on obtient une
autre fonction de méme espéce que les deux autres.

En se reportant aux démonstrations particuliéres don-
nées aux n% 5 et 6, on voit que tout revient 4 démontrer
qu’en multipliant Pun par I'autre les deux facteurs

- r ! ’
ro+ 2t A T ", X XA X o™,

on obtient un produit de méme forme. Or, en effectuant
la multiplication, on a

7oy 41,2, @ + 7,2, @ T Ty | 2
4 X &, a7 “+ a7 A Zpa
P Ep Xy A P T, 4 a2, d e
T +rx111——l-”3 +.I‘0.L’,“>,
s e e e s e s e saeseaea +r‘r‘s"rl/u—~1
S O P S 2L LA SN

Si donc on pose

4 ’ . 4 . ’ \
Xn :-ru'o+r\-rlll |x|+'1m~7x_- .o T, ),
' ’ ’ , \
X, =aa, o (v, 23,
et i tes e C et et i et e e e
U U .r
X = Ty R g2 e T Ly,

on obtientlafonction X+ X, o 4 Xozt® 4. . . +X,, 2™,
de mé¢me espéce que les deux premiéres.

On voit, d'ailleurs, immédiatement de quelle maniére
se forme la fonction X,, et comment les autres fonctions
s’en déduisent par la permutation circulaire des indices
0, 1, 2...m —1 dans les premiers facteurs de chaque
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terme. On remarque cncore que 7 est multiplicateur de
tous les termes, excepté un dans la premiére formule,
excepté deux dans la seconde, et ainsi de suite, de telle
sorteque,dans la derniére formule, r n’est multiplicateur
d’aucun terme.

On pourra maintenant, si I’on veut, obtenir les valeurs
de X,, Xy, X,,...,X,,_; correspondant aux cas ou l'on
multiplie entre eux un nombre quelconque de facteurs
égaux. (A suivre.)



