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THEORIE ELEMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES;
Pas M. H. LAURENT.
[Py ()1

SUR LES ARCS DE LEMNISCATE.

La lemniscate est, comme ’on sait, une courbe telle
quele produit de ses rayons vecteurs issus de deux points
fixes est constant. Son équation en coordonnées po-
laires est, en prenant pour axe polaire la droite qui joint
les points fixes et pour origine le milieu de cette droite,

r" —2a’rt cos20 + at = b,
2a désignant la distance des points fixes et b une con-
stante.

M. Serret, dans un Mémoire inséré au tome VIII du
Journal de M. Liouville, a montré que toute fonction
elliptique de premiére espéce pouvait éire représentée
par deux arcs de lemniscate. Voici son analyse :

. b
Soit =<1, la courbe se compose de deux branches

. . b .
distinctes. On pose — =sin 2¢. Soient s, et o, les deux

arcs de lemniscate, dont les extrémités ont pour angles
polaires 8, etf,, on a

b’fel\/msze—}—\/c;st_O co;’;«,'/-do
So =
aJg, ¥ cus?28 — cos‘2y
. b2 9!\/coszO——\/coszze—cos’na;ade
‘T a 6 Vv cos?26 — cos?2d
0

(*) Nouvelles Annales, 2° série, t. XVIII, p. 126.
Ann, de Mathémat., 2€ série, t. XVIIL. (Avril 1879.) 10
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On déduit de 1a, en ajoutant et en retranchant,

wrim i [ e
0 0
\/ cosza——coszb

S gt - ;b’ 6, d’o
v T Yo T -

Vcos28 -- cos2P
Si I'on pose, dans la premiére formule,

sinf - -siny sing,
dans la seconde, ’
sin § == cos¥y sing,
on a
. . b? . . \
50 — 5’” fromeees —l;— [F (Slnlp,%) —F (Sln“I"’ ?o)}

2

b (
sy—oy = — [F(cosdq] = F(cos, g,)]-

On voit que les modules de s;+a; et de s; — g, sont

complémentaires.

Un calcul un peu différent conduit aux mémes con-

. b .
clusions quand on suppose — >> 1 ; mais alors ce sont les
a

arcs correspondant i des rayons vecteurs perpendicu-

laires qu'il faut désigner par s, o;.

La lemniscate de Bernoulli est la plus célébre; elle a

pour équation

r? = 2a?® cos26.

L’arc de cette courbe est donné par la formule

d a \/?dG
ST - .
\ €0820
Si 'on pose
. r .
sint — ——siny,

Va
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ol a
dy

ds—a’‘—onon "V .

| S
I ——sin2
> ?

On en conclut, en comptant convenablement I'arc,

::aF(éa(p)

s—aPF [%, arc sin (2 sine)]-

On trouve aussi

ou bien

AIRES DE QUELQUES COURBES.

La quadrature d’une courbe du troisi¢éme degré ne dé-
pend absolument que des fonctions elliptiques; pour nous
en convaincre, plagons l'origine sur la courbe : équation

de la courbe sera de la forme

93(7 0 ) 2922 y) + 9120 = o,

®1> P2, @3 désignant des polyndmes homogénes de degrés

1, 2, 3. On peut Iécrire

g Y y
.z"q?3<l, ‘—3) -+ 2.:‘91(1, ;) - ,?‘<x,;) = 0,

et, en posant

Yy ==tr,
on a

2l 0, ) 270, (1,0) 4+ o (1,8) = 0.
On en tire
— 0TVl — 5,9,
¥ ﬂ

x T
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en appelant alors R un polynéme du quatriéme degré,
on voit que x est de la forme f(7,R), ou f désigne une

. . dr R
fonction rationnelle; =7 €t ¥ = (x seront de la méme

forme, et par suite I'intégrale

ne dépendra que des fonctions clliptiques.

Lorsqu'une courbe du quatriéme degré a deux points
doubles, on pcut aussi exprimer son aire au moyen des
fonctions elliptiques. En effet, au moyen d’une transfor-
mation homographique, on peut transporter les deux
points doubles a I'infini : soit

Sflz,y,2) = o
I’équation de la courbe ainsi transformée ; on peut sup-

poser que z=0,% =0 et z=0,y = o soient les
coordonnées des points doubles. Quand on fera

dans les formules

df f _ df

L= L= ——=o0
dz7 77 dyT 7 da ’

elles devront étre satisfaites; les dérivées des termes du

quatriéme degré en x et y devront donc s’annuler pour

x = o, ce qui exige que le terme en y* etle terme en xy®

. , .o df .
soient nuls; la dérivée d-letant nulle pour x = o, il faut

quele terme en x® soit nul également; on verrait de méme
que les termes x° y, et x* ainsi que y*, disparaissent.
L’équation de la courbe prend donc la forme

Ax?y? + Bx’y + Cx)?
+Dr?*+Exy +Fy'4+Gr +Hy +-K=o,
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et, si I'on résout cette équation par rapport a y, on
trouve pour cette fonction une expression rationnelle par
rapport a x et par rapport a un radical recouvrant un
polynéme du quatriéme degré.

SUR LES COURBES DE DEGRE 771 QUI ONTi (m—1) (m— 2)

POINTS DOUBLES.

On sait que é(m — 1) (m— 2) est le nombre maxi-
mum de points doubles que puisse posséder une courbe
d’ordre m.

Une courbe d’ordre m quipossédeé (m—1)(m—2)
points doubles est quarrable par les fonctions alge-

bn’ques et logarithmiqucs (y compris les fonctions cir-
culaires inverses).

Il suffit de prouver que 'z et I’y de cette courbe sont

fonctions rationnelles d’'un méme paramétre ; poury
. 1 .

parvenir par les S (m — 1) (m — 2) points doubles D de
la courbe
(1) flr,y)=o,
d’ordre m, faisous passer unecourbe d’ordre m — 2. Cette
courbe est déterminée quand onl'assujettit 4 passer par
1 .
= (m—2) (m-41) points; or, elle passe déja par

2
I

5 (m — 1) (m—2) points D : on peut donc Vassujettir
encore a

1 / I

;(m-—2)\m—1— 1) — ;(m—x)(m-—z):m———z

conditions. Nous I'assujettirons & rencontrer la courbe
(1) en m — 3 points fixes que nous appellerons A ; elle
contiendra alors dans son équation un paramétre arbi-
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traire 7, et cetie équation sera
(2) ¢(z, ) +2(z,7) =o0.
Mais cette courbe (2) coupe (1) en m (m. — 2) points; sur
cesm(m -~ 2) points, les points D comptent pour deux
et équivalent a (m — 1) (m — 2) points d’intersection ;
si 'on y ajoute les m -— 1 points A, on voit que

(m—1)(m—2)4+m—3=m*—2m—1
points d’intersection des courbes (1) et (2) sont fixes et
connus; il n’en reste plus que

m{m—2)—(m—am—1)—=1
qui soient variables. Si I'on forme alors la résultante des
équations (1) et (2), toutes les racines x de cette résul-
tante seront connues et indépendantes de A, a I’exception
d'une seule que I'on obtiendra par suite al'aide d’une
simple division et qui sera rationnelle en X. Ainsi x et
s’exprimeront rationncllement en fonction de .
€. Q. F. D.

Réciproquement, on peut prouver que, si x el y sont

) . 5 ) x()
des fonctions rationnelles de ) de la forme L 212
S Jorme ) Yy

0, %» ¥ étant de degrés m au plus, x et y seront les coor-
, , ‘ I
données d’une courbe’ d’ordre m ajyant —2(m —1)
(m — 2) points doubles.
Posons, en effet,

(1) r e 3

T — ,
e(he) 2lor) V(e

z étant introduit ici pour 'homogénéité ainsi que p
(nous supposerons ultéricurement z=1, p=1). lLa
courbe représentée par les équations (1) coupera ladroite

12) ar +by+czi—o
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en m points, car les 2 d’intersection seront donnés par
la formule du degré m
ag(hp) - by M) 4+ ey (X ) =o.

A aura m valeurs et par suite x et y auront m valeurs
simultanées.

Comptons maintenantles points d’inflexion ; ces points
satisfont a I’équation (2) et aux suivantes :

dr dy dz

(3) a(—lk——{—ba—)'—\—C;H:O’
4) SO ORI TE R

or, en vertu du théoréme des fonctions homogeénes, ( 2) et
(3) peuvent s’écrire

d’x d2r d2r
b R— —_— 2 _ - -
(5) a<z d)\’+2m7d)\d;¢+‘u dy.’)—{ ... =0,
dx d*r
(6 —— — ) -~ 0:
(6) a(z i +ydldl,¢> ... 7203
la résultante des formules (4),(5), (6) donnerales A des
points d'inflexion. Or (5) et (6) se simplifient et peu-
vent s’écrire

dz N dy N dz
YT T T T
dar A d?p e d'z o
COdy P dida " indp
etla résnltante chercliée prend la forme
dr d d*z
Ay de dn
dz dxy dz
= 0.

&r dy d*z

idl\dy. didg  drda

(ly’ dy’ dzy
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Cette équation est manifestement du degré 3 (m— 2);
ainsi la courbe considérée posséde 3 (m — 2) points d'in-
flexion. Or une courbe d’ordre m posséde normalement
3m (m — 2) points d'inflexion ; celle que nous considé-
rons en a donc perdu

3m(m—o2)—3(m—2)=3(m—1)(m—2).

Or onsait que les points d’inflexion ne disparaissent
que parce qu’ils se trouvent remplacés pardes pointssin-
guliers. Chaque point double faisant disparaitre six

o/ !

. . . 3(m—1)(m—2)

points d'inflexion, on en conclut que L 2;( -

1 . .
ou ~(m — 1) (m — 2) points doubles se sont attachés a
2

la courbe. €. Q. F. D, *

1l faut bien remarquer que dans notre raisonnement
nous avons tenu compte des points situés a I'infini, ce
qui résulte de 'emploi des coordonnées homogénes. En
second licu, nous n’avons, en fait de points singuliers,
considéré que des points doubles, mais il est clair que nos
énoncés devront éire corrigés si les points singuliers, au
lieu d’étre des points doubles, devenaient points triples
ou seulement points de rebroussement.

Les théorémes précédents sont dus a M. Clebsch qui
les a établis, mais moins simplement, dans le Journal

de Crelle (1. 64, p. 43).

\ 1
SUR LES COURBES D’ORDRE /1 POSSEDANT Sm (m—3)

POINTS DOUBLES.

, I N
Les courbes d’ordre m possédant ~ m (m—3) points
2
doubles sont quarrables par les fonctions elliptiques.
Pour démontrer cc théoréme, considérons une courbe

)

Slz,y)=o,
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. 1 .
d’ordre m, possédant ;M (m — 3) points doubles D; ce
’ b l k] 1 L
nombre est égal 4 — (m— 1) (m — 2) — 1,c’est-a-dire au
2

maximum du nombre des points doubles moins un.
Pour déterminer une courbe d’ordrem — 2, il faut-

1 .. .o
—(m — 2) (m + 1) conditions ; on pourradonc assujettir
2

. 1
une courbe d’ordre m — 2 a passer par les Sm (m—3)

points D et par

(m——z)(m—i—l)—%nx(m—fi)—l:m——'z

N =

autres points de la courbe (1), que nous appellerons A.
Cette courbe contiendra dans son équation un paramétre
arbitraire A et pourra étre représentée sous la forme

(2) p(z7) +24(z,7) =o0;

mais cette courbe (2) coupe la courbe (1) d’abord en
m (m—3) pointsconfondus avec les points doubles D qui
comptent pour deux, et en m — 2 points A, ce qui fait
en tout m* — 2m — 2 points ; or les courbes (1) et (2)
devant se couper en m (m — 2) points, il restera deux
points que j'appellerai B sur la courbe (1) et par les-
quels passera encore la courbe (2). Nous supposerons les
points A fixes; les points B dépendront alors de la valeur
attribuée a A; nous les déterminerons comme il suit :
Par lorigine, imaginons une séric de droites

(3) y=az,

passant par les intersections A,B, D des courbes (1) et
(2)3les coefficients angulaires a seront racines de I'équa-
tion

4 (yi—ax) (y: —ax) ()3 —ax)... =0 ou R-=o,
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dans laquelle (xy, y,), (x5,92:), ... sont les solutions
communes a (1) et (2); on peut supposer que X;y; et
x,y, sont les coordonnées des points B. Alors on voit:
1° que I'équation (4) est la résultante de (1), (2)et (3);
2° que celte résultante est divisible par le facteur

(.?'l —ax,) (.72 - “32),
que nous TePréSenleanS pal‘
(5) Ag*+2Bz2+C==0 ou R,=o,

et qu'il serafacile de former. Ce facteur fera connaitre les
coefficients angulaires des droites allant de I'origine aux
points B 5 3° la résultante R = o pouvant s’obtenir en
éliminant x entre

Slz,2z)=o0 et g(z,ax)+ry(r,az)=0

sera de degré m par rapport a X3 mais comme, dans cette
résultante, Zy. 3, Zi.ys. . - - sont indépendants de 2, le
facteur Ao® + 2Ba + C le contiendra seul et par suite
I'équation (5) sera du degré m en 2.

On tire de (5)
(6) . ‘/BT—:-XC’
A

en ne considérant que 'une des valeurs de o ; la valeur
correspondante de x s’obtiendra par les considérations
suivantes : soient a; et b;; les coefficients de x'y/ dans ¢
et et G = a;+ % b;;, faisons varier a;;, b;;, a;, by de
maniére a ne pas altérer la résultante R, = o; les quan-
lités x ne varieront pas, et I’on aura

dR. dR,
—dCy 4~ —— d =
ac, y ac dCyy 05
dg—- ) dig +2
s 1C,; - ——~-— dCy-- 0:
ac, - Cjr =g, u o
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cette derniére formule peut s’écrire

.z;"_)’f(lC;j + 2 y'dCy = o,
et 'on en conclut

——axlyf = —— 1 akyly
(7) a, T T, T
de la plusieurs maniéres de se procurer x en fonction
rationnelle de o et de A, par exemple au moyen de
I’équation

= —
de,, dCyy

dR, _ dR,

Maintenant revenons i la formule (6), pour étudier la
quantité B* — AC placée sous le radical et la décom-
poser en facteurs. Pour cela annulons-la : I'équation
R, = o aura une racine double; les droites allant de
l'origine aux points B seront confondues, ce qui peut
avoir lieu : 1° soit parce que les points B sont en ligne
droite avec I'origine; 2° soit parce que les points B sont
confondus.

1° Supposons d’abord les points B en ligne droite avec
lorigine, x doit étre indéterminé ; donc, dans les for-

dR .
wules (7, les :l(J—l doivent étre nuls. Or on a
1
dR, dR, dG; dR, b
—_— = _— = T Dij== 034
dx dC,; dx st dC,;

mais, I’équation (3) ayant une racine double, on a aussi

dR,
PP
dR, A
or,quandon pose 4, =oou Az-+B==0,0u 2= — 5
R, se réduit a
B — AC
Ri=~— — - -3

A
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, dR,, ,
en égalant o A #éro, on a alors
I

1 d(B*— AC) 43

- —_— ——(B’———AC) = 0;

A da di
donc enfin B* — ACs’annule en méme temps que sa dé-
rivée pour les valeurs X pour lesquelles deux points B
sont en ligne droite avec I'origine ; B2 — AC aura donc
autant de facteurs doubles qu’il y aura de valeurs de X
pour lesquelles les points B sont en ligne droite avec I’o-
rigine, et I'on pourra écrire

VBT —AC=0)yV.

2° Supposons maintenant les points B confondus, les
valeurs de A pour lesquelles cette circonstance se présen-
tera s’obtiendront en exprimant que les courbes (1) et
(2) se touchent : alors aux points de contact on aura

df [de dy d dy do df [de dy

— = —_) == | A=) == (= — 3

dx (dx + dr dy <dy + dy> dz " \dz +3 dz)’

en égalant ces rapports a L, en chassant les dénomina-
P

teurs, puis en éliminant p et ), on trouve

'8) I=o,

J désignant le déterminant de f, ¢, ¢. L’équation (8) est
celle de la jacobicnne des courbes f=o0, g==o0, ¢ =o0;
or on sait que (SaLmon, Lecons d’ Algébre supérieure,
traduites par Bazin, p. 72) si les courbes 9 =o0,¢ =0
sont de méme degré: 1°la jacobienne passe par les points
communs aux trois courbes; 2° si f=o0 a un point
singulier en D, la jacobienne y a un point singulier avec
les mémes tangentes ct par conséquent coupe f= o en
six points confondus en D; 3° la jacobienne touche la
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courbe fanx points A et par conséquent y coupe fen
deux points confondus.

Or la jacobienne est de degré

m—1+2(m—2)=23m—n7;

elle coupe f = o en m (3m — 7) points dont il faut dé-
falquer les points D au nombre de

62)71(”1—3) =3m(m—3),

et les points A au nombre de 2(m — 2); il reste done
m(3m—n)—3m(m—3)—2(m—a)=4}

points ou la jacobienne peut rencontrer f=o et par
suite ou la courbe (2) peut toucher (1), et par suite
quatre valeursde Apourlesquelles B* — 4 ACs’annulepar
le fait du contact de (1) et (2). Le polynéme V estdonc du
quatriéme degré en i3 d’on il résulte que I’z et par suite
Px et 'y d’un point variable B de la courbe f'= o peu-
vent s’exprimer rationnellement en fonction d’un para-
métre % et d'un radical de la forme

VA - akd =+ BA - gk - 6,
ce qui démontre le théoréme énoncé plus haut.

La premiére démonstration de ce théoréme est due a

M. Clebsch (Journal de Crelle, 1. 64, p. 210).

Remarque. — On pourra représenter les coordon-
nées x, y de la courbe (1) sous la forme

z=F[, V(1 —»] (1 — k%)),
r=C[y V{1 — 21— ) >

a l’aide d'une transformation rationnelle opérée sur la
variable 2 ; si I'on fait alors 2 = sn¢, on aura
x=G(sn¢) + sn’¢tH(sn¢)
y =K(snt) + sn’¢L(sn¢ ,
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G, H, K, L désignant des fonctions rationnelles. En
effet, le radical entrera si I'on veut dans x et y sous
forme linéaire ; oril est égal a cnt dnt, c’est-a-dire a su't.

C. Q. F. D.

Ainsi, quand une courbe a son maximum de points
doubles moins 1, ses coordonnées sont des fonctions ra-
tionnelles d’'un méme sinus amplitude et sa dérivée, ou,
si 'on veut encore, sont des fonctions doublement pério-
diques de méme période d'une méme variable.

QUELQUES COURBES REMARQUABLES DONT L EQUATION
DEPEND DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Lorsque ’on cherche une courbe plane dont le rayon
de courbure soit proportionnel a P’inverse de’abscisse, on
est conduit a I'équation

Cette courbe est une élastique, on la rencontre encore
quand on cherche parmi les courbes isopérimétres celle
qui engendre le volume de révolution minimum ; en
transformant convenablement les coordonnées, on peut

dy
prendre ¢ =o0: alors on a e quandx =0, ¢t

ou
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. . r
Sil'on fait = =_¢, ona .
a

f at’de
y = —=
J (—) (142

or,enprenantle module & égal & ¥ 2, en sorte queh® = k",
2

on a

V2

cn’6 = ——;—V(I —cnf; (1 4- cn‘t);

si donc on fait

t=cnb, dt= _%\/(x — )1+ ) d,
on aura

—+-K ~ N =*=K
— 2 a\2
y=— aL locn?h — — —\/— (l———-sn’G)i/O;
) 2 2 Ja
la limite inférieure est d’ailleurs arbitraire si ’on choisit
convenablement I'origine : on a alors

y=— a\/z -+ ,ZzzZ(e),

x = acnf.

La courbe de M. Delaunay engendrée par le foyer
d’une ellipse ou d'une hyperbole qui roule sans glisser
sur une droite a pour équation

son abscisse et son ordonnée s’exprimeront facilement
aussi par les fonctions elliptiques. Dans cette courbe, la

moyenne harmonique du rayon de courbure et de la
normale est constante.
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SUR LE MOUVEMENT DE ROTATION AUTOUR D’ UN POINT.

Les équations du mouvement d’un corps solide qui
présente un point fixe et qui n’est sollicité par aucune
force extérieure sont, comme on sait,

dp
. ) o dq .
) BY — (C— A}

dr
| C 7= (A= B)pg-

A, B, C sont les moments d’inertie principaux rela-
Lifs au point fixe; p, ¢, r sont les composantes de la ro-
lation inslantanée autour des axes principaux relatifs
an méme point; enfin, ¢ est le temps.

L’analogie entre les équations (1) et celles qui lient
entre cux snx, cnx, dnx et leurs dérivées est telle, que
I'on est tenté de poser

p:acng([—r),
g=psnglt—+)
r=qdng(s—),
o, 5, 7, 8, T et le module k désignant des constantes ar-
bitraires; et I'on satisfera effectivement aux formules (1)
si, observant que
cn'x = — snx dnwx,

sn'x = cnz dnz,

dn'x — — K*snwenz,
/aw £ BC
s YV amma—o
AC
{ . — ok i
) "B ‘J\/(A—B)(B_c)’

R AB
TTEVaa=coB=c¢;’

on prend
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Ces formules, auxquelles on est conduit ainsi par la
méthode des cocfficients indéterminés, fourniront pour
a, f3,7 des valeurs réelles si 'ona A > B> C, ce qu'il
est toujours permis de supposer.

Les trois arbitraires de la solution sont g, , . On
peut faire abstraction de la derniére 7, et, en comptant
convenablement le temps, poser

(2) p=acngt, q—=fRsngt, r=ydngt.

Les formules (1) sont donc intégrées.

Mais, pour résoudre complétement le probléme, il ne
suffit pas de connaitre p, ¢, r, il faut encore calculer
les valeurs des angles 6, o, 4, qui, dans les formules de
transformation de coordonnées d’Euler, servent a définir
la position des axes principaux d’inertie par rapport a
trois axes fixes passant au point fixe. On démontre dans
les Traités de Mécanique que I'on a

. . 9(13'1 o d9

P — SiDg¢sin Z—f—( S(‘Dd—[’

1o . d’g’l . (10
3, q= -co:.zgsmod—t——sm?a,

dy ay

r—— -4 cosf—-
de dt

Prenons le plan du maximum des aires, ou plan inva-

riable, pour plan des xy. On sait que Ap, Bg, Cr sont

les moments des quantités de mouvement relatives aux

axes principaux. Sidonc on désigne par G la constante

des aives \/A?p® + B*¢*> + C*1*, on aura
Ap —Gecos(z,A), Bg—Gecos(z,B), Cr—==Gecos(z, C},
ou bien
Ap =G sinbsing,
(4) Bg = Gsinb cosy,
Cr = Gecosf;
Ann. de Mathémat. 2¢séric, t. X VI ( Avril 1879.) 1t
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La constante G est facile & calculer au moyen de & et
de g. De ces trois formules on tire § et ¢; il reste a cal-
culer I'angle ¢. Pour ccla, entre les formules (3), éli-

. 9
minons -, NOUs aurons
[{

d)
psing 4 g cosy = sinf —-
dt
ou
siny -1~ ¢ cos
dy AL A ?dt.

sino

Eliminous ¢ et ¢; de 1a, au moyen des formules (4),
nous aurons

Ap —‘—B(/ L Ay -Be?
([t!J - G‘ G’ - C’r’ (l B G X";‘ - _B-';;-' /,
ou enfin
Ao’ Ln*'*t—}—Bf; sn ‘gt
(5) ay =G L

A‘atcn’ ‘gt -+ B¢ sn’ vt(
Posons, pour abréger
(\6‘; gr— 23
nous aurons alors

G Ac’cnir - B sn’z
A'a’cn .L‘—r-B’ﬁ snix

4',

dr.

Remplagons cu’x par 1—sn’x, et a, £, 7 par leurs
valeurs (a): nous aurons
G B—-C-+ . A—B' snx

{— — — -
o g A\ B—C,+CiA—B sn'z

L,

Posons
{71 AB--C isny —1a
{ L ———— T\, e 8 (
7! ca—B " v ’

et a sera réel, puisque sna est une fonction impaire;
L ]
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nous aurons alors
B—C

dby—— - — — ——  _dr,

gCsn ‘e —snay — 1
ou

C -
sn*r — —sn’ay/ — 1
P G A a
- dr
gG sn’x — sn’a\/ —1 ’

ce que 'on peut écrire

G Asn*r — Csnay, —
S kb A N
glA ] sntr —sntay —1

8\

<=

Désignons par F (a1 ) la quantité placée sous le signe
g p q p g ’
en sorte que
G .
il JFx)de.
g Al !
Nous allons, pour pouvoir intégrer, décomposer F(x)

en éléments simples, par la méthode de M. Hermite.
Nous désignerons par I’ intégrale de

prise le long d’'un parallélogramme de cotés 2K et

2 K \/:T(périodes des fouctionselliptiques). Cetie quan-
tité I' est indépendante de x; elle est égale & la somme
des résidus de la fonction f(z) pris a I'intérieur du pa-
rallélogramme en question. Si I'on suppose que ce pa-
rallélogramme contienne le point x, le résidu relatif a
ce point sera I (x); quant aux résidus relatifs aux autres

infinisay--1ret—ay ~ 1, ils sont de la forme

A (ay 7]

H(a\/ ~|~—r/
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multipliée parla limite de

(z— !I\/_——_l) (Asn’2 —Csn‘n\/‘-——_l)

sntx —sn*ay — 1

pour x = ay/— 1; or cette limite est
(A—C)sn’n\/—l (A——C\sn’rr\/—l
ou Sk —
osnay —1cnay — 1dnay — 1

asnay— 1sn’ay— 1

ainsi donc on a

Asniz — Csn?ay — 1

I'= —
sn?z — snlay — 1

T (e =71 —x7) (A —C)sn2ay/ — 1
2H(ay— 1 — ) snay—t1cenay — rdnay — 1
(A—C)sntay —1

1H (g =1+ x)
21{ay—1+z) snay—1enay— 1dnay — 1

ou bien
F(z):Asézm-Cénzn,\Lj—; )
snfx — snfay — 1
1! (A —C)snay—1
2cnay/— 1 dna\/:v;
H'({l\/: —-'z‘)]

H'(n\/F:T—F_-_T) -
X[H((c\/——l+x)+ ]l(“\/——_(—.z)

Substituant cette valcur dans (8), on a
snay — 1

,_ Gr . 16(A—C) 7

(o) \‘J—EIAC 2 gAC ¢nay—idnay—1
9} —
'- X]()gllgl‘_n\/_ll-)-
H(x+ay—1)

\
Cette formule se simplifie beaucoup quand on remplace
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G par sa valeur. On a
G? — A'.'p? 4+ B‘.! q'.' — C?r'l
= A*a?cn?z + Bf?sn?e + Cly?’dn’r;
si (ce qui est permis, puisque G est constant) on fait
X =o0,0na
G2 — A117+C272
et, en remplacant « et y par leurs valeurs (a),

ABC A/*(B—Cj+CIA—B
A—C |(A—B)(B-C

/

-

G2 — g’
d’un autre coté, si, a Paide de (7), on calcule cn ay — 1

ctdnay— 1, etsialors on forme la quantité

*(»A—Cl snay— 1 ,
§AC  cnay— rdnay —1

, . . , U e 1
on la trouve, réductions faites, égale & ~——; il en résulte
2

N~

que la formule (9) se réduit a

- lo = —
gAC 2 H(z +ay—1)

.

:GFJ+V/—I gﬂ(x—ﬂ\/——l)

¥

On peut introduire, comme I’a fait Jacobi, la fonction ®
ala place de H, en observant qu’a un facteur constant
prés on a

V=
Hz—ay—1)=0(z—ay—1— Ky=1)e *X

RV |

H(.r—i—a\/:-l)_—_- O(x+ay—1+Ky— I)e",T

L,

Sidonc on fait @ 4+ K’ == 7, on aura, en négligeant une
constante,

_Gra \/?l—lo'@(m—;‘/_ 0,
~ gAC 2 (-)(x+ t_\/:_l)

(o) ¢
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Rueb, en modifiantdes formules données par Legendre,
était parvenu par une tout autre voie a ces résultats;
Jacobi est allé plus loin en calculant encore les lignes
trigonométriques de ¢ de maniére & revenir, au moyen
des formules d’Euler, aux neuf cosinus qui définissent la
position du corps. Indiquons rapidement la marche qu'’il
a suivie.

La formule (10), en ayant égard a (6°, devient

GI't /- olr - — 1}
T/ S PV A _c‘;u__ﬂ
A 2 O x-—-fy—1)
si Ton pose
, \/: 1 O r— Ly--1) GT
Y- — —log— e - = n,
2 O(r+oy —1y AC

on aura

ety se composera d'une partie proportionnelle au temps
(et 'on powra appeler la quantité » le moyen mouve-
ment) et d’'une partie ¢, dont nous allons calculer le
sinus et le cosinus. On a

Olr — C\/-_—_l )

(<) .1‘——'C\/-l ’

(N =

et I'on en conclut facilement cos{; et sin¢,. Pour plus
de développements, nous renverrons au Mémoire de
Jacobi inséré dans ses Mathematische Werke, t. XI,
p- 139. écrit en frangais.

MOUVEMENT DU PENDULE CONIQUE.

Prenons pour axe des z la verticale descendante du
point de suspeunsion, pour plan des xj le plan horizon-
tal passant par le méme point. Soient r la longueur du



(167 )

pendule, 8 sa colatitude, ¢ sa longitude : le théoréme
des forces vives donnera

. L[ do\? . ap\*
(1) r ) -+ r‘sin’@ | —- | =2grcosd - a,

dr dt

et celui des aires

{2) 1?sin2g d—dl - e
' de

a ct ¢ sont deux constantes dont nous allons fixer la
valeur. Soient v = 2gh, la vitesse initiale du mobile,

I sa hauteur initiale au-dessus du point le plus bas; en
faisant t = o dans (1), nous aurons

¢} == 2grcosf, -- a,

ou

28h, -2gh . a;
d’ou
(3) a..2g\l,-—h).

Désignons par i I'angle que v, fait avec I'horizon. En
faisant t = o, 6 = 4, dans (2), nous aurons

. dy
r*sin?f, (l) t .y
dt |,

Ly o - ceal 3
mais 7 sinf, <—(—1-t~) est égal a v, cosp et rsinf, est égal a
o
Ve — /%, on a donc
4) c_= v"r‘;—:/z; 0y COS Y. = V’aglt.,(ff:/t"} cosp.
. e dy
Maintenant, entre (1) et (2), éliminons 2 hous au-

rons

de\? [(2grcosh --a)risin:f —c?
dt) T 7'sin*0

Si nous posons

6 rcosf .=z,
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nous aurons
(7) 17<Z—j>2:(2gz+a)(r’——z’)—c’

N

ou, en vertu de (3) et (4),

,a (‘1_2_ ’
dt

\

2g[(z 4 ho—F) (1P —22) — hy(? — h?) cos’u].

Si I'on substitue a z, dans le second membre,
—o0, — 1, h, +r, on obtient des résultats ayant pour
signes -+, —, -+, —; on peut donc poser

8) o (G) =—2sls—al (=B (=),

o, 5, y désignant des quantités réelles dont deux sont
comprises entre — 7" et -+ r, et dont la troisiéme est né-
gative et moindre que — r.

On sait que, pour ramener I'équation (8) & celle qui
définit la fonction elliptique, il faut poser z = a + pu®;
posons donc

(9) z=a -+ psniet;

nous aurons, au lieu de (8), en écrivant s au lieu de
sn wt et en désignant par k le module inconnu de snwr,

s (270 ph? + gp?)
+ (1 &) 2r%wp + gp(2a — B — )]
+2r0p +gla—B) (x—7)=o0.

Cette formule aura lieu, quel que soit s, si

2r
Tm’ﬁ’ = —p,

o

r . .
?(I+A‘)m‘:21—ﬁ-—-7,

2r?
2, — [, Ve
—olp=— (2= (2—7.
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En éliminant » par division, on en tire

i? —p k2 - »?

TR 2a—B—9 1 (a—B)(a—17)
d’ou, égalant les valeurs de A2,

_pla—pl(a—1)

20— f—y
En résolvant par rapport a p, on trouve — (2 —f3)
u— (2 —7p);alorsk=2"Fou2=7. p k
o ( 7)3 a0 g Pour que

soit réel, il faudra que o — 3 et @ — y soient de méme
signe, ce a quoi on arrivera en prenant pour o la racine
positive la plus grande. Enfin, pour que & soit moindre

) o ®w —
que I'unité, on prendrap = — (¢ — f§), A% = . i» et
I'on supposera que y soit la plus petite des racines;

alors on aura

— — 8
(10) “—\/ ‘7, poih
27 zx—']

la formule (9) donne alors

::a—(z— ﬁ)snzwt,
ou bien
2= zcn’wl+ Bsn’ut,

ou, cn vertu de (6),
(rr) recosd = zxcn’ewt—+ Bsn’wt.
Maintenant, la formule (2) donne

dj; c
dr — rsin*0’
et, en vertu de (11),

cdt
dy —= — :
! — (2cn*ot + fsnwt)?
('n't( 1 ' ] >
—_—— i N ¢
2r \r—acn’ot— fsn’wt r-4acn’el - fsnie!



2r A 1 ¢ dt
— Y T Y, = —_—— e
c r—ua o —
1 -+ sn?wt
r— =z
¢ v
1 ¢ dt
e . I
ro- oz o—B8
1 — —"- sn’wt
e 7 +

0

Les deux intégrales qui figurent ici sont de seconde

\ 2r, ,
espéce; — (¢ -— 4y) se composera donc d'un terme pro-

portionnel a ¢ et de termes périodiques de la forme

Si donc on imprimait au pendule un mouvement uni-
forme de rotation convenable, son mouvement relatif
serait périodique,



