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Décomposition du carré d'un nombre N et de ce nombre
lui-même en sommes quadratiques de la forme
x~ -h tjr~, t étant un nombre rationnel, positif ou
négatif; résolution en nombres entiers du système
des équations indéterminées

y =zx-^rt (x -h*)\ f2 = z2 -h t(z -f- pY\

[FIN (*).]

PAR M. E. DE JONQUIÈRES.

Dans le cas de t négatif, dont je viens de donner un
exemple, il importe d'ajouter que les décompositions
fournies par les formules (i') sont, en moindres nom-
bres, celles de chacune desquelles il en découle une in-
iîilité d'autres par les relations

(4) x~xxr±.t .y{s, y = xxs±yxr,

r et s étant des indéterminées données par l'équation
(in -t- n \jt) =i'-\-s\jt, dans laquelle £ est un entier
quelconque, et m, n sont les moindres nombres qui
satisfont k l'équation m2 — tir = i. (Voir Théorie des
nombres, Irc Partie, § 40).

Dans l'exemple précédent, les moindres nombres qui
satisfont à l'équation m2 — 3/*2 = i sont m = 2, n = 1 •
ainsi r et s sont donnés, dans ce cas, par la formule

Si Ton prend d'abord À = 1, on a /• = 2, s = 15 la se-
conde décomposition de N2 donne pour N celle-ci

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, 2e serie, t. XVII, p. 4"J«

Ami. de Mathèmat.^ bérie, t. XVII. (Oet. i S78.) • 28
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et les formules ( 4 ) deviennent

*z=: 23.2 lil 3.8, J=:23zh8.2.

On en déduit, pour la plus simple des décompositions
de 481 après celle que je viens d'écrire,

48i^342— 3 . i 5 \

Les formules (4) en fournissent ensuite une infinité
d'autres.

VI. Il reste à examiner, comme je l'ai fait au § XI de
l'article précité des Nouvelles Annales, page 3o3, le cas
où le nombre donné N se compose de facteurs premiers
élevés chacun à une puissance quelconque, et non plus
seulement de facteurs du premier degré. Sans entrer, à
cet égard, dans des développements qui m'entraîne-
raient trop loin, je me bornerai à dire que, si cette cir-
constance fait croître le nombre total des décomposi-
tions de N, elle n'augmente pas celui des décompositions
de ce nombre dans lesquelles les composants sont pre-
miers entre eux. Au contraire, si parmi les facteurs pre-
miers de N il en existe qui, au lieu d'être décompo-
sablesdansla forme données2-M/2, sont simplement des
diviseurs linéaires d'une même forme quadratique asso-
ciée à celle-là, le nombre de ces décompositions est di-
minué lorsque ces facteurs n'entrent pas par paires avec
le même exposant dans la composition de N, ou avec
des exposants différant entre eux d'un nombre pair d'u-
nités. La même influence se fait d'ailleurs sentir alors
sur les décompositions propres de 3N2, et la correspon-
dance qui lie celles-ci h celles de N n'est pas troublée.

Supposons, par exemple, que le nombre à décomposer
soit N = ^79^7 = 73- i3% et que la forme requise soit
a 2 4 - 3 j * . Les facteurs premiers 7 et i3 sont l'un et
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l'autre de cette forme. Leurs exposants respectifs étant
d'ailleurs 3 et 2, le nombre total des décompositions de N

est, d'après la formule connue, égala - (3 -4-1 ) (2-4-1) = 6,
2

c'est-à-dire plus grand de quatre unités que celui des
décompositions de même forme du nombre 7. i3 = 91,
qui ne comporte que ces deux-ci :

9i=:8'H-3.32^42H- 3.52;

mais, parmi ces six décompositions de N, il n'en existe
pareillement que deux où les composants soient premiers
entre eux; ce sont les suivantes :

1S =z a--f- 3.139 --218 +3 .59 .

Dans les quatre autres, savoir

N — 72 (iov4-3."J92) ~72(342-h3.32)
= i 3 2 ( i o - - h 3 . 9 ' ) = 7 2 . i 3 2 ( 2 2 4 - 3 . i 2 ) ,

les composants ont pour facteur commun, respective-
ment, les nombres 7% i32 et 7*. i32 .

Quant aux décompositions possibles de N2, il n'y en
a également que deux propres ou de dernière espèce,
savoir

K2= 57959 +3.556 et N2=37obi -4-3.25724,

correspondant, respectivement, à celles de N écrites ci-
dessus en premier lieu. Dans toutes les autres, les com-
posants ont un facteur commun.

Prenons, pour second exemple, la forme x* -h igu*
et le nombre N = 6i25 = 53. 72. Ici les facteurs 5 et 7
ne sont plus, comme précédemment, des diviseurs qua-
dratiques : ce sont de simples diviseurs linéaires de la
forme requise. Cette circonstance, jointe à ce que le fac-
teur 5 a l'exposant 3, tandis que i3 n'a que l'exposant 2,

28.
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fait que N nest susceptible d'aucune décomposition où
les composants soient premiers entre eux, et il en est
de môme, par conséquent, de IN2. En effet, les seules dé-
compositions possibles de N sont

6 i 2 5 = 5 2 ( i 3 2 - 4 - 1 9 . 2 ^ = 7 2
V 7 S - } - Ï 9 . 2 2 ; ,

auxquelles correspondent, 1 effectivement, celles de ]N2

6i25 = 5 Vg3 4-19.52 J — 7 (27 -h 19.28 /.

Mais, si le nombre donné avait été N = 1225 = S2.?2,
les formules (1 )' auraient donné

1225 (1207 -4- 19*48 )>
d'où

1225 = 3*-4-19.8%

parce que les exposants de 5 et de 7 sont ici égaux entre
eux, etc.

VIL Avant d'entamer un autre sujet, il me reste à dire

quelques mots touchant le cas de t fractionnaire, t = —

Lorsque tous les facteurs du nombre N sont de la

forme a* -\— Z>% ou y ont été ramenés, les formules (1)'

donnent, aussi bien que dans le cas de t entier, toutes

les décompositions de dernière espèce X2-h-Y2 de son

carré N2. Puis lorsqu'on veut revenir de ces décompo-

sitions à celles .r2 -+- - y~ de N qui leur correspondent,

on se sert, comme dans les autres cas, des foi mules

. . 2 N-f-X 9 N— X
(2) -2=-r-' ^'=—'

dont la composition montre que, si Ton a seulement
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pour but de trouver les représentations de N dans la

forme u* -r- - v% on peut se dispenser de calculer les

valeurs de Y.
Mais en outre, si Ton remplace (*) les formules (i)'

par les suivantes :

X r r r T T , , ^ — pb')
— I7 pq 2[n2 ab .Wn^yqa} — pb2)]

/ q ^ , , ( i / 2 N

celles-ci donnent les décompositions propres, dans l«i

forme X2 H— Y2, du carré N2 d'un nombre N dont tous
H

les fadeurs sont de la forme qa?-f-pb*5 et lorsqu'on

veut pisser de ces décompositions à celles xâ -f- — J 2 cor-

respondantes,]! se présente cette particularité, qui n'avait
N -4— ~5v

pas lieu dans la précédente, que les nombres >

(*) la moùiiication apportée n'est d'ailleuîs pas aussi grande qu'on
pourrait le croire au premier aperçu, car les formules (1)', ou j'ai
avec intention laissé figurer le radical \J~t pour mieux faire ressortir
la façon dont elles dement des formules (1), peu\cnt s'eciire ainsi :

v
— 23 tï \\\\ab) II;/_3 (r/9—/.62

y]-f- >*.t'i±lnii{aLj\~\n_r^a-—t.Y')—. .
et m^mc sont, sous cette forme, pTus commodes pour le calcul numé-
rique.
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ainsi obtenus, quoique satisfaisant à la rela-

tion x2 -h - y* = N, ne sont des carrés parfaits que si

le nombre des facteurs de N est pair. Lorsque ce
nombre est impair, on a en revanche

a?z=pk*, ?-y*=qm* et pP 4- qni1 = N.

Voici quelques exemples de ces différents cas :

i° Soit t—\,

Les formules (i)' donnent, pour Tune dos décompo-
sitions propres de N2,

N2 =. IÖ863 =. i3395 + g 16728 ,

et les formules (2) donnent, pour la décomposition cor-
respondante de N,

N— i6863=723 h o

On obtiendrait de môme les trois autres solutions.

20 Soit encore t= - ,
o

Les formules (1)' et (2) donnent, respectivement,

N2— 5 l l =^6l -f" rr36o = 2 1 1 + tt7^O ,

3 —2 —2 3 —2
N = 5i 1 =- 52 4- n 36 =_ 29 - f ï ï w .o o



3° Soit, comme première application du cas où 1rs
facteurs de N sont de la forme qd* -}- p£%

;N = p4*°5 — 5. I I . 2.9.59
= ( 2 . I 2 - f - 3 . I 2 ) ( 2 . 2 2 + 3 . I 2 ) ( 2 . I 2 - f - 3 . 3 2 ) ( 2 . 4 2 - { - 3 . 3 2 ) .

Les formules (3) donnent, pour Tune des nuit solutions
de quatrième espèce qu'on en peut déduire,

=72937 -f--4^552 ,
2

et les formules (2) donnent ensuite, pour la décomposi-
tion correspondante de N,

Dans cet exemple, le nombre des facteurs du nombre
donné est pair, et les facteurs ont la forme 2a2 -H 3 £8.

4° Soit enfin

N = » 595 — 5.11.29
= ( 2 . 1 2 - i - 3 . 1 2 ) ( 2 . 2 2 i - 3 . I 2 ) ( 2 . I 2 H - 3 . 3 2 ) ,

où le nombre des facteurs est impair, et la forme est,
comme à l'exemple précédent, 2<z24-3&2; les for-
mules (3) donnent, pour les quatre décompositions de
troisième espèce deN2,

N2 z=z 15q5 — : 11oq ~\— o3b 1 = 5 7 1 -4- — 1216

z 3 2 ^ 3 2
~ i5nq H— 184 = I 5 4 I -\— 336 ,JJ 2 ^ ^ 2

et les formules (2) donnent, pour les décompositions
correspondantes de N,

N = 1595 = 243 -f- 1352
= 8-h 1587= I568-H 27,



où les premiers termes, qui représentent respectivement
les #2, ne sont pas des carrés, tandis que les seconds ne

3sont pas les - d'un carré parfait j ^ 2 . Mais on peut les
2

écrire ainsi

N ~ 1595 = 3 .9 2 -+- 2.26» — 2 . 1 6 2 — 3 . 1 9 2

= 2 . 22 -4- 3 . 232 r-: 7.. 2-8' -4 3 . 3%

et Ton voit qu'ils correspondent, non plus à une décom-
3position de N dans la forme a 2 - H - 6 2 , semblable à

celle obtenue pourN2, mais à une décomposition dans
la forme 2«s-4-3&% qui est aussi, dans ce cas, celle des
facteurs premiers du nombre donné N.

VIII. La correspondance et la subordination mutuelles
qui lient entre elles, chacune a chacune, les décomposi-
tions en sommes quadratiques x°-f- tj2 d'un nombre N
avec celles, de même forme X2 -+- t.Y2 et de dernière
espèce, du carré N2 de ce nombre, constituent, avec les
formules (i)', un résultat nouveau dans la Théorie des
nombres. Pour en indiquer d'un seul trait la portée, il
me suffira de faire remarquer qu'il conduit, dans une
catégorie nombreuse de cas, par une marche simple et
sans autres recherches préliminaires que celle des fac-
teurs premiers de N, à une solution nouvelle des deux
problèmes dont il est question dans les nos 180 et 205
des Disquisitiones, et qui forment deux des sujets prin-
cipaux du célèbre Chapitre \7 de cet Ouvrage.

En effet, lorsqu'un nombre N, susceptible d'être re-
présenté par une forme quadratique donnée x2 -\- 1 j 2

[et il peut alors erre représenté aussi par Tune des
formes associées jr -h °> p(j ~\~ cq\ jr -f- pq -\- c'ç2,
dont les indéterminées /?, q se déduisent immédiate-
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ment des premières x , y, et réciproquement, lorsque les
constantes f, «, £, c' sont données], a été décomposé en ses
facteurs premiers, transformés, s'il est nécessaire, en la
forme quadratique a} -f- /£2(*),les formules (i) ' donnent
presque aussitôt toutes les décompositions X2-t- £.Y* du
carré IN2 de ce nombre, après quoi la correspondance
dont il s'agit fait remonter immédiatement aux décom-
positions ou représentations conjuguées de N , à l'aide
des formules (2), dans lesquelles le nombre composant
X doit entrer avec son signe. Enfin on passe de la re-
présentation de N dans la forme ,r2-f ^ ) 2 à sa repré-
sentation dans la forme à trois termes p*-\-ipq -4- cq1

si t. est de la forme 4n ~+" * •» e t dans celle p- -4- pej ~r- c'q*
si î est de la forme 4n -+- 3, en posant, dans le publier
cas, p ~- x — y, q = r, c = t ~f- 1, rtf dans le second

cas, /; -— x — y, q — iy, c' = — ;— Les problèmes

précités se trouvent ainsi résolus, dans les conditions
que je viens dédire et pour toutes les valeurs de £, de
la façon la plus directe et la plus simple.

IX. La correspondance des décompositions propres
de N et de N2 a un autre usage important, car elle four-
nit une méthode générale pour la résolution, eu nombres
entiers quand celle-ci est possible, en nombres ration-
nels dans tous les cas, du système des équations indéter-
minées

y z=z JC: -\- tu1, y- — z2 -4- /<>%

avec les conditions u ~ x -±- a, v •= z zL [:<.
En e(Fet, puisque chacune de» valeurs dey% qui ap-

partiennent à l'espèce où les nombres z et z zh [3 sont

(*) Cctti* transformation s'opù:*1, comme je l'ai dit pa{jo /jri , a l'aitio
do tacU'iu'à entiers auxiliaires, choisis de f.içou (jue l.4ur produM total
/* soit un carre parfait a2.
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premiers enire eux,-dérive, par la formule des triangles
rectangles, de la valeur correspondante de j ^ où X et tt
sont aussi premiers entre eux, on a d'abord

J Î —(m2 — .r2)2 -h- t.i.jcu .

On en conclut, en remplaçant x par sa valeur ii — oi,

y*= [tu2 — [u — a ) 2 ] 2 - h t.iu[u — a)2 ,

et, en égalant les d«ux expressions dej^2,

u*[t— 3 ) - î -4 a t t ~ a'ztp — O,
d'où

( 3 ) « = ^ [-o.«± v^nrr"3]-(^p-j j ,

relation dans laquelle, lorsque a et [3 auront été donnés,
il faudra prendre pour t les seules valeurs qui rendent
la quantité placée sons le radical égale à un carré par-
fait A2. Cette condition se réduit, en écrivant

o r ip£"C €t 4«2 — 3(a2:T-P) = — a,

à f = ? formule dont la solution en nombres en-
c

tiers fait l'objet des §§ VII et VIII de la Théorie des
nombres de LEGENDRE (IIe Partie, n08 185 et suivants de
la deuxième édition).

Pour toutes les valeurs de t autres que celles ainsi
obtenues, l'équation (3) ne donne, pour u et par suite
pour a? et y, que des valeurs incommensurables qui ne
répondent pas à l'énoncé de la question.

X- Comme applications numériques, supposons d'a-
bord ai = j3 = i. Si Ton prend (3 avec le signe — sous

le radical, la formule (3) devient u = ^ 1 en ex-
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eluant la valeur illusoire u = o. Si Ton ne veut qtfê des
Valeurs entières pour il, cette équation n'admet que les
solutions

* = i, 2, 4> 5> 7>

auxquelles correspondent, respectivement, les valeurs

u — 2, 4, — 4» — 2» —- T»
r̂ := I, J , — J, u, 2 ,

j ^ S , 4 i , 89 , ^ i r .

On a, en effet, 5 = i2 -f- 2* et 5* = 32 -h 4a- C'est la so-
lution déjà obtenue dans l'article précité des Nouvelles
Annales; puis

4i — 32-f-2.42 et 41 ~ 2 3 H-2.24 ,

89=(_5)2 + /i t-4)2 et 8 ^ 3 ^ 2 + 4 . 4 o \

29 = [— 3) 2 -f 5 [— 2)2 et 39 — 11 -\~ 5 . 1 2 ,
—_> — 2 — 5

11 — (— 2)2 -H 7 [— 1 )2 et 11 = 3 H- 7 . 4 •

Si Ton prend [3 avec le signe -H sous le radical, la for-
mule (3) devient

(4) ^-^[-srtv^^T)]'

et ne donne des valeurs commensurables de u que pour
les valeurs de £,

t =z

d'où
3,

o,

i

2

9>

,
3'

*9>

i

2

I

4'

33,

i

~ 3'

5'

5 i ,

i
_ _ ,

i

6'

73,

I
_ _ , .

I
—9

7

99»

i

i

8' " • '

parmi lesquelles il ne se rencontre qu'une seule valeur
entière de u, savoir u = — 1, correspondante à t = 9,
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valeur à ajouter à celles déjà trouvées, de telle sorte qu'il
n'existe, en résumé, que six valeurs de £, parmi l'in-
finité de celles qu'il peut rerevoir, pour chacune des-
quelles le système des équations

admette une solution en nombres entiers JL\ Z et y, et
ces valeurs de t sont f = i , 2, 4? 5, 7 et 9. Il faut re-
marquer, en outre, que. dans chacun de ces cas, lasolu-
tion est unique, comme je l'ai déjà fait voir dans l'article
précité des Nouvelles Annales pour celui de t = 1, et
par des motifs analogues. En eiïet, d'une part, la .simili-
tude des valeurs dey et de j 3 par rapport au multipli-
cateur t du second terme a cette conséquence, qu'une ou
plusieurs solutions nouvelles de la question ne pour-
raient se rencontrer que parmi les décompositions de ) 2

d'une espèce inférieure à la dernière (En) d'où provient
celle déjà obtenue, tandis que, d'aulic part, la seconde
condition, savoir qu'il n'y ait entre z et v qu'une seule
unité de différence, ne saurait se présenter dans aucune
de ces décompositions 5 car leur caractère commun con-
siste en ce que ces deux nombres ne sont plus pîernicrs
entre eux dans la valeur de j -, qu'ils ont un facteur
commun, et que par conséquent la dilférence entre u et s>
ne pourrait, comme cela est exigé ici? être égale a
l'unité.

Ce résultat, cligne de remarque, vient à l'appui de
l'observation déjà signalée par M. Lucas, qu'une équa-
tion indéterminée du quatrième degré à trois inconnues
(à laquelle peut se réduire le système ci-dessus), qui
admet une solution en nombres entiers, n'en admet
très-souvent pas d'autre, contrairement à ce qui a lieu
pour l'équation du troisième degré, où une première so-
lution en entraîne une infinité d'autres.
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Si Ton admet les valeurs fractionnaires de u, la for-

mule (4) en donne une infinité, correspondantes par
paires aux valeurs admissibles de t.

Pour terminer, je donnerai une application de la for-
mule (3) au cas où a est différent de (3. Soit, par
exemple,

a = 3, p = 5.

Les seules valeurs admissibles de t sont alors

* ~ 3 , io, 19, 3o, 43, 58, 75, . . .

si Ton prend (3 avec le sigiu' — sous le radical; et

t — 3, 5, 29, 35, . . .

si l'on prend j3 avec le signe -f- sous le radical.
Les valeurs correspondantes et conjuguées de u sont,

relativement à Ja première suite,

1 2 1 2 1 2 1 2 r

3 7 4 9 o n b i 3 7
et

2 1 2 r 2 1

où se trouvent les seules valeurs entières u = — 2 et

Les valeurs de z*, relatives à la seconde suite, sont,

7 T
 r4 1

o 172

2.6 7

où l'on rencontre deux nouvelles valeurs entières de u,
savoir u = 1, u ==. — 7.

On vérifie, par exemple, que, pour / = 10, dans la
première suite, et u ~- — 2, on a

Y z=. ( — 5 2 -4- 10 ( — *)"' — 65
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où les conditions
servées.

de

et

Pour t = 5 et u
même

y — ( —

2

X =

= —

• i o ) 2

T453
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u — 3 et u

• y, dans la

.{_ 5 . ( _ *y

-4-5.T402 ==

.65,

~z-h

seconde

r=:345

:345\

5 sont

suite,

ob-

on a

on x = u — 3 et v = z — 5.
Dans cet exemple, comme dans plusieurs de ceux qui

précèdent, on évite l'apparence des solutions négatives,
en admettant que les conditions u = i - f a, v= z -4- (3
signifient simplement que la différence entre x et u et
entre z el v soit respectivement a et (3 en valeur absolue,
sans impliquer que u ̂ > a:, ni v ^> 2. La dernière solu-
tion, par exemple, devient ainsi

y =: 10'2-{-5.rj2, r2 = i45 -t̂  5.14o .

Le sujet que je viens de traiter dans cette Étude com-
porte beaucoup d'autres développements, mais je dois
me borner pour le moment à en avoir indiqué les traits
caractéristiques.

NOTA. Page 4̂ 4» ligne 9, au lien de u les deux solutions », lisez « deux
des quatre solutions. »


