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QUESTION PROPOSEE AU CONCOURS GENERAL DE 1877,
POUR LA CLASSE DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES;

SOLUTION DE M. Hexr:r BERGSON,

Eléve du lycée Fontanes (*).

Ltant donnés deux plans P et P' et un point A en
dehors de ces deux plans, on considére toutes les sphéres

qui passent par le point A, et qui sont tangentes aux
deux plans donnés :

1° Trouver le lieu dela droite quijoint le point A au
centre de la sphére variable ;

2° Trouverle lieu du point ot cette sphére touche Uun
des plans.

I. Soient P et P’ les deux plans, MN leur intersec-
tion, O le centre d’'une des sphéres passant par le point

(*) M. Henri Bergson a obtenu le premier prix.
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A et tangentes aux deux plans; Cet C' les points de con-

tact de cette sphére avec les deux plans; Q le plan pas-
sant par le point A et ladroite MN. Proposons-nous de
trouver le lieu de la droite AO.

Remarquons d’abord que le point O, équidistant des
plans PetP’, est situé dans le plan bissecteur S du diédre
PMNP'. Cela posé, abaissons sur le plan Q la perpendi-
culaire OD, et sur la droite MN la perpendiculaire OB ;
puis tirons les droites BD, BC, OC, OA, AD. Les droites
BD et BC étant, d’aprés un théoréme connu, perpendi-
culaires sur MN, les angles OBD, OBC mesurent respec-
tivement les deux diédres SMNQ, SMNP, et, par suite,
sont constants. Ces deux angles étant constants, 1l en est

de méme des rapports —» —» et, par conséquent, le

D O
o8’ OB
oD . oz
rapport (> quotient des deux rapports précédents, est

constant aussi. .

. . . s oD
Mais, OC étant égale a OA, le rapport DA St constant.

\ . oD
Dés lors, dans le triangle rectangle ODA, le rapport OA

étant constant, I’angle OAD l'est aussi, ainsi que son
complément OAL, obtenu en élevant sur le plan Q la
perpendiculaire AL. L’angle OAL étant constant, le lieu
de la droite AO est la surface d’'un coéne de révolution
dont I’axe est AL.

Calcul du demi-angle du cone. — 1l est facile de cal-
culer le demi-angle OAL de ce cone. Désignons, en
effet, par « et % les deux diédres SMNQ, SMNP.

On a
oD
oD oD OB _sine
OAT 0C_ OC sinp’
‘0B

cosOAL = sin0AD =



d'ou
c0sOAL — 7%,
sin 8
Discussion.— Les anglesaet 5, I'un inféricur, 'auntre
égal a la moitié du diedre PMNP’, sont toujours aigus;
donc, pour que cosOAL et par suite OAL lui-méme
existent, il faut qu’on ait o <7 3. Cette conséquence pou-
vait étre prévue; car, si 2 est plus grand que (3, le point
A est extéricur au dicdre PMNP, et la sphére O est
tangente, non plus & P et 4 P, mais 4 'un d’eux et au
prolongement de 'autre, ou aux prolongements de tous
deux.
Si I'on suppose 2 == {3, on a

cos OAL — 1,

et par conséquent I'angle OAL est nul. Le lieu se réduit

doncaladroite AL. Ce résuliat pouvaitencore étre prévu;;

car, siles angles o et 8 sont égaux, le point A est contenu

dansle plan P, etil n’existe plus qu'uncscule sphére pas-

sant par le point A et tangente aux deux plans.
Sil'onsuppose o = o, on a

c0sOAL =0 ¢t OAL == go°.

Le lieu est alors la surface d’un céne dont le demi-angle
est un angle droit, c’est-a-dire un plan. Ce résultat
pouvait encore s’obtenir a priori, car, sil’angle aest nul,
le point A estsitué dans le plan bissecteur S, et toutes
les droites AO sont contenues dans ce plan.

Généralisation du probléme. — Dans le probléme
précédent, on a supposé que la sphére variable était tan-
gente aux deux plans donnés, ou, en d’autres termes,
faisait avee ces deux plans des angles nuls. On peut gé-
néraliser la question et supposer que la sphére variable,
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au lieu de faire avecles deux plans des angles nuls, coupe
ces deux plans sous des angles déterminés. Je dis que le
licu de la droite AO est encore, dans e cas, un cone
ayant pour axe la droite AL.

En effet, soit O le cenuie de I'une des sphéres consi-
dérées. Désignons par rson rayon, ct par p,p',q les dis-
tances respectives du point O aux trois plans P, P, Q. La
sphére coupant les deux plaus sous des argles déter-

< . . P ]//
minés, on voit facilement que les rapports =, =5 et par
r r

. . s P . . w P
suite ]Cul quouent -9 sont constants. Le lapl)Oll -,
P P

étant déterminé, le point O, d’aprés un théoréme connu,
cst situé dans un plan déterminé S passant par MN. Deés
ors, les trols plans ,S sc coupant suivant une méme
lors, les t lans P,Q,S pant t
droite MN, on sait que le rapport des distances d'un
point quelconque du plan S aux deux autres plans est
: Dounc le r P oest e ; : 1
constant. Donc le rapport = est constant 3 et, comme le
q
P ainsi au'on I’ ..
rapport ~ ainsi qu'on I'a vu, est constant aussi, il en
estde méme du quoticnt 9 de ces deux rapports. Ainsi,
r

dansle triangle rectangle ODA, le rapport 7, Cest-a-dire
.

oD . ., .
ox ot déterminé, et par suite I'angle OAD et son com-

plément OAL sont constants. Le licude la droite AO est
donc encore un cone de révolution ayaut pour axe AL.

I1. Proposons-nous maintenant de tiouver le lieu du
point de contact C' delasphéie Oavee le plan P

Abaissons du point A, sur le plan bissecteur S, la per-
pendiculaire AH, qui coupe leplan Sen H, et le plan
P'en E; puis tironsles droites OH,0E, OC,EC/, et dé-
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signons par A’ le point o AH coupe la sphére O. Les
triangles OAH, OA’H étant évidemment égaux, le point
A’ est le symétrique du point A par rapport au plan S;
done ce point A’ cst fixe. Or la droite EC’ étant tangente
a la sphére, on a

—_
KC' = EA > EA’ — const.

La droite EC’ étant constante, le lieu du point C' est
une circonférence dont le centre est E et le rayon EC.
Calcul durayon. — On a évidemment

EC" =F0 —0C =10 —O0A.
D’autre part, la droite AH, perpendiculaire au plan
S, l’est aussi & la droite OH. On a donc

EO —OA —EH — AH
d’ou

EC —EH.— AH.

Discussion. — La formule précédente montre que FH
doit étre plus grande que AH ; ce que I'on pouvait pré-
voir, puisque, dans le cas contraire, le point A serait
extéricur au diedre.

Si ’on suppose EH = AH, la droite EC' devient nulle,
et le cercle se réduit & un point. En effet, si les lignes
EH et AH sont égales, le point A est dans le plan P, et
il n’existe qu’une seule sphére passant par le point A et
tangente aux deux plans.

Si I'on suppose AH = o, on a EC' =EH; ce qui était
évident a priori, car alors le point A est situé dans le
plan bissecteur S, et les deux droites EC’, EH sont tan-
gentes A la sphére.

III. Des propositions précédentes on peut tiver di-
verses conséquences.
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1. Remarquons d’abord que le point O, équidistant du
point A et du plan P, se trouve situé sur un paraboloide
de révolution ayant le point A pour foyer et le plan P
pour plan directeur. Pour la méme raison, il est situé
sur un paraboloide dont le foyer est A et dont le plan
directeur est P’. Enfin le point O est contenu dans le
plan S. Le lieu du point O peut done étre défini, soit
par I'intersection d’un plan et d’un paraboloide, soit par
I'intersection de deux paraboloides.

Or, le point O étant situé sur la droite OC/, le lieu de
ce point est situé sur la surface d’un cylindre droit dont
la base est un cercle ayant E pour centre et EC' pour
rayon ; donc le lieu du point O, intersection d’un cy-
lindre et d’un plan, est une ellipse.

De la les deux théorémes suivants :

1° L'intersection d'un paraboloide par un plan est
une ellipse.

2° L'intersection de deux paraboloides ayant méme
JSover est une ellipse.

D’autre part, on a vu que le lieu de la droite AO est un
cone de révolution ; de la ce troisiéme théoréme :

3° 8/ ’on coupe un paraboloide par un plan, le céne
qui a pour base la section et pour sommet le foyer est
un céne de révolution.

Enfin on sait que le lieu du point C, projection du
point O, est un cercle ; d’ou ce quatriéme théoréme :

4°8i lon coupe un paraboloide par un plan, la pro-
jection de la section sur un plan perpendiculaire a l'axe
est un cercle.

2. Prenons, maintenant, pour origine un point quel-
conque de I'espace, et transformons par rayons vecteurs
réciproques la figure considérée. Les deux plans P et P’

Ann. de Mathémat., 2€ série, t. XVIL. (Juin 1878.) 18
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deviennent deux sphéres, et la sphére O est encore une
sphére nouvelle variable, passant par le point A et tan-
gente aux deux autres. D’autre part, la circonférence
ayant E pour centre, et EC' pour rayon, devient une cir-
conférence tracée sur la sphére réciproque du plan I”.
On voit donc que, si les plans P et P’ sont remplacés par
des sphéres, le lieu du point C' est encore une circonfé-
rence.

Sil'onsupposele centre d’inversion choisi dans 'undes
plans Pet P/, on voit que la solution reste la méime quand
un scul des plans donnés est remplacé par une sphére.

Enfin, sil’on prend pour centre d’inversion le point A,

les plans P et P’ deviennent des sphéres, et les sphéres O
desplans ; d’ou ce théoréme bien connu:

8i Uon méne des plans tangents & la fois & deux
sphéres données, le lieu des points de contact de ces
plans avec chacune des sphéres est un cercle.

IV. — Autres solutions des questions proposées.

1° Proposons-nous d’abord de trouver le lieu de la
droite.

Tous les points O doivent satisfaire 4 la condition
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d’étre équidistants du point A et du plan P ils sont de
plus contenus dans le plan S. Considérons deux points
O et O/ du plan S satisfaisant a cette condition; tirons
les droites AO, AQY, et abaissons sur le plan P les per-
pendiculaires OC, O'C/, et sur le plan Q les perpendicu-
laires OD, O'D’; puis menons les trois droites 00/, CC/,
DD, qui aboutissent toutes trois au point B de la droite
MN. On a

- oD OB oC

OID/:O/BI - 01 Cl’

et, comme on a OC = 0A, ctO'C'=UA, on en dé-
duit

oD 0OA oD O'D
o 0a °% oAT 04

Dés lors, si 'on tire AD et AD/, les deux triangles rec-
tangles ADO, ATY O sont semblables ; donc les angles
OAD, OAD’ que font avec le plan Q les droites AO,
AO’ sont égaux, et I'on conclut, comme précédemment,
que le lieu de AO est un cone de révolution dont Paxe
est perpendiculaire au plan Q.

2° Cherchons, maintenant, le liew du potnt de contact
de la sphére variable avec l'un des deux plans.

D’aprés le théoréme de Dupuis, siune sphére variable
est tangente a trois sphéres données, le lieu du point de
contact de la sphére variable avec chacune des trois
autres cst une circonférence.

Supposons que I'une des trois sphéres fixes se réduise
a un point et que les deux autres sphéres se coupent : le
théoréme subsiste encore. Cela posé, transformons la
figure par rayons vecteurs réciproques, en prenant pour
origine un des points de I'intersection des deux spheéres.
L.e point donné devient alors un point A; les deux

18,
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sphéres deviennent deux plans P et . D'ailleurs, le lieu
des points de contact de chacun de ces plansavec lasphére
variable est encore une circonférence. Le probléme est
donc résolu.



