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THEORIE ELEMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES;
Par M. H. LAURENT.

Les personnes qui veulent étudier la théorie des fonc-
tions elliptiques ont certainement d’excellents ouvrages
4 leur disposition : les Fundamenta nova de Jacobi, les
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OEuvres d’Abel, 'ouvrage plus ancien de Legendre, sont
des chefs-d’ceuvre qu’il est bon d’avoir lus quand on veut
approfondir la théorie des fonctions elliptiques. Le Traité
des fonctions doublement périodiques, de MM. Briot et
Bouquet, résume aujourd’hui presque tous les faits acquis
a la Science sur cette branche intéressante de I’ Analyse;
maisil n’existe pas de Traité, pour ainsi dire élémentaire,
dans lequel on puisse prendre une idée suffisamment
exacte de la théorie des fonctions elliptiques, sans cepen-
dant I'approfondir dans tous ses détails.

Nous croyons donc faire une chose utile en offrant
aux lecteurs des Nouvelles Annales une théorie des
fonctions elliptiques résumant leurs propriétés les plus
importantes, et leurs principales applications a la Géo-
métrie et a la Mécanique.

Nous n’avons pas l'intention, disons-le immédiate-
ment, de suppléer a la lecture des grands maitres; nos
articles devront surtout avoir pour but de faciliter cette
lecture et d’en inspirer le goit.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

Avant d’aborder la question des fonctions elliptiques,
nous ferons connaitre quelques principes relatifs a la
théorie générale des fonctions.

Nous représenterons une imaginaire x 4y y— t par

un point dont les coordonnées seront x et y, ou par une

droite dont la longueur sera le module r = \x*+ y?,
faisant avec 'axe des x un angle 8 égal a I'argument de

x —+ y\/—1. Cet argument sera d’ailleurs pour nous

. xz
Uun quelconque des angles ayant pour cosinus - et pour

sinus“?--
>
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Quand nous dirons que le point x +y v — 1 décrit
une courbe, il faudra entendre par la que le point dont
les coordonnées sont x, y décrit cette courbe. On peut

considérer I'expression X + Y \/— 1, ot X et Y sont des

fonctions de x et y, comme une fonction de x +y /—1.
Cauchy se placait a ce point de vue, mais nous ne con-

sidérerons que les fonctions de x -+ y, \/— 1 ayant une
dérivée unique et bien déterminée. Cette conditiond’avoir
une dérivée unique impose a X et Y certaines propriétés
que nous allons faire connaitre. La dérivée de X +Y \/:
est | l
dX dX — (dY dY

dX + dY \/:—l—* Edz—!— -(-E(l)f +\—1 (d—;dz + (—17(1;').

= — ]

dx +- dyy—1 dz +dyy—1

[} e 7 d)’ ’ .
et, pour qu’elle soit indépendante du rapport T cesta-

dire de Ja maniére dont dx -+ dy \/— 1 tend vers zéro,
il faut que

dX N /A——dY dX —dY
dr \_ld.z‘_a_*_v—la;.

- — 9
V1

d’oul’on conclut, en égalant les parties réelles et les cocf-

I

ficients de y— 1,

dX dYy dY  dx

ETh W&
Nous supposerons ces relations toujours satisfaites ; d’ail-
leurs, la maniére dont on prend les dérivées des fonctions
que I'on rencontre en analyse prouve que ces fonctions

n’ont qu'une seule dérivée.

(*) Pour linterprétation de ces formules, voir le Traité des fonctions
doublement périodiques, de MM. Briot et Bouquet.
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Une fonction qui n’a qu'une dérivée cn chaque point,
c'est-a-dire pour chaque valeur de la variable, a quelque-
fois été appelée monogéne.

Une fonction est dite monodrome dans une portion C
duplan, quand, le point qui représente sa variable (ou,
pour abréger, quand sa variable) se mouvant dans cette
portion C du plan, la fonction reprend toujours la méme
valeur quand sa variable repasse par le méme point.

Les fonctions bien définies, telles que les fonctions ra-
tionnelles, le sinus, le cosinus, exponenticlle, etc., sont
monodromes dans toute I'étendue du plan; car, leur va-
riable étantdonnée, elles sont entiérement définies. Iln’en
estpas de méme des fonctionsirrationnelles; ainsi, pourne

prendre qu’un seul exemple, yz —a ouVu 4y y—1—a
n’est pas monodrome a l'intérieur d’'un contour conte-
nant le point a.

Imaginons, en elflet, que le point z, ou x +y \/:_L,
décrive un cercle de rayon rayant pour centre le pointa;
on sait que la droite qui représente la somme de deux
imaginaires est la résultante des droites représentant
chaque partie de la somme (¥); la droite re'V=1, qui re-
présentera la somme z — a, sera donc la résultante des
droites qui représentent z et — a. Cette droite est celle
qui va du point +a au point z. Supposer que le
point zdécrit un cercle de rayon r autour du point a, c’est
donc supposer que le module rr de z — o = re*V=1 reste

constant. Cela posé, on a
10—
-y

Ve —a=r .

(*) Toir I'Ouvrage de Mourey sur La wraie théorie des quantités pré-
tendues imaginaires ; sur le Calcul des équipollences (Nouvelles Annales,
2 série, t. VIII, 1869); mon Traité d’Algébre; I'Ouvrage de MM. Briot
et Bouquet déja cité, ete.

Ann. de Mathémat., 2¢ sévie, t. X VL. (Février 1877.) 6



(82)
Que le point z se meuve sur le cercle en tournant dans
le sens positif (celui dans lequel les angles croissent en

. _— .. 0 .
Trigonométric), 6 va croitre ainsi que . Mais, quand

6 aura varié de 27, le point z sera revenu a son point
de départ, et z aura repris sa valeur initiale; il n’en

sera pas de méme de \/z — a, qui sera devenu
p \ v q

e — 0 j—
1 0+g‘/_‘ 1 Vi

rie 2 = —rie ,

. , .
et qui aura change de signe.

DES INTEGRALES PRISES ENTRE DES LIMITES IMAGINAIRES.

La fonction f(z) de la variable imaginaire
z2=x+Yy \/-_——l

est en réalité une fonction de deux variables, et si, entre
x el y, on établit une relation, telle que

z=9(t), y=1¥(t),

f(2) devient alors fonction de la seule variable 7. Si 'on
pose alors

ro=9(t), re=Y(t), X=4¢(T), Y=4(T),
ct L L
=y —1, Z=X +Yy—1,

+ T
dr dy
/ f(z)(—d—[—f—;t?v—l)(/t

"tn

I'intégrale

aura une valeur bien déierminée. On représente souvent
cette intégrale par le symbole

7
{l S2ds,

« 7z,
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qui, comme l’on voit, est indéterminé si I'on ne dit pas
de quelle fagcon x et y sont liés entre eux ou a t. Cette
expression est ce que 'on appelle une intégrale prise
entre des limites imaginaires ; pour en préciser le sens,
on ajoute la relation qui lie x & y, soit directement, soit
par 'intermédiaire de la variable auxiliaire 7.

Le plus souvent on emploie, pour fixer le sens de la
VA

notation f(z)dz, un langage géométrique, et, au lieu
zﬂ

de se donner les relations x =g (1), y ={¢(¢), on in-
dique la nature de la courbe représentée par ces équa-
tions. Si, par exemple, on posait

xr— cOos¢, y = sin Z,

on aurait x* -+ y*=1, et si I'on intégrait par rapport 4 ¢
de zéro a =, on dirait que 'on prend I'intégrale le long
d’un demi-cercle de rayon un, déerit de 'origine comme
centre et limité 4 'axe des x.

Réciproquement, quand on se donne le contour d’in-
tégration, on rameéne facilement I'intégrale a4 une ou
plusieurs autres prises entre des limites réelles. Suppo-
sons, par exemple, que I'on demande d’intégrer f(z)dz
le long d’une droite inclinée a 45 degrés sur I'axe des x,
issue de l'origine et aboutissant a un point situé ala dis-
tance / de origine.

Les équaticns de cette ligne seront

=12, =¥y
2
on aura
2
dr — lltL7 dy = dry=,
2 2

et, par suite,
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Je prends pour limites o et /, parce que ¢ représente la
distance du point (x, y) a 'origine; cette distance est o
ou /, sclon que le point (x, y) est a I'origine ou & I'ex-
trémité de la droite.

Tutorime pe Cavcny. — Le point z variant 4 l'inté-
rieur d’un contour donné, si, a Uiniérieur de ce contour,
la fonction f(z) reste monodrome, monogéne et finie,

Z
Uintégrale f f(z)dz conservera toujours la méme va-
Zo

leur, pourvu que le chemin qui meéne de z, & Z ne sorte
pas du contour donné, quel que soit d’ailleurs ce che-
min.

Pour démontrer ce théoréme, un des plus féconds de
toute I’Analyse, nous intégrerons la fonction f(z) le long
de deux contours AMB, ANB. Soient s 'arc du premier

Fig. 1.

A
e
/
/
//
N
\/
7

/

M

-

contour compté a partir du point A, et ks I'arc du second
compté toujours a partir du méme point A ; soient

n=alsh ri=dhis)
les équations du premier contour, et
1=, (hs), ya=1.lks)

celles du second: et, en désignant par S I'arc AMB,
supposons que AS soit 'arc ANB. Joignons maintenant
les poiuts correspondants des deux contours; soient M
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ct N deux points correspondants, c’est-a-dire tels que
AN =kAM. Nous supposerons que la droite MN soit
tout entiére dans I'intervalle compris entre les deux con-
tours; considérons main:enant le contour ayant pour
équations

R L —
r=—g9, \s)m_az-!—?:(ls) P
o — a, @ —a

= & k .
F= () ST ) 222

Pour o= a,, il se réduira au premier contour AMB,
ct, pour a = a,, il se réduira au second ANB; et, de
plus, tous ses points seront compris a lintérieur de
I'aire AMBNA, quand on supposera o compris entre a,
et o,. Intégrons la fonction f(z) le long de ce contour,
nous aurons

1. ly j—
S(z) z:ffr-*—_}’\/ )(‘r : —l)ds
ds
? dz
— j Fla) L 53

o s
dr dy y . .. f e,
557 gy restent d’ailleurs finis, ainsi que leurs dérivées
as 3
prises par rapport a . Appelons u cette intégrale, nous

du f [ l Jdv,
dz dz d2z
— "z (2) —
{ [f + /) dausJ‘l"

ou, en intégrant le second terme par parlies,

du dz78 dz dz (lz dz
- o2 . oo, .
da [f(z) da]o +£ [f ) & da ds Sz ' da ds ld"’

aurons

ou



ou

dz
Or I ot nul pour s = o0 et s =S, le contour passant
73
cu A etB pour s = o et s =S8 quel que soit 2, c’est-a-dire

A du .
nc dépendant pas alors de o3 donc 1, = ©» b, par suite,

u ne dépend pas de 23 il a done la méme valeur pour
o = a4 el pour @ = o,, ¢'est-a-dire que I'intégrale prise
le long de AMB ou de ANB conserve la méme valeur.
Cela suppose toutefois que f(z) conserve la méme valeur,
quel que soit le contour par lequel le point z se rend
de A en B; f(z) doit donc ¢tre monodrome; elle doit
aussi élre monogéne, car nous avons supposé

*"f( ) et df =/

dac ;’ 19

c’est-a-dire que nous avons admis que f7(z) restait indé-
pendant de la direction de I'accroissement donné a z,
pour en faire le calcul; enfin nos raisonnements sup-
posent f z) et f'(z) finis.

Considérons maintenant deux contours quelconques

Fig. 2

aboutissant en A et B, et désignons, pour abréger, par
(PRQ ...) I'intégrale de f ( z) prise l¢ long d'un contour
de51gne par PRQ .... Le théoréme est démontré pour
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deux contours formant & eux deux un contour fermé
convexe, car une sécante joignant deux points corres-
pondants ne rencontre le contour fermé qu’en deux points
et reste intérieure A ce contour: il en résulte que I'in-
tégrale prise le long d’'un contour fermé convexe quel-
conque est nulle, car I'intégrale en question est égale a
I'intégrale prise le long d’un contour infiniment petit.
C’est cette proposition que nous allons d’abord généra-
liser : considérons le contour AMBN, décomposons-le en
une infinité d’autres par des paralléles a une direction
donnée, on obtiendra ainsi une série de contours con-
vexes. En vertu de la notation adoptée, on aura alors

(ab) + (b)) + (V'a') + (&' a) = o,
(a'b’) + (b'b”) + (6"a") + (a”(z’} =o,

sil’on ajoute toutes ces formules, les termes tels que (a' )
et (U'a’) se détruisent, et il reste (a'a) 4+ Z(b0') = o,
c’est-a-dire que lintégrale prise le long du contour
fermé total est nulle. On a donc

(AMB) + (BNA) = o,
ou

(AMB) — (ANB) = o,
c’est-a-dire

(AMB) = (ANB).
C. Q. F. D.

CAS OU LE THEOREME DE CAUCHY TOMBE EN DEFAUT.

Cauchy a remarqué que son théoréme tombait en
défaut dés que la fonction f(z) cessait d’étre finie, con-
tinue, monodrome ou monogéne, et il a tiré parti de ces
cas pour enrichir la Science d'une de ses plus belles
découvertes.
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Tatorkme [. — L'intégrale d’une fonction mono-

)

drome, monogéne, finie et continue (ou synectique,
comme [appelle Cauchy) a Uintérieur d’un contour
Sfermé, est nulle quand on la prend le long de ce
contour,

En eflet, elle est égale, comme nous I'avons déji ob-
servé, a lintégrale prise le long d'un contour quel-
conque, ayant la méme origine ct la méme extrémité, in-
térieur & ce contour; le deuxiéme contour pouvant étre
pris aussi petit que I'on veut, puisque I'origine et I'ex-
témité se touchent, I'intégrale est nulle.

Cauchy appclle résidu de la fonction monodrome,
monogéne ct continue f (z), pour la valeur ¢ qui rend
f(2) infinie, 'intégrale

1
— == z)dz
?r\/_[.ff\z/( ’

prise le long d'un contour circulaire de rayoun infini-
ment petit, décrit du point ¢ comme centre.

Tatorime II. — Soient R,. R,, ..., R, les résidus
de la fonction f(z) relatifs aux infinis c¢,, coy ..., ¢,
de cette fonction, contenus a Uintériewr d’un contour
Jermé oi elle reste monodrome et monogéne, I'inté-
grale [ f(z)dz prise le long de ce contour sera égale &

(Ri +Ro+ ... =R,)2my—1.

Supposons u'il 0’y ait que deux infinis dans le con-
tour, et qu'ils soient les centres des cercles bed, ghi;
appelons en général (M) I'intégrale de f(z) le long du
contour désigné par M.

Le contour abcdaefghifjka constitue un contour fermé
ne contenant pas les infinisde f'(2) ; donc (abedaefghifjha)
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est nul. Or
(abcda(fg/:{fjla) = (ab) + (bed) + (da) ~+ (aef) + (fg)
+ (ght) + (i) + (fka);
le premier membre est nul; (ab) = — (da), car ce sont
les mémes intégrales dont les limites sont inversdes; de

Fig. 3.

méme (fg) = — (if) et (fjka) -+ (aef) est l'intégrale
proposée; on a donc
0 = (bed) + (aef) + [ f(z)dsz.

Or (bed) est I'intégrale prise le long d’'un contour cir-
culaire trés-petit décrit autour d’un infini, z marchant
dans le sens rétrograde; cette intégrale est, au facteur

\ 1 -
prés — ———, le résidu de f(z); donc
2wy —1

0:—-277\/:1{.—21:\/——1R,+ff(z)dz,

ff(z>(lz:9n\/:T(R. “+R,).

C. Q. F. D.

ou

CALCUL DEs RESIDUS.

Avant de montrer comment on calcule le résidu
d’'une fonction, nous allons revenir un instant sur la
régle de la différentiation sons le signe f. Cette regle
est encore applicable quand on s’adresse a une intégrale
prise entre des limites imaginaires, puisqu’une telle in-
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tégrale revient 2 une autre prise entre des limites réclles.
Enfin cette régle est encore applicable quand la variable
par rapport a laquelle on différentie est imaginaire.
En effet, différentier une quantité = par rapport a

x + ¥y —1, cest calculer le rapport

dr +~dy y —1

Ce rapport est indéterminé (cxcepté si u est une fonc-
tion monogéne), et, pour en préciser le sens, on doit
donmer le rapport 22, ou, si I’ doi :
onner le rapport —5 ou, si I'on veut, on doit supposes
x et y fouctions données ¢(t), ¢ (¢) d'une méme va-
. Code d s .
riable 7, ¢t s¢ donner 7 o (T{ On différentie alors le
long de I'élément (dx, dy) appartenant 4 une courbe
dont les équations sont . = 9(t), y = ¥ (¢); on a alors
I'expression suivante de la dérivée de u !

du

Si l'on veut alors différentier 'intégrale

V:ffk.u,ﬁ—(-)’V—_‘)‘/P

ar rappoit a4 x —- —1, on formeia d - du ar la
P PP @ J \/ " dL, dy P
régle ordinaire, ct Pon aura
df ,, df
. PEURS AT
—_————— - = o — dy
diz+yy=1) Yyy—r

ou

—_——— — —du,
l(r+7 e (l.t+]\'~—[)
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et I'on voit que l'on différentie par rapport a un para-
métre imaginaire comme par rapport a un paramétre
réel.
Lorsque la quantité qui se trouve placée sous le signe f
est monogéne par rapport au paramétre, on peut rai-

sonner encore plus simplement en faisant observer que
du
d{z +y \/—:—l)
port a x 4 y\/—1, c'est en définitive différentier par
rapport a la variable réelle x.
Cela posé, calculons d’abord le résidu de la fonction
9(2)

Z—C

, 1. du . .
est égal a I’ etque différentier par rap-

» 4 (z) étant supposée finie et différente de zéro

pour z = c; ce résidu est

(l) R = I————:—' ’lz.q;<Z\)’
2wy —1 z—c¢

ct I'intégrale est prise le long d’'un contour circulaire
infiniment petit décrit autour du point ¢ comme centre.

Soit ¢ le rayon de ce contour, on pourra poser
(2) z2=c—4 eV,

ct faire varier 6 de o a 2m. En effet, la longueur decz

étant désignée par ¢, et ¢ restant constant, le point =
décrit le cercle de rayon ¢ et de centre ¢. L’angle 6 est
Pangle z¢X que zc fait avec 'axc O, ct, quandle point z
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décrit le cercle, 6 varie évidemment de o a 27, De (2},
on tire
de=seV=do.\/ —1;
(1) devient alors

I 27T

R= — » (€Y1 + ) db.
27 J,

Or R est indépendant de la longueur du rayon ¢, qu’il
faut du reste supposer infiniment petit; donc, en faisant
€==o0,0n a

On voit donc que, si f(z) est une fonction telle que
(2 —e)f s},
pour z = ¢, soit une quantité finie différente de zéro,

cette quantité sera précisément le résidu de f'(z) relatif
a son infini c.

Reprenons la formule (1), et remplacons R par ¢ (c),

nous aurons
/
. T plz)dz
ple) = —— :
2wy —1 z—c

et, en différentiant m — 1 fois par rapport a c,

qJm—-l(c)»—_— l————fiz(.z_)(:)z’” 1.2.3...(”1_ l)a

2wy —1I

on a done

I 9 (z) dz _ 9" (e)
amy—1 (z—ep ™ |.2A3...(m——1),
et I’on a ainsi le résidu d'une fonction de la forme
()
912

\
(s —cm
/

> ou ¢(z) est finie et différente de zéro pour

z =c¢, et m entier et positif. Dans la suite, nous ne ren-
contrerons que des résidus de fonctions de cette forme.
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APPLICATION DES PRINCIPES PRECEDENTS A LA RECHERCHE
DES INTEGRALES DEFINIES.

Proposons-nous d’abord de trouver la valeur de I'in-
tégrale détinie suivante, dans laquelle a est un nombre

positif,
” sinar
- dr.
o &£

A cet effet, nous prendrons l'intégrale

az/::
fe‘ dz
2

le long du contour suivant formé : 1° d’une droite ga

allant de — oo au point @ voisin de zéro; 2° d’un demi-
cercle trés-petit abe décrit autour de lorigine avec le

Fig. 5

rayon r; 3° d’une droite allantde ¢ vers + o ; 4°d’unc
perpendiculaire de a 'axe des y, située a Vinfini;
5° d’une paralléle ef a I'axe des x, située a I'infini;
6° d’une perpendiculaire fg située également a l'infini;
nous aurons, en supposant a positif,

-r e"‘\/“ dz
(ga) f
pazy=1

(abc):—;zrrv—x .résidu de —, = v
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% puz fry
(ed)= f ! dzx,
. r x

(de) =

(ef) = fg)=o0.
Le contour total d’intégration ne contenant pas d’in-
esty— 1
{ini de — I'intégrale prise le long de ce contour est

nulle ; donc

- c—a:\/—: - » (,’”\/:
f - (la'—--rr\/——l—'r—f dr—o.
o z - &

Or la premiére intégrale devient

® pman/=1 (fp

T

-

er

quand on y change x en — x; ct, par suite,

R ar/1 _ p—az,—1 —
— dx:‘n\/—— i,
”

r

ou, p()lll‘ r=o,
" sinax —
24— 1 ~—‘l-_—~— (lJ::TL'V-— I,

ou enfin

La fonction

ne contient donc pas @, mais elle en dépend; en cffet,
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en changeant le signe de a, clle change de signe; cela
s’explique, car, en posant ax = z, on a

. 4o
+ sinar =% sinz
dr — — dz.
—» x =® z

Si nous intégrons [e=*'dz le long de’axe des x et d’une
paralléle a cet axe située a la distance a, et si nous fer-
mons ce contour par deux paralléles 4 I'axe des y situées
a Iinfini, nous trouverons zéro; or les intégrales rela-
tives & ces paralléles a axe des y sont nulles, ce qui se
voit en écrivant notre intégrale ainsi :

2 e 2 “ 2,2 Y -
fe“ dz :f e dzx +f ===V =1 gy \/— t
-—0 0

) -
+f e—z"‘+n2——2a:\/: dr
0

o —_—
+ [ e ey
v a

on a donc
+» “+ _
o :f e-—:z dx _f c—z2+a2—-2a.t\/—a d‘r;
_ -—_

on en tire

N -

o= \r—¢" f e~ (cosraxr — \— 1sin2az)dr;
—>

d’ou, séparant les parties réelles et imaginaires,

-
- e
VYre ' = e~* cos2axdr,
_—c

“+ o
? .
0= e~* sin2axdxr.
—_—0

Si I'on veut obtenir la valeur de 'intégrale

+% cosaxdx
—,
e 1+




(95)

on peut observer qu’elle est la partie réelle de celle-ci

-+ ® eaz‘/:i

- 2 z’
Ve 1+ R

eV dz

1+ 2°
prise le long de Paxe des x. Mais on peut remplacer
I’axe des x par un demi-contour circulaire de rayon in-

fini décrit de T'origine comme centre et situé au-dessus
de I'axe des x. En ellet,  Vintérieur de I'aire limitée par
’ P

laquelle est égale a

I’axe des x et ce dernier contour, la fonction intégrée
reste finie et continue, pourvu que asoit positif, excepté

pourtant au point z = y/— 1 ; donc la différence des deux

intégrales ne sera pas nulle, mais bien égale au 1ésidu
con/ =1 o — .o,

relatif & z = \/— 1, c’est-a-dire & ——— mul-

I -+ z¢ 2y— I

de

tiplié par 27\ — 1, ce qui donne me™*. Mais I'intégrale
prise le long du contour demi-circulaire est nulle; pour
I'évaluer, il faut prendre z == Re"~! et faire varier 6 de
% a o, ce qui donne

o eRcosO\/—:—ﬂsmO —_ —
f - —_ ————dBReNV T y—1.
Jz 1+ R*(cos20 + — 1s1n26)

Pour R = =, cette intégrale est bien nulle, et I'on a

T cosar
— ——dr =me0.

e )}

(A suivre.)
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