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GENERATION DE CERTAINES SURFACES PAR LEURS LIGNES
DE COURBURE;
Par M. E. AMIGUES,

Professcur de Mathématiques spéciales au lycée de Nice.

1. Les trois équations

(1) Sz, 2)=u,
(2) Silz, y,8) =,
(3) 2(psv) =o

contiennent, outre les variables x, y, z, les variables
auxiliaires p et v, que VUon pourrait éliminer. Le sys-
téeme de ces trois équations représente donc une sur-
face A.

L’équation (1) représente une famille de surfaces, 1'é-
quation (2) unc autre famille, et pour tout systéme de
valcurs de p et de v, qui est solution de I'équation (3),
Pensemble des équations (1) et(2) représente une courbe
tracée sur la surface A.

On peut regarder cette surface A comme engendrée
par ces diverses courbes.

2. L’équation de la surface A en coordonnées recti-
lignes cst évidemment
ke

‘Y[f(‘ra.)',z), J (I:)',z)]:()-

Le plan tangent en un point xyz de cette surface a
donc pour équation

!/

V2 [x=n L =) Lz L]

) tl_u.
do df, df, df,
1 _ 2 (Y — Z1 7 — ol =
( ‘:(X x)dx Y 'y)dj +1(Z2—2) dz:l =0

dv
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Par le point xyz passe une des courbes génératrices,
qui est I'intersection des surfaces

(5) Slxyyy2) =p,
(6) £ (x,)', z‘, =,

Les plans tangents menés en ce point a ces deux sur-
faces sont représentés par les équations

(7) (X—-:r)j—fﬂY ~7) 1f+(z z)gzo,
(8) (X—xh{' +(Y—y)df+(z )’%‘:o

Considérons les trois plans tangents (4), (7), (8) qui
contiennent tous Lrois la tangente au point xyz de la
ligne d’intersection des surfaces (5) et (G). Soient
d’ailleurs X, Y, Z les coordornées d’un point du plan
tangent (4 ). En désignant par p et p, les distances de
ce point avec deux autres plans tangents, nous avons

of A df
_(X—'f);,‘;.—*"(Y—'J;T'*‘\L"w;I;
tlj df N df\?
dr + (i)> ' (715)
| LA,
(X —r) D i \Y—ﬂ);{;‘*‘\l_z/:ﬁ

T T (Y (]
v \dr dy dz
D’aprés ces valeurs, I'équation (4) devient
(lo ﬂ/ (lf (1f N :{[‘ 2
([‘.I. \(lx ([) dz

(!’(p df, df, (dfiN*
Py m) () () =
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d’cu l'on tire 2
p (@) (&)~ ()~ (Z)

e

Il peut arriver que le rapport

({f; 2

(%)

<

>(%)
qui est indépendant de X, Y, Z, soit en outre le méme
tout le long de la courbe considérée, c’est-a-dire que,
si on tire x et y des équations (5) et (6) pour porter
dans ce rapport, la variable z disparaisse d’clle-méme.
Dans ce cas-la on a

2
[I)i; =F p, )

3. Imaginons que toute courbe (p,, v;) tracée sur la
surface A soit ligne de courbure sur la surface p, et
aussi sur la surface v;. Alors ces deux surfaces p, et v,
se coupent sous un angle constant tout le long de cette
ligne de courbure commune. Si, en outre, le rapport

AfN\

daf \-

2(az)
cesse de contenir z dés que I'on y porte les valeurs de x
P

P

et de y tirées des équations (1) et (2), le rapport

est constant le long de chacune de ces courbes généra-
trices. D'ou il faut conclure que la suiface A, tout le
22.
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long de chacune de ces courbes génératrices, coupe sous
un angle constant chacune des deux surfaces dont cette
génératrice est l'intersection; et, par conséquent, que
ces courbes génératrices forment une série de lignes de
courbure sur la surface A,

La conclusion de ce qui précéde est facile a tirer.
Toutes les fois que 'on aura trouvé deux familles de

surfaces
9) f(x,_y,z)::y.,
{10) Sz, y,2) =,

telles que I'intersection de toute surface de la premiére
famille par toute surface de la seconde soit une ligne de
courbure commune, et telles en outre que le rapport

S (Z)
dr
S
\ dx
ne contienne plus z dés qu’on y portera les valeurs de x

ct de y tirées des équations (g) et (10), alors toute équa-

tion
?[f(x’)'vz), S '/\x7y’z>] =o

représentera, quelle que soit la fonction ¢, une surface
engendrée par ses propres lignes de courbure.

. Soi rstd ripl rt] 1

k. Soit un systéme triplement orthogona

f(.r,y,z):p,
fl(xa)fv:'):f)u
S,y 2) = p..

Supposons que ce systéme satisfasse & cette condition
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(@)
dr
3 ("1\‘
zl.z:/
ne dépende pas de p, quand on y remplace x, y, z par
leurs valeurs en fonction de p, py, p,-
§'il en est ainsi, toute équation telle que

que le rapport

¢(prp) =0

représente une surface dans laquelle les lignes de cour-
bure de la premiére série sont les intersections de sur-
face f avec des surfaces f;.

La seconde série est alors facile & trouver; car toute
surface f, est perpendiculaire a toute ligne de courbure
de la premiére série, et par conséquent coupe la sur-
face ¢ suivant une ligne de courbure de la seconde série.

On voit combien il y a intérét a chercher les systémes
orthogonaux qui satisfont & la condition précédente.

Adoptant les notations de M. Lamé, nous écrirons

ds* = H*dp* + Hidp} + H;dp;.

Les formules élémentaiies de la théorie des systémes
orthogonaux nous donnent

dfi\* 1 df\*_ 1
(@) =m 2(%) =%
Il s’agit donc de chercher les systémes orthogonaux

pour lesquels le rapport ;TI ne dépend pas de g,.

Soit G une fonction de p et de p, ne contenant pas p,,
ona

(11) H—=H,G.

Considérons alors avec M. Darboux les six quantités
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définies par la formule suivante, ol j est différent de i:
__ 1 dH,
pl - Hz dP'

D’apres cette définition, on a
1
(12) B = = ——>»

c’est-a-dire, en différentiant I'équation (11),

_ 1 g
Po= 1, dp,’

et, par suite,

(13) Ba=G B

Or M. Darboux a justement étudié les systémes qui
satisfont a la coudition (13), etil a fait voir que leur
recherche se raméne a celle d’une fonction V des trois
variables p, p,. £.. fonction qui est définie par I’équation
différentielle suivante :

d,V dV dV

el R )L
dans laquelle P et Q sont des fonctions de p et p, seule-
ment el ne conliennent pas p,.

5. Soit
a2 )\ — 't — R2
f(r,)’,z):\i L) 1)) +(Z i R

Az + By +Cz+D
(#—al+ y—b)+ (=" =R}
Ar+ By +Cz+D

I

f}(",),Z\

Considérant alors les deux familles de sphéres

Slesrs ) =p,
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on obtient sans difficulté

Z(cj{ * (A + B+ C)p*+4(Aa+Bb+ Co+D)p + 4R
dx) — (Az +By + Cz + D)? ’

et, par conséquent,

ar\:
Z(E) (A B C)v? + [(Aa, +Bb‘—|—CC.+D)v+4R:.

Z(r/l)z_ (A? +B* +C)p + 4(Aa+Bb+ Cc+ D)p+ 4 R?
dr

Ce rapport ne dépend que de pet v. Comme, d’ail-
leurs, deux sphéres se coupent suivant une ligne de
courbure commune, si 'on représente par ¢ une fonction
quelconque, 1'égqnation

ol fz,7,2), iz, 7,2)] =0

représente une surface engendrée par ses propres lignes
de courbure. En laissant la fonction ¢ arbitraire, on a
toute une famille de surfaces analogues. Nous allons
étudier cette famille .

Toute sphére f passe par un cercle fixe situé dans le

plan
Ar+By—+Cz+D=o.

Toute sphére f) passe par un autre cercle fixe situé
dans le méme plan.

Ces deux cercles, situés dans un méme plan, se
coupent en deux points A et B réels ou imaginaires con-
jugués,

La courbe génératrice, intersection d’'une sphére f
ct d'une sphére f;, est un cercle variable assujetti a
passer par deux points fixes A et B réels ou imaginaires
conjugués. Pour ce motif, nous appellerons toute sur-
face ¢ une gyrocyclide. Le tore est la plus simple de
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toutes. On voit tout de suite que, sil’équation
¢(pv)=0
est algébrique et de degré m, I'équation
o[ f (=, 052), fi(z, 7, z)} =0

représente une gyrocyclide algébrique qui, en général,
est de degré am.

6. Nous savons que les cercles générateurs de toute
gyrocyc]idc constituent sur cetle surface une série de
lignes de courbure. Un théoréme trés-simple va nous
donner les ligues de courbure de I'autre série. Voici
I'énoncé de ce théoréme :

Que d’un point quelconque C de la droitc AB on
méne une tangente CQ a l'un des cercles générateurs ;
que du point G comme centre avec CQ pour rayon on
décrive une sphére. Cette sphére coupera la gyrocyclide
suivant une ligne de courbure de la deuxiéme série.

En effet, le point C a méme puissance par rapport a

Fig. 1.

~

~
Q

/‘ N
N

G

tous les cercles générateurs, de sorte que, si 'on méne
de ce point des tangentes a tous ces cercles, toutes ces
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tangentes sont égales, et le lieu des points de contact
est I'intersection de la gyrocyclide et d’'une sphére ayant
pour centre le point C.

Soient P un de ces cercles et Q le point de contact
correspondant. Puisque la gyrocyclide coupe I'une des
sphéres qui ont fourni le cercle générateur P sous un
angle qui est constant le long de ce cercle, on peut
inscrire a cette gyrocyclide une sphére ayant pour ligne
de contact le cercle P et pour centre un point G de la
perpendiculaire menée au plan du cercle P par le centre I
de ce cercle. Ce fait sera d’ailleurs établi plus loin
directement.

Quoi qu’il en soit, constatons que GI est perpendi-
culaire au plau du cercle P, et IQ a CQ, d’ou il suit
que GQ est perpendiculaire a CQ.

Or CQ est normale a la sphére qui a pour centre C,
GQ est normale a la sphére qui a pour centre G et,
par suite, a la gyrocyclide. Ainsi la gyrocyclide et la
sphére de centre C se coupent a angle droit tout le long
de leur intersection, ce qui établit que cette intersection
est une ligne de courbure de la gyrocyclide.

Si tous ces cercles générateurs sont égaux, la gyro-
cyclide se réduit a un tore, et la seconde série des lignes
de courbure se compose aussi de cercles.

7. Cherchons le licu des centres des cercles de cour-
bure générateurs.

La dircction de AB est toujours réelle, ainsi que le
milieu O de AB. Prenons AB pour axe des z et le point O
pour origine. Supposons d’ailleurs le plan des xy per-
pendiculaire & AB, et les axes Ox, Oy perpendiculaires
entre eux. Posons en outre

OA* =0B*'=K,
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de telle sorte que, si A et B sont imaginaires, la quan-
tité K se trouve négative.

Soit un cercle générateur quelconque situé dans le
plan zOD et dont le centre I est sur la droite OD du plan
des xy. Par le point I menons dans le plan des xy une
perpendiculaire &4 OD qui coupe Ox au point I'.

Fig. 2.

z|

0
IS
\ 1
B
y
Le cercle générateur peut étre regarJé comme l'inter-
section du plan 20D et d'une spheére ayant I' pour
centre et FA pour rayon.
Désignons T'angle xOD par o et la longueur OI

par u.
L’équation du plan est

Y
ITRA .
I — — tangw
\4) - %

et celle de la spheére

, 5) 422 —K 21
ol —_— T .
N x COS®
Posons

21
16 tangw — u = .
\ ) o Il COSw

Les équations du cercle générateur sont alors

) 2t +y? 422 — K
—:!L, _—:V)
I z

(17)
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et, en désignant par ¢ une fonction arbitraire, I'équation
générale des gyrocyclides engendrées par les cercles qui

passenten A et B est
3

(18) q;(y,u):O,
ou bien
y z2*4+9r?+4 22— K
(19) o(% t2=8) =,
ou encore
(20) F(z,ry)=o0.

Si l’éqﬁalion d’une gyrocyclide est donnée sous la
forme (18) ou (1g), le lieu des centres s’obtient sans
difficulié. On n’a qu’a remplacer dans I'équation ((8) p
et v par leurs valeurs (16). L'équation polaire du licu
des centres est ainsi

t 2u o
ANg o ==
¥ °7 cosw !

et son éqnation rectiligne

21) ©

7

A

/ 2 "l
y 2 J:L_J_)] .
_.L‘

x

L’équation (21) prouve que, pour avoir le lieu des
centres, il suffit, dans I'équation (rg9) de la gyrocyclide,
de remplacer z par zéro, et — X par x* - y*.

L’équation (21) fait voir aussi que, si la gyrocyclide
est algébrique, la courbe lieu des centres est algébrique
et du méme degré.

Si I'équation de la gyrocyclide est donnée sous la
forme (20), pour avoir le lieu des centres, on rem-
placera aussi dans I'équation (20) z par zéro, et — K
par x® —+ y*.

Le probléme est donc complétement résolu.
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Traitons la question inverse. On donne le lieu des
centres dans le plan des xy et les deux points A et B
sur I’axe des z équidistants de I'origine. On veut trouver
I’équation de la gyrocyelide.

Le licu des centres est donné en coordonnées rec-
tilignes. On passe aux coordonnées polaires u et . Por-
tant alors dans cette équation les valeurs de u et ® tirées
des formules (16), on obtient une équation entre u et v,
qui est I'équation (18) de la gyrocyclide. Remplacant p.
et v par les valeurs de la formule (17), on aura I'é-
quation de la gyrocyclide sous la forme (19).

Ainsi, pour le tore, I'équation polaire du lieu des
centres des cercles générateurs est

(22) u = d;
or des équations (16) on tire

ui

u? sm e .
Gir—+p)
Portant cette valeur dans I'équation (22), on a pour
équation du tore
v7:4d7(l -+ p?),
ou encore

(2* + 5"+ — K'* = fd*(2? + y*).

8. La construction de la surface se raméne sans diffi-
culté a celle de la courbe lien des centres des cercles
générateurs.

Soit en eflet r le rayon du cercle générateur 1. On a
r=u*+ K.

Si donc on suppose la courbe lieu des centres déja
tracée, on aura sans peine la surface en construisant le
cercle r pour chaque pointI de cette courbe.
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Si K > o, les points A et B sont réels et I'on a
1?2 =u® 4+ 0A? = 1A%
Dans le cas contraire, posons

K=—1b?,
alors
rr=u?—b%
sur u comme diamétre on décrira un cercle, et du
point O comme centre avec b pour rayon on décrira
un second cercle coupant le premier en H. IH sera le
rayon du cercle générateur.

9. Dans le cas ou les points A et B sont imaginaires,

Fig. 3.

5
y

le volume limité par une gyrocyclide se met sous la
forme d’une intégrale simple

0A* =K — — &%
b représente la longueur de la tangente menée du
point O au cercle, car on a
P =u*— b
De cette relation on tire

rdr—= udu,

dr u
—_— -
de r
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c’est-a-dire que dr > du. Alors le volume limité par la
gyrocyclide et par deux plans voisins menés par AB, et
faisant entre eux un angle Aw, est compris entre deux
fractions de tore, de telle facon qu’en désignant ce
volume par AV on a

A A
RPomu — <AV <w(r—+ Ar) am({u + Au) =2,
2w 2w

d’ou I'on conclut
dV = rr*ude —= ﬁ(u’-—- b’)udm.

Le volume compris entre deux plans menés par AB

est donc
3
I
= nf (u‘- — lﬂ)udm.
o.

Si la courbe licu des centres est simple, on calcule
aisément cette intégrale. Cela arrive en particulier si
cette courbe est une spirale.

10. Nous avons constaté qu’on pouvait circonscrire
une sphére a la gyrocyclide le long de chaque cercle
générateur. Il en résulte que toute gyrocyclide peut
étre envisagée comme l'enveloppe d’'une sphére va-
riable. Nous allons étudier la surface i ce nouveau
point de vue.

Deux cercles générateurs quelconques sont sur une
méme spheére bitangente a la surface aux points A et B.
Si leurs plans se confondent, cette sphére bitangente
devient tangente a la surface tout le long du cercle
générateur.

De la une nouvelle démonstration de ce fait que les
cercles génératcurs forment une premiéie série de lignes
de courbure, et.aussi que I'on peut trouver une sphére
tangente a la surface le long de chaque cercle géné-
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rateur, remarque qui donne aussitot les lignes de cour-
bure de la seconde série.

Les sphércs tangentes  la surface le long de chaque
cercle générateur passent toutes par les points A et B
réels ou imaginaires et ont pour lieu de leurs centres
une courbe située dans un plan perpendiculaire au
milieu de AB.

Soit I le centre de 'un des cercles. La sphére tan-
gente & la surface le long de ce cercle aura son centre G

Fig. 4.

sur une perpendiculaire menée par I au plan du cercle.
Le carré du rayon de cctie sphére sera

GA oubien GO +K.

Si I'on imagine une sphére ayant pour centre O, et
pour carré du rayon — K, cette sphére sera évidem-
ment orthogonale a la précédente. Elle sera imaginaire
si les points A et B sont réels, ct réelle si les points A
et B sont imaginaires.

Ainsi, la gyrocyclide est I'enveloppe d’une sphére
dont le centre décrit une courbe plane et qui passe en
outre par deux points fixes réels ou imaginaires con-
jugués, symétriques par rapport au plan de cctte courbe.

Ou bien encore la gyrocyclide est 'enveloppe d'une
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sphére dont le centre décrit une courbe plane et qui

reste orthogonale 4 une sphére réelle ou imaginaire
dont le centre est dans le plan de la courbe.

11. Désignons par (B) la courbe lieu des points I,
centres des cercles générateurs, et par (C) la courbe
lieu des points G, centres des sphéres enveloppées.

Fig. 5.
1

*Q

G,\\

Soient G ¢t G, deux points voisins de la courbe (C).
Ces deux points sont les centres de deux spheres. Ces
deux sphéres se coupent suivant un cercle dont le plan
est perpendiculaire 4 GG, et dont le centre est sur GG,.
Comme, d’autre part, le plan de ce cercle passe par A et
par B, aussi bien que les sphéres, son centre doit étre le
pied I de la perpendiculaire abaissée du point O sur GG,.

Si alors on considére que GG est une tangente a la
courbe (C), on voit que la courbe (B), lieu du point I,
est la podaire de la courbe (C) par rapport au point O.
Si donc la courbe (C) est de classe p, la courbe (B)
sera en général d’ordre 2p. Si la courbe (C) est une
conique, la courbe (B) et la surface seront en général du
quatriéme ordre.

12. Etwdions a ce propos quelques propriétés des
podaires.
Soit G un point quelconque de la courbe (C) et la
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tangente en ce point. Du point fixe O abaissons une
perpendiculaire OI sur cette tangente : le lieu des
points I est la courbe (B), podaire de la courbe (C).
Fig. 6.

T
///
17\ 0

® |4,

(€)

Soient u = Ol et o 'angle de OI avec une droite fixe .
L’équation polaire de la courbe (B) est une relation
entre u et o, et il est clair que GI est une fonction de u

. d
et de ®. On trouve sans peine Gl = Eg Il n’y a pour

cela qu’x considérer la courbe (C) comme 1’enveloppe
des droites IG, obtenues comme il suit. On joint le
point O aux divers points I de la courbe (B), et par
chaque point I on éléve a OI une perpendiculaire.

Cette formule simple
. du
T dw

GI

peut s’interpréter géométriquement de bien des ma-
niéres. ,

Soit V I'angle du rayon vecteur OI avec la tangente
en I a la courbe (B). Soient, en outre,

0G=u,, OGI=YV,.
Ou sait que
1/
tangV — — .
6 dn
de
Ann. de Mathémat., 2¢ série, . XVI. (Aoit 1877.) a3
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D’autre part, le triangle IOG donne
u
tangV, = e
do
On conclutde 1a V=1V,
Ainsi aux points correspondants des deux courbes
la tangente fait le méme angle avec le rayon vecteur.
On peut dire encore que la longueur IG est la sous-
normale de la courbe (B) au point I; d’out la construc-
tion suivante pour le point G. On méne ON et IG, per-
pendiculaires a Ol, ainsi que la normale IN au point I
de la courbe. On compléte le rectangle IONG. Le som-
met opposé¢ au point O est le point G.
On peut encore traduire autrement la formule
du
16 = 7
car soient ds et ds, les longueurs de deux arcs infini-
ment petitsen I et en G, on a )

du — ds cosV,
du, = ds,cosV,,
et, comme V=1V,
du ﬂ
du, ds,

13. La section normale faite dans la gyrocyclide par
le plan TMG ( fig. 4) est une section principale. En
appliquant le théoréme de Meunier au cercle généra-
teur, on voit que MG est le rayon de courbure de cette
section principale. La valeur de MG, qui est aussi le
rayon de la sphére envcloppée, se calcule d’ailleurs sans
peine :

d 2
MG = (u*+ K) + (d—:) ’
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ou encore
—2
MG = uf + K.

En désignant par w I'angle GMI, on a évidemment
tangw — —m———

L’équation qui caractérise les gyrocyclides pour les-
quelles cet angle w est constant est, d’aprés cela,

du _ Adm,
Ve +K
d’ou l'on tire
u—= —2- a” — é—é a,

C étant une constante arbitraire et a élant égal a e*.
Cette équation définit les gyrocyclides considérées.

14. Les gyrocyclides du quatriéme ordre sont des
enveloppes de sphéres dont les centres sont sur une
conique et qui restent orthogonales & une sphére fixe
ayant son centre dans le plan de la conique, et dont le
carré du rayon est — K.

Prenons pour axes de coordonnées les axes de la
conique et une droite menée par son centre perpendi-
culairement a son plan. La conique est représentée alors
par les équations

7.2 rV7

z=o, '-X—i—"E:I-

Nous supposerons A — B > O, et aussi A > O, et nous

appellerons \/A le demi-grand axe.
Le centre de la sphére donnée a pour coordonnées
rx=a,y=>0,z=o. ,

23.
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Dans ces conditions, on trouve facilement 1’équation
de I'enveloppe des sphéres. Cette équation est

(2* +y* + 22 — a? — b*—K)?

(22) —f4A(x—a) +4B(y — b).

La seconde série de lignes de courbure se compose de
cycliques.

15. Pour b = o, la surface a un second plan de sy-
métrie, et son équation devient

(23) (22+r*+22—a* — K)* =4A(z —a)* + {By*.

Il cst naturel de chercher si, dans certains cas, ces
deux plans de symétrie ne jouent pas le méme role. Re-
marquons a cet effet que I'équation précédente peut
s’éerire

(z? +y*+ 22 —a*— K — 2B)
= 4A(z — a)* +4{By*
—4B(x*+y'+ 22 —a* — K) + 4B,
ou bien

(z*+ y'+ z*—a*— K — 2B)?
(24) =4(A—B)z*—8Aax
+ 4(A +B)a’+ KB + 4B*— {Bz2
y et z n’auront fait que changer de réle dans les équa-
tions (23) ct (24), si le second membre de cette der-

niére, abstraction faite du terme en z?, est un carré
. 9 . . R T
parfait en x, c’est-a-dire si I'on a

(25) Ba*=(A—B)(B+K).

Il est facile de traduire cette condition géométrique-
ment : elle signifie que la sphére donnée est bitangente
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i la conique donnée; la corde des contacts a pour équa-
tions
Aa

(26) z=0, z=_—3p-

Pour la valeur de K, fournie par I'équation (25),
I'équation (24) s’écrit

/

Ba? 2
2 2 7 — a? — —B
( (J‘ +y*+z a A B >
2
7) Aa

A—B

=4(A——B)[x— ]’_4Bz=,
ce qui prouve que la gyrocylide est aussi 'enveloppe de
sphéres dont les centres sont sur la conique réelle

r? z?
-0 —_— -
Y= XTBTBTD
et qui restent orthogonales i une sphére fixe ayant pour

centre
Aa

et dont le carré du rayon est facile a trouver. Consi-
dérons pour cela I'équation (23), ou le carré du rayon
s'obtient en prenant la partie constante qui est dans la
parenthése du premier membre, et en lui ajoutant le
carré de I’abscisse du centre a.

Opérant de méme dans I’équation (27), c’est-a-dire
ajoutant a la partie constante qui est dans la parenthése
du premier membre le carré de I'abscisse du centre

T—p °" obtient pour carré du rayon de la sphére fixe

Ba? B+ Ara?
A—B (A—B)

— a?

Remarquons que le centre de la seconde sphére est
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sur la corde des contacts de la premiére conique et de
la premiére sphére. '

On voit ainsi que la surface, pour la valeur de K
donnée par I'équation (25), est susceptible d’un second
mode de génération absolument analogue au premier.
La seconde série de lignes de courbure se compose donc
de cercles générateurs coupant tous aux mémes points
la droite

Aa
A—B’

2=—0, x=—

c’est-a-dire la corde des contacts de la premiére conique
et de la premiére sphére. Les points fixes de ces nou-
veaux cercles sont d’ailleurs les points de contact.

En d’autres termes, pour la valeur de K donnée par
I'équation (25), on ala surface de Charles Dupin. On
pourrait Pappeler la digyrocyclide.

On s’assuiera aisément que, dans la digyrocyclide, la
premiére conique et la premiére sphére d’une part, et
d’autre part la deuxiéme conique et la deuxiéme sphére,
jouent absolument un réle réciproque. Ainsi les foyers
de I'une des coniques sont les sommets de I’autre.

16. Si, au licu de supposer b = o, on avait supposé
a =o0, on serait arrivé aa méme résultat, mais la
deuxiéme conique eiit été imaginaire.

Si l'on suppose @ == b =o, les résultats précédents
subsistent, mais ils deviennent un peu plus simples.

Enfin, sil’on a en méme temps

* a=b=o0 et A=B,
on obtient
(37 4+ 2 — K = A (2 + ),

ce qui est le tore.
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17. Examinons un autre cas intéressant : soit la
conique fixe
12 yz

z2=—o0, ;,—}-sz.

Posons, comme d’habitude,
a*—b'=¢,

soit « le rayon de la sphére fixe, que 'on suppose
réelle, et soient x =¢, y =0, z =0 les coordonnées
de son centre. La gyrocyclide enveloppe a dés lors
pour équation

2y 42— P+ ) =fa(x —c) + 4 by
Y Y

La podaire de la conique, lieu des centres des cercles
générateurs, est, dans ce cas, trés-simple. C’est le cercle

x’ + y' = a’.

Transportant I'origine au centre de la sphére fixe, et
transformant en polaires, on a pour équation de ce
cercle

(28) u? + 2 (ccosw)u — b* =o.

Le volume de la gyrocyclide étant désigné par V, on
sait que l'on a
T
sV :f (0 —a*)udo.
o

Faisant le changement de variable indiqué par I'é-
quation (28), on a

(29) f;v:faﬂ—_("’:f’)(“ztb’k’?-_
a—c Y (2c0+ b —w) (200 — b+ u?)

Ainsi le volume dépend d’une intégrale elliptique.
Transformons homographiquement cette gyrocyclide
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en posant
z=mX—+nrY+pZ-+gq,
y=mX+nY+pZ+gq,
z2 =m, X 4+ n,Y + p,Z + q,.

Nous avons ainsi une nouvelle surface du quatriéme

ordre, qui est une des surfaces étudiées par M. Kummer
(Journal de Crelle).

Tous les plans représentés par I’équation suivante :
mX+naY +pZ+q=2(mX+nY +pZ—+ q)

coupent cette surface suivant deux coniques, et toutes
ces coniques coupent en deux points indépendants de A
la droite représentée par les équations suivantes :

m, X + nY +pZ+qg =o,
mX+nY+pZ-+q =o.

Le volume limité par cette nouvelle surface s’obtient
en combinant la formule (29) avec une formule que
nous avons donnée dans un travail antérieur ( Nouvelles
Annales de Mathématiques, 1873). On obtient ainsi

m n P

a+te 2 — g?) (w4 b*)du
Vi= | m n p, f (u a)\u+——)
a

m, n, p,

e Y(zoa+ b — ) (2eu— b+ @)



