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SUR LES QUADRATURES;
Par M. C. POSSE,

Privat-docent & I’Université de Saint-Pétersbourg.

Les propriétés connues des fractions continues algé-
briques permettent d’obtenir sur-le-champ une formule
générale pour l'évaluation approximative des intégrales

de la forme
+1

S(z)¢(x)dr,
—1
et dont la formule célébre de Gauss n’est qu’un cas par-
ticulier. En faisant des hypothéses particuliéres sur la
forme de la fonction donnée f(x), on tombe, dans le

1
cas de f(x) = (1—x?) 2, sur la formule connue

Tlo{x)dr

':_:E[’(-r|)+w-rg +.oe(r,)] .
i R () ()]

v

ou

(z—a)(z—2).. . (2--x,)= -2,»:: cos (rz arccosz).
Cette formule, déja démontrée de diverses maniéres (*),
occupe un rang tout particulier parmi les autres for-
mules du méme genre : d’un coté, elle appartient a celles
que donne la théorie des fractions continues avec le de-
gré d’approximation qui leur est propre ; d’un autre, elle
est uneformule des quadratures a coefficients égaux (**).

(*) Poir M. Cu. HErmite, Cours d’Analyse, p. (52 ; M. MEHLER, Journal
de Crelle, t. 63, p. 152.

(**) Voir Sur les Quadratures, par M. P. TcREBICHEFF (Journal de Liou-
ville, 2¢ série, t. XVIII).
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Je démontre qu’elle est la seule jouissant de cette
double propriété, en me proposant de résoudre directe-
ment la question suivante :

Trouver la forme de la fonction f(x) qui, restant
positive entre les limites — 1 et —-1 de la variable,
donne

. f(.r)?(a:)d.r—_ A—[q;(.z") %—(p(‘z‘,)—l—...—;—?(.r,,)]

— 1

el -+ a;u-}-l 5’ “+. .. »
k étant indépendant de la forme de ¢ (x), et

0T} @y X - A, X A Ao Xl TV AL

¥

. I .o
En faisant g (x) = o _ 5 intégrant les deux membres

de I'égalité précédente par rapport a z, et passant en-
suite des logarithmes aux nombres, on apercoit immé-
diatement que la question proposée est équivalente a
cette autre :

Trouver la fonction f(x), positive entre les limites
—1 et =1 de la variable, pour laquelle
+1
f ) ligz—z)dr € g’
(,f—n ’ = F(E) o+ — 4+ —— 4.,

zn zn*ﬂ

F(z) désignant une Sfonction entiére de degré n.

D’autres cas particuliers, qu'on trouve développés
dans cette Note, m’ont paru dignes d’attention, a cause
de leur simplicité et de la facilité avec laquelle on les
déduit de la formule générale.

1. La fonction f(x) restant positive entre les limites
—1 et + 1 de la variable, on sait que le développement



{ 51 )
en fraction continue de 'intégrale

1 f(a)dz

z—

—1

peut étre mis sous la forme

3

1
Z -

tous les quotients incomplets étant linéaires par rapport

Iy

a z.

L. P .
Désignant par " la réduite du rang n**"*, nous aurons

n

+1flz)dr P, £ ’
(l) f .f_(__l.)_{,«__ e — - Ew—{»—..‘.

Y z— Q" g2t 2042

Soit
Q= Ciz— w)(z —@>)...(z—x,),

C étant une constante et x,, Xs,..., X, des quantités
réelles, inégales et comprises entre les limites — 1 et
--1; nous obtiendrons

i=n
P, [Pux) 1
Qll W‘-Z Qn(rt: Z'_7
=1

Posant 9(2) ==a, +a; 2z +...-- as, 2™ ..., multi-
pliant les deux membres de la formule (1) par ©(z) et

égalant de part et d’autre les coeficients de ! =» nous au-

rons la formule generale des quadl atures

f ( //\l‘)dl - 6'_/7:" . 1) ==,

4.



(32)
ou A est de la forme a,, ¢ + a,,,,¢'+... et s’annule,
par conséquent, chaque fois que ¢(x) est une fonction
entiére d’un degré inférieur a 2n.
Remarquant que

+1 ;
P, (x;) = S(z) Qu(x)dx
—1 xr — x;
. . P, (z;)
et dénotant par A; le coefficient ———=, nous aurons
Q. (i)
SEL * f(2) Qulx)dr
(2) = QI"('I") —1 T —x x;

et la formule précédente prend la forme

“+1

(3) fl2)e(x ——ZAHPI:)—*'—\

i §
i=1

La formule de Gauss correspond au cas de f(x) =1.
2. Passant aux applications, nous ferons d’abord

I

s/l—xz

Sflz)=

Dans ce cas, on obtient

—+1 dzx _ ™ — T
f_,(z—xw*—x—x* Vi1 zt(Ja—1—z)

Z— S —

22+ ( 2 —1— z)
d’ou le développement suivant :

-+1 dr . ™
L=

Z —
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Les expressions de Q, et de la racine x; sont ici
Q. = cos{rarccosz) == cosrng, pour z == cosg,
et
27 —1

20 —1
Z; == €08 | ——— m | = CO0Sx, pour @ =— — -— m.
2n 2n

La formule (2) donne

. (zi—l >
sin| ————— 7 .
cosn gpd
A= 27 f i
) o

. [oi—1 COSg — COS
rsin| —— x
2
ou, observant que cosna = o,

sina T cosng — cosna
Al-—_‘ ~ T —— (l?.
o

" nsinna €08y — COS«

Or, il est aisé de vérifier la relation suivanté:

cosng — cosna . . .
- - — -~ sine=sin(ra)+2cosgsin(r —1)x ...
(4) C089 — COS&

+2cos(n —1)gsina,

ou le nombre des termes a retenir dans le second membre
est égal & n; elle est évidemment vraie pour » =1 et
n = 2, et se généralise de la maniére ordinaire, en par-
tant de ce que

cos(n -+ 1)p == 2 cosg cosnyp — €os(n —1)gp.

D’aprés cela, Uexpression de A; devient simplement

I T ™
A= ——r sinradp = —.
rsinna J, n

La formule (3) se réduit donc, dans le cas considéré,
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a la formule connue

t=n

" olxr)dx T
5 plriar w ‘) — _ ‘_
(8) e iis T E ¢ %) — Qe A Ayyy €

11

21— 1
2,-2€COS8S{ — — T
2n

3. On aura deux autres formules trés-simples, en
posant

1 flz) =V1— a,
et
2 S =y
=\ s
1° Pour f(x) = y/1— x?, on obtient
i \/Iw z* dr [ - L
— I—x :\/z’—TJ—Z _22—(2——\/z”‘—v;)
- LA
2z —

d’ou le développement

f_rx\/l-—.’lddx T
. Z— . I

22 —
1
22 — —
2% — .

Posant z = cos g, on aura, comme il est aisé de voir,

sin (7 +1)o in
Q" -— _..(>_—.).~‘ Py X, = c0S| —— ) = COS=.
sing n—+1
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L’expression de A; devient alors

. ir
sin?{ —— . .
A (n—’t—l) fﬂ'Sln(n—;—I)c}Sln?dQ
= N0 ol
o

(= 1) cosim COSp — COS&

ou, observant que sin (n +1)a = o,

A; ==

sin’a /’7’ sin(n +1)gsing — sin(n + 1)asina ;
— e - - de.
o

T (n41)cos(n+1)a COSp — COS&
Or
sin(r +1)9sing — sin(z + 1)a sing

=+ {cosng — cosnx — [cos(n + 2)p — cos(n + 2)a]};
d’ou l'on tire, & I'aide de la formule (4), aprés de
simples réductions,

7 . ir
A — ———sin?|{ — 3
n o1 n—+1

/

Ainsi 'on obtient cette formule trés-simple

1=n

e S -
(6) L Vi— .z-t(f,(.r)(/.z::~7_T_-I 2(1 — a7 )9(x) -+ 4,

S 1—z dr ;;-;>
- = =l 11—
— 1+xz—x 2+ 1
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Posant z = cos¢, on obtient

. 2n -1
sin { —————
> ?

2%
Q= —"'—+—", x=cos|——-—)=cosu
L1 2n 41
sin — -
21’
et
N B EAEY S B
4sin - sina sin(— '— ¢ |sin—gpdp
o 2 2
Aiv—m-—- o — /4 ——— — .
, 21 COSg — COSa
(2r+1)cos __\___a)
2
I
Comme

on peut substituer sous le signe d’intégration, au lieu de

.oj2n -1 .1
Sin| ~—- — -~ |SIN—o90
2 b
5 ¢ .
P’expression

. an -1 ¢ . 2n +1 T
Sin{—— —- o) SIN—9 — SIN{—-— 2| 8i0 — =z
2 2 2 2

cosng — cosra — [cos(n ~+ 1)p — cos{n -+ x)z]},

ISR

et de 13, en vertu de la relation (4), on tire sans diffi-
culté

fr . ir 27 C2im
A =——s?|{——-—)z=-— — | I—cos{— — —] |
2n -1 27 1 2n -1 2n +1

Donc, dans le cas actuel, la formule (3) se réduit a la
suivante :
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’

20w
Z;=2€0§ | ——--— |«
2n -+ 1

Les expressions si simples des éléments de ces formules
les rendent trés-commodes dans les applications.

La formule (5 ) différe des autres en ce que I’expres-
sion de A; est indépendante de la racine correspondante
x;; nous allons voir tout de suite qu’elle est la seule qui,
jouissant de cette propriété, donne a I’erreur A la forme
assignée.

4. Pour le faire voir, proposons-nous de résoudre di-
rectement la question suivante :

Trouver la fonction f(x) qui, restant positive entre
les limites —1 et + 1 de la variable, donne

i=n
-1

S, p(xjde =k Z 9 L) = Qg€ - (o . e,

— .
i=1

k désignant une quantité indépendante de la forme de
o{x), et

2141

o(x) =a,--a,x ...+ Qpua™ = Gy T —

Supposant pour un moment ¢ (x) =1, on aura

1
S(x)dx = nk;

—1
+1
désignant la valeur de [ f(x)dzx par C, et introdui-
o —1
sant la fonction f, (x) = éf(x), nous réduirons la ques-

tion proposée a la détermination de f] (x), remplissant
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la condition suivante :

i=n

-+ 1
(8) f Silx)g(x) = —2q> ) Ao = e L

—1

i=r

Mettons pour o (x) la fonction —- - 5 et 0
pour ¢ (x) ~ -, et posons

Flz)= z2—wx (z—ax)...(z — ),

— z —. nF{z g+l

d’ou1 il résulte immédiatement que la fraction irréduc-

F'(z) ; PR .
tible ;I—F(—z—’)~ est la n*m péduite de la fraction continue

1 - i »f"'"'f,(a‘)d.r
ftai 1 _, z—=x

1
oz +- p -+ -
a, S + {5 —+.
Cherchons donc 4 déterminer les constantes inconnues
o, a, b, o,,..., de maniére & vérifier la condition iden-
9 1~ 19 9
tique par rapport a z

nP,—= Q’n)

pour toute valeur entiére et positive de n, P, et Q. dési-
gnant, comme plus haut, le numérateur et le dénomina-
teur de la n#me réduite.

Calculant les réduites des trois premiers rangs, nous
aurons
P=1, P.—=uz+f, Py=(az+ 8,)P.+P,
Q=z+a, Q=az*+(ac+B)z+af +1,
Q=(az+8)Q+ Q.
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La condition 2P, == ), donne
20z + =120z +aa—+ B,
d’ou
= a%

et, par suite,

P,=a(z+ a), Q= uaz*+ 2aa2z+ a*z+1,
Py=as, 22+ a(B,+ aa))z + aaf, +1,

et enfin )

Q =ax 2 +a(B+222)2+ (a’ea,+ 2 aaB,~-1)z+ a*af,+ a.
La condition 3P, = ', fournit deux équations

3Bi+aa)=2(B+2ax,), 3(avB+1)=a’ax,+2aaf,+1,

d’onx
Bi=aa, a=2;

ainsi I'on aura, en posant Py =0, Q, =1, les relations

P,—a(z--a)P,+ P, Q.= a2z 4-a)Q, Q,,
P, —2(z+a)P,~-P,, Q=2(z+a)Q,-+ Q.

Il est facile de voir que, en poursuivant de la méme
maniére, on aura généralement

Br=—aap, o, =—aym=oasT=...==2, @S @T=gTT... T30,
ou, ce qui revienl au méme,

{ Qm=2(2 +a)Qum— + Qun_s,
Qi = 2 (2 — @) Qun -+ Qoni-
En effet, ayant
Qr = (s 2 + Br—2) Qumr + Qusy
et supposant que

Q,,,_1:(”*‘1)Pn—ls Q’n—i:‘(” - 2)P"“'"

(9)
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on aura

’

Qn == Up—2 Qn-—| + («'ln--rz + pn-—z)Qyn-—l + Q’n—2’

ou
Q’n == %py—2 Qn--| -+ (fl - I) (“n—:z -+ ﬁu—:)Pn——l -+ (” - 2] Pn—?-

Pour calculer «,_, et $,_,, on prendra la relation
nP,=Q,, qui se réduit, en vertu de la précédente, a

no
(10) An—2 Qn—l — (“n—? 2 + pn—-?) Pn-—l + 2Pn—z-

Le nombre » étant 5 3, la comparaison des coefficients
de z"~% et z"~*dans les deux membres de la relation (10)
fournira deux équations, qui ne peuvent étre identiques
par rapport & a,_, et 5, o, vu que les coefficients de
z"=* dans P,_, et de z"~* dans P,_, ne sont pas nuls.
Donc les constantes a et « sont les seules qui restent ar-
bitraires.

Il nous reste & montrer que les relations supposées,
savoir les formules (9), entrainent comme conséquence
nécessaire I'identité nP, = Q;,, pour toute valeur en-
tiére et positive de 7.

Ayant vérifié, par ce qui précéde, I'exactitude de la
formule (11) pour n = 2 et n = 3, nous la supposerons
vraie pour 7 = 2m et n = 2m - 1, et nous allons voir
qu’'elle le sera aussi pour n == 2m <+ 2 et n = 2m +- 3.

En effet, en vertu de (9), la formule (10) donne

% Q?m—H — (z -+ ﬂ) P2m+| + 2Py = sz+2 -+ sz,
2 Q.‘m =2 ( Z2-—a ) sz -+ 2P2m—| = P2p1+l -+ P2m—l'
Or

sz+z -2 (z -+ a) Q:m+| -+ Qm,
donc

Q’;m-l-o. = & Qanyr + “(z -+ a)Q,zm+l +Q,2mv
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ou

Q/zrn-i-z: 1Q2m+l -+ x (Z+ a) (2”1 -+ I)P1m+| —+2mP,,
=(2m + 2) Punyu.

Absolument de la méme maniére, on trouverait
U
Qumisz={(2m - 3) Popysy.

Ainsi il est démontré que la condition identique (11)
n’est vérifiée que pour la fraction continue de la forme

#H =

on aura

v =
T
«(z+a)+ 2(z+a)+o
d’ou

v—=—(z —&—a)-+—\/(z.+a)’+;

et enfin
I {

24+a-+v >
V(e ars 2
74

Posant, pour abréger,

_—2 — 2
a ——a— — Gy =—a - ——
o a
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uU-—-= — ———— — o

Viz—a)(z—a)

Or

I . f"a dx .
Viz —a)G—a) 7Ja Y@—a)(@—z)(z—2)
Dong, si l’on fait

LAY . S Gl
- ﬂfa (2— ) Vi —a) (% — ) f_ P

1

on conclut nécessairement que

a—=—1I, a,—=—-+I,
d’ou
a=—0, «=——2
ct
- - l._ 1 .
Silz) = P ;/l_——_a:—’v

car autrement on pourrait assigner 4 z une valeur qui
ne rendrait pas infinis simultanément les deux membres
de Végalité précédente.

La forme générale de lafonction cherchée f(x) est donc

C étant une constante.

Oun voit, d’aprés cela, qu'on ne saurait trouver une
formule des quadratures, a coefficients égaux, différente
de la formule (5), en assignant a 'erreur A la forme

!
Ay €+ Aap 8 .. L.



