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SUR LA TRANSFORMATION DES EQUATIONS DU SECOND DEGRE
A DEUX ET A TROIS VARIABLES;
Par M. H. LEMONNIER,

Professeur de Mathématiques spcciales au lycec Henri IV.

I.

1. Soit considérée I'équation d’une hyperbole sous la
forme

(1) ut— 2 =K,

u ct v désignant deux fonctions du premier degré en x
et y, telles que les droites données par u=o0, v =0
aient un point commun et un seul.
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On pcut transformer le binéme «* — ¢* en

u— v
ut— vt = Mu + )
w—o7)? w—v07]?
Ma+4-v0) -+ ; Mu +0) — T
— I I B R I
2 2

de sorte que, si 'on pose

I 1 l/ 1
) (A =)=V, —r—=)=13,
(2 2<+)> >\ ).> *

il vient
(3) w— = (W o) — (V42 o),
L’ équation proposée peut ainsi étre changée en
(4) (M + 20 — (A u +)Ve)? =K.
On peut disposer de la constante X de fagon a avoir,

par Xu + A"v =0, Mu + ¥ v = o, deux diamétres con-
jugués quelconques de la courbe.

2. Supposons que le diamétre a représenter par
#u+%"y = o soit donné par I’équation
mu — ne =— 0,

Il s’agira d’avoir
S
I

I X P
m  —n m—n_ m “+n \/”l .
Vi +2o Vw4 e
T mu—ne T —nw—+me’

d’ou résultent

. mu — no

Vu 420 = e —
Vmi— nt
-—nu -+~ mo

Via+VNe— ——— —— .

v



(398 )
L’équation (4) est donc
(mu — mr_)_2 . (:nu ~+ me)?

— —~ =K.

m?— n’ mt—- pt

(4')

3. Si les deux diamétres ont pour équations
mu—ne—=—o0, mu—nv=o,

on aura, avec
I

Y » b} A 1 Yu—+ 2o
— == — = = — ’
m —n m-—un m—+n \/ m:— nt i — ny

I
)N )y A Py 1 Wi+
—r T - e e T T —_— e
m' —a m—n m+n V't —m  mu—n'v

d’ou I'équation

(4")

(mu— no)  (m'u—n'v)?

=K,

m? — n? m' — n'?
eu égard a la relation
(5) mm' — nn' = o.

Qu’on change v en viet n en ni, n' en ni, cela s’ap-
pliquera a Pellipse.

4. Ainsi I'équation

w4+ =K

peut se changer en

(&) (mu 4 no} (et molt K,
m? - n? m’ + nt

un diamétre de l'ellipse, quelconque, étant donné par

mu - nv = o,

le conjugué par
— nu -+ mv = 0;
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et, si les deux diamétres conjugués ont pour équations
mu—+no—o0, mu-+ n'v=o,
moyennant la condition
mm' + nn' = o,
I'ellipse a pour équation correspondante

(mu + no)  (m'u—+n'v)?
mt 4 nt m't 4 n't T

(4

5. Remarque. — Du moment que quatre quantités
m, n, m', n’ sont liées par la relation

mm' + nn' = o,
il s’ensuit, d’aprés cela,

m? m'?

-+ =
mt + n* m't 4+ n't

n? n'?

-+ =
m? -+ n? m'? 4 n'

mn m'n'

4 2T —o.
m? 4+ n? m'* 4+ n's

Ce sont d’ailleurs des relations faciles a vérifier. En les
appliquant a ’équation

xt  y?

at b
on retrouve entre les coordonnées des extrémités de deux
diamétres conjugués des relations connues.

Soient, pour les deux diamétres conjugués, les équa-

tions

xT
m — —+n
a
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L’équation de 'ellipse sera, sous la forme (4”),

. 2 2
<mf+n)—’> <m’f+n’z>
a

b a b
=
mt -+ n? m'? 4 n'?
ou
X2 Y:
PR TRk
en posant
z 4 —— X
m— -+ n—-—= \/m‘—i—u‘-,
a b a’'

x Y ——Y
! ! ! P
m — 4+ n ==\ '+ 1 —,
a b v b’

d’ou, en observant que
’

’ 12 n 2 2 n 192 7
mn' — m'n—=—(m* 4 n?) =— — (m'* + n'?),
m 7

on tire, pour Y = o, X = d/,

r m y n
— = T '-b- =
a ymt 4 n Vmt 4+ n?

et, par conséquent, les relations reviennent a

x? 2’2
—_ = — =1
a’ a? ’
oo
T

ct, comme l'on a

(27 42" (2 + ) = (& —y &'} + (xy +2'y'),

il s'ensuit
(7y' — ya' ) = a®b?,. . ..
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6. Quand on part de 'équation
f(x,_y) = A2+ 2Bry + Cy*+ 2Dx + 2Ey + F—o,
on obtient, par une transformation familiére a tous,

flz, r)= —;(A:—&- By + D)

__A (AC—B  BD—AE\: &
'AC—B’( A7 A AC — B’
A étant le discriminant
A B D
B C E
D E F
Si Pon pose
Az~+By+D VA (AC—-B’ BD—AE>
= - — -y V= Y - ’
VA VAC — B A A
on a
Ax +By +D
mi —+ ne —im o
A
o VA  [AC— B L BD—AE
VAC— B’( a7 A ’
A B
— R~ me —=—n T :'Z’+D
VA
VA <AC — B BD — AE’
e [ ———)
VAC — B? A A
Soit donné
mx -+ n.y <+ p, = mu + ne = o pour un diamétre,
et soit
myxr == nyy + p; = — nu~+mv =0 pour le conjugué.
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Nous avons la

— B \/AL B’
m=myA, n—=m—=-+n
\ A \/A

VA BD—AE

P =m —— — N
VA JAC — B A
— B —
m,_—_—n\/A, n——n —_—_—]—-m\/;AC_——lj )
VA VA
BD — AE
Pr=— nN— — =
VA VA JAG— B
d’ou
m, An, — Bm,
m —_—_= —— =
VA VA JAC—B?
An, — Bm, Bn.——m.C m, An,—Bum,
my—=— — n,—— ———= —_— =
VAC—B? VAC — B B> 7. Br,—Cm,
ou
Ann, 4+ Cmm, — Bimn, + n,m,) = o,
puis
__ m(DC— BE)—n~,(BD — AE)
' AC — B?
—Dn +Em,
Pr=
VAC — B?
d’aprés quoi

Mo 4 myy 4 py = BT+ Cr +E) — m(Az+By + D)

VAC—B
et 'on a, pour I’équation (4'),
n n, 2
(m -t miy - piy o+ P = iL)
An? —2Bmn + Cm?
+~4— = 0.

(AC =B
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Ajoutons que, en raison de ce que l’on a

(m C—nB)Lf. + (mA—nB) s [
AC — B?

m,x +n,y+p,:

)
Péquation est encore
[(mC—nB)ife + (mA—nB) L f ]
+(AC—BY)(m,} fr—nf [ )
+A(An} —2Bmn, + Cm?)=o.

A prendre 12y = n, = 1, il vient

BE — CD + BD — AE\?
(I+y AC— B )}
L 1 2 _ ”
+(1f1 ) AA 2B+C~0

ac—B A TAc—By T
ou

[(C—B)ifa +(A—B)Ifi I
+(AC—B)(+fi —4/3)'+A(A — 2B +C) =o.

Si I'on prend m; =-—n, =1,0na

[ BE —CD — (BD-—AE)]2
X =y —

AC — B
+(;ji +%[;)’+AA+'J.B+C__O
AC—B? (AC— B2 — 7

ou
[(C+B)3fi —(A+B)LI A
+[AC—B?)(4fs + 3/ +A(A+ 2B+ C)=o

II.
1. Soit considérée la fonction
0 — 0 -,

u,v, w étant des fonctions du premier degré de x, y, z.
26.
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En posant
1 1 I I
— —~ )= _ % — — :\I/‘
2(“”)) ¥ 2( x) ’

W— ot = u?— (Vo + V)P4 (Vo N w)

on a

De la, par
) ¥ , 1 I ”
> !“*‘; =t 3 P’“FL')——{‘-

w— o= (p'u+ y.” Vo 4 p” 0" w)?
— (f"”" + {AI )‘r‘)_’_ {"/ )‘”u, )g + ()\/r', _{_)‘/ u,)z‘

on déduit

Puis, si 'on fait

il vient

u— ot a?= (p w4 p Vo 4+ p” V)’
— (a4 Vo 4+ p' V) 3" (Vo2 w) ]
A (A Vo4 W ) 4 (Ve = V)]
= (a4 p" Ve 4+ p" V2
— [ A (N A o= (0 N "V ) ]
[V (N Ao (7 N Y ],

2. Proposons-nous de faire dépendre cette équation de
celles de trois plans diamétraux conjugués quelconques,
données sous les formes

mue + nv -+ pw —o0,
m'u + n'v 4+ p'w = o,

m'u+ n"v—+ p”(v — 0.
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On a d'abord, 4 I'égard du premier plan,

”

Hl . ‘u.” Y . ."‘” 3 . F“”)‘ . I 3 _ f"”
mT —n p T —ndp —n—p @ p
pa—p’' Vo4 p" WV  p’ ____f‘_”_
- mu — no -+ pw - n_'g/n‘—p2
Y
I
. @ . © _ 1

m- Y — . m—\ni—pt \mi— n’:p'.
de sorte que

. mu — no -+ pw
lu"u -+ [J-” Ao -+ [J«” )\”“’ = —'—-:;—.;pt .

On a, en second lien,

14

lu "l —vl y-l )A/ + ”I/ )\” V, ’-’-I XI/+ ”I/ )\I P-//V,u _*_' ..

' .= P T mu—no+pew
, o1 , 1
e L S WP P
—n 4 p T T n'—p = —
—
. V, :I, -_ V” o V’ y-l - V” .
TN —n =) =RV —=p N T a VPN
ce qui donne
v f"
m -—-n’).’——p').”’

¢’est-a-dire
—u" VR ="V =,
par conséquent
nn' — pp'=mm' ou mm'— an' + pp' =o.

On a,d’autie part,

v v v

’ 7 7 AN 131

m , N , M +n ) 4+ p'V
— RS =P 5
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d’ou
}L”V’ . V, ‘J”
m' n'"—g’ﬂ\/nﬁ—nz—i—p’_+”'P+l)"l
T e
- 1" . V”
m'\Jm*— n* + p* T np+r'p
Vit —p? Vvt — p?
_ v
m' \Jm*—n+p*+ (np'+n'p)
yut—p
1
— v
m'\m*—n* 4 p? — (np' 4+ 7' p)
vt —p?
— Vo —p’
= —= R
V(i — i ) — (g
a cause de
V= I v M= id , y,’—___m_.__..
Vnt — pt Vi — p? Vm:— n?+ p?
Or ona

m'(m?— n*+-p*; — (np' +n'p)
=(nn' —pp') — m”(n2~p’) (np'+pn'
=t 4 pp't— m't (n*— p*) — n'p'*— p*n”?
=(n""—m'* —p"*) (0’ —p*).
Il s’ensuit
I

m ~/,,/z_ m't — p?

9

et, par conséquent,
mu—n'v +p u

L e e
VR’ —m'— p"
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En troisiéme lieu, nous avons

VI/ F-” 'l” /)I + ‘J')\” 1"! Hl )\” —4- V’ *AI V” P’Il I + Ce.
m”~  —na" P T m'u—n"e+p'w
1
4 ’ !’
v —) -
‘J”[L’)—’—V,l ( P’ ))‘ v"y’-}-v'
- ”I/+P// - __ n//____p// - __ n" ,)N
A
V” P', —_ 'J’ vl/ y_l 1”

= (__ ' _[’”)—)‘—"— n” lr_ljzl)'l/— n o ,)// )\r’

d’ou résulte, d’'une part,

14 ’
— ¢ .
;)7 v _;// R
ou
_ F‘” V' — f"” )‘”P” _ Hl m’ — o,
ou

nn” — pp” — mm" = o,
mm” — nn” 4+ pp” = o,
et, d’autre part,

'J”‘U-,/ vI/ ‘)’
- ~ ~ — /" -
m” Y » N +n") PN
—_n" — ) —
R
© ©
"// ”,
— —— W4 ”
m" \m?—nt - pr — np” 4+ pr”
— 2 2
Vni— pt Vnr—p
v

pr’ — np’ + m" ym*— rd - p?
o=z
1

v

pr” — np” — m” \Jmt — pt 4
\/rz’— »

_ y i — pt
(" — " — (i )
1

o e
vmng_ n//g+ Pllz
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de sorte que
m’"u— n"v~+ p’w

Ve +. . = — ,_ .
\/m 2 __ ’l”2+[f”z

D’aprés cela, on obtient
mu — nv w)?
ut— v 4 w’:( +pw)
m*— n* 4 p*
(m u + n" v+p w)
ml;___ 7z +P

(m'u—n'v 4 p'w)?
n't— m”——p”

3. Nous avons trouvé les deux relations
1 !’ 7 —
mm' — nn' + pp' = o,
mm"” — nn" + pp” = o.

Par analogie, nous devons y ajouter une troisiéme

m'm" —n'n" 4+ p'p’=o.
1l nous est aisé, du reste, de la déduire de ce qui pré-
/P” (’S[

céde. Observons que I'expression m'm"—n n”+ p

a un facteur pres,

ron Il"

vy P- ( ,H/)l—*‘vll}\”) (‘III.U;,)\I—*—'V ).I/)

(v fl.’l”—i— ‘J“)") (v//y./)‘n_}_ "IA’)
2 ‘ulg)\lz_ )‘//2_*_ H/g )‘//2_{___ -x’z)-

== v (p"?
Or la quantité entre parenthéses a pour valeur
l( 1)’ x<1 I>2l—’ 1( N )’]
— 1, — — — — — — — — H
4 v/ 4 Ao 4 B

i T+
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La relation est ainsi démontrée.

. . . /! /

4. Sut les trois quantités m* — n*+ p*, m'* — n* 4 p,
m"— "+ p", il y en a deux qui sont positives, et une
qui est négative, si les coeflicients m, n, p, m', v’ p’,
m”, n", p" sont réels, du moment que I'on a

u— P4 a?— ({l_lil__—- ””_";’”_VX (m, w—n'v+ P,w).l

m’— n*+ p? m't— n't 4 p?

(m"u—+n"v+ p"w)
T T

m"?+ n" 4 p"?

On a, en effer,
mm' — nn' + pp' =o,
m'm”"— n'n"+ p'p”"=o,

m'm—n"n+p"p=o;

or des deux premiéres relations on tire

m' . n' . P K’
" "o, ” v ” v L)
— Pt +np pm” — mp — mn" —+ nm

I’ou
m''— n" 4 p =K"*[(ny” — n'p)*— (pm” — mp”*
~+ (mn” — nm" )?]
=K"*[(n"*— m"*— p"?) (m*— n*+ p?)
+ ("ll,l” — ”’l” _*__ PPI/)z]
= — K"?(m?*— n*+ p?) (m"*— n"* + p"?).
Pour semblable raison,
m'? — "t p"r= — K" (m* —n'* + p?) (m? — n? =+ p*),
m— n* + PP = —K? (m"*— u"' - p"?) (m'* — n'*+ p"?).
Maisles trois dénominateurs m*— n*~+ p*,m’*—n/*+ p'®,
"* - p"* ne peuvent étre négatifs a la fois, puisque
u®— v* 4 w? peut &tre positif, ne fﬁt-(;'e que par v = o.
Soit donc m*— n*+ p*>o0; dés lors m'*— n'*+ p'2,

m" —n



( 410)

m"*— n" 4 p"® sont de signes contraires : ’un est donc
négatif, 'autre positif. Par conséquent la transforma-
tion, si les fonctions restent réelles, maintient le méme
nombre de carrés positifs. L’espéce se maintient. C’est
le théoréme de M. Hermite pour le cas de trois variables
dans la forme quadratique. Nous présentons du reste
plus loin une démonstration normale, fort simple, de
ce théoréme dans toute sa généralité.

5. Quand I’équation d’un hyperboloide est mise sous
la forme
u?— o'+ =K,

les plans donnés par

mu— nv + pw =o,
m'u— n'v+ p'w=o,
m”u—n"v 4+ p"w=o0
sont trois plans diamétraux conjugués, si 'on a
mm' — nn' + pp' =o,
m'm’ —n'n" +p'p” = o,
m'm—n"n+ p"p=o.
L’équation de la surface a pour forme correspondante

mu —no +pwt  (m'u—nv+pw)
\ 14

mt— o4 ot m'*— n't4 p?
i

(m"u—n"v + p"w)?

= K.

m"— n"r+ p"t

6. Pour appliquer ces résultats a I’ellipsoide, 1’équa-
tion en étant
w4+ v+ a?=K,
il n’y a qu'a changer v en vi, n, n', n” en ni, n'i, n"i,
de sorte que trois plans diamétraux de I'ellipsoide ayant
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pour équations
mu -+ nv + pw —o,
m'u—+ n'v+ pw—=o,
m"u 4+ n"o+ p"w=o,
moyennant les conditions
mm' <+ nn' + pp’ =o,
(1) m'm’ 4+ n'n" +p'p’=o,
m”m + n"n+ p’p —=o,
"équation de la surface peut se mettre sous la forme

(mu~+no+pwp  (mu—+n'v+p'w)
mt 4 nt 4 p? (m't+ n't 4 p't)

(m"u~+n"o + p”w)?
m"n" 4 pr

7. En conséquence, on a les relations suivantes :

m? m'

4
ottt m'? 4 't P

m"? 2

m
-+ —; = =1
A L Z mi— nt - p? ’

”2
E —_— 1,
m*+ i~ pt
2
m* -+t ?
mn m'n'

+
m? i+ p* om'i+nt p'?

m” n" 2 mn
—_— = —_———o0
m" 4 n"?*+ p”? m? - n* - p? ?

v ”I)
dd 1 - 12? - Pt

2 b
—_———— —o.
m? 4 n* 4+ p?

—o,
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8. Ces relations peuvent se déduire directement des
précédentes.

Supposons, en effet, que m, n, p, m', v/, p', m”, n”, p
soient des quantités quelconques; tant qu’elles sont liées
par les relations

mm' + nn' + pp' =—o,
(=) s m'm” +n'n" +p' p"=o,
m’"m—+ n"n + p"p—o,

le déterminant

a pour valeur

V(min? 4 pt) (m'? o n2 4 p'2) (i 0 4 p).

Soit posé

m n p m n p M N P
A= \|m n p m n pi={MN N P
m" n" p" m” n" p” M’ N P”
on a
M = m*+ n*+ p?, M=m'm+n'n~+pp,

N=mm'+nt'+pp’, N=m""+n"?+ p",
P=mm"+nn"+pp”’; P=m'm’'+n'n"+p'p’;
M” =m"m + n"n + p”p,
N'=m"m' +n"n"+p"p’,
b P =m"r4 n”’—}—])”’.
onc
m? -4 n?—+ p* o o
Al = o m'*+ n'?+ p'? [
0 o m"t 4 n" 4 P

= (mr 4 w2+ p?) (M + A+ p?) (m" + 0" p”).
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En conséquence A n’est pas nul, & moins que m, n, p,
oum', n', p', oum”, n”, p” soient nuls a la fois, si ces
éléments sont réels.

8. Posons
mo -y B 4 m"y = A,

na+ n'f + n"y =B,
pe+p'p+p'y =G,

a, 3, 7 désignant des quantités arbitraires.
Soit

P

ces égalités résolues par rapport a o, f3, 7, en attri-
buant a A, B, C telles valeurs qu’on voudra, donneront,
pour «, {3, y, des valeurs finies déterminées. Par consé-
quent, en disposant de «, (3, 7 convenablement, on
pourra faire que A, B, C aient telles valeurs corres-
pondantes qu’on voudra.

Sil’on multiplie les égalités par m, n, p et qu'on ajoute,
il vient

(m*+ n*+ p*)a =mA 4+ nB+ pC;

on obtient de méme

(m'?4n""4 p' )b = m'A +n'B + p'C,
(m"? 4 n"4 p" )y =m"A + n"B~+ p”C.

En portant les égalités au carré, puis ajoutant, on
trouve

(= n? 4= p*)a? o= (m 40" 4 p'?) B (M 40" 4 Pt ) o
=A'+ B+ C,

de sorte qu’en portant dans cettc égalité les valeurs de
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a, 3, 7, on obtient
(mA+nB~+pC):  (m'A-+n'B+p'Cp
m? + n*—+ p? m'*4-n'r 4 p'
(m”A +n"B+p”’C)?
m"* - n" 4 p"

= A+ B+ C~.

Mais c’est 12 une égalité qui subsiste pour toutes va-
leurs de A, B, C, c’est donc une identité; de la
) ? ]

! m? m’? m"?

+ — “+ —
mi-nt-pt o om et p't " 27 p™?

S
j— —_—_—1
mt - n* 4 p? ’

(e) ,
2n;2+—rz“+])” =0

p:

=1,
\ m’ -’ p?

et

mn m'n' " n"
T, + - —
m*—+n' 4+ p? m*—+ n* 4 p? m?+n*—4- p?

mn
= E%——‘———:O,
m? +nd 4 p?
np
2___._1_____0
m* —+ n? = p?

Sl =
m2+”2+1)2_'

9. Ces relations ainsi établies, il y a lieu d’en con-
clure qu'on a identiquement, moyennant les premiéres
conditions,

(mu 4-ne+ pw):  (m'u—+n'v+p )
mt - nt 4 m'*+n'?  p
(m" e —+n"v+ p”w)’.

m" - p"? 4 "3

W o —
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Donc, si par u*+ v*+ w*=K on a une surface du
second degré, pour laquelle on ait trois plans diamé-
traux conjugués par u = 0, v==0, w = 0, ce qui sup-
pose qu’on ait par la trois plans ayant un point commun
et un seul, la méme surface, les relations (3) supposées
satisfaites, sera donnée par

(mu+ne+pw)?  (m'u—+n'v+p'w)?
m? + n* + p? m'* 4 n't 4 p'?
(m"’u ~+n"v 4+ p w)
m" 4 " 4 p"

=K.

En conséquence, on aura trois autres plans diamétraux
conjugués par
mu + ne + pw = 0,
mu—+nv+pw=o,

m"u—+n"e 4 p"w=—o.

Par suite, d’aprés notre premiére analyse, les rela-
tions (1) auront lieu aussi entre les quantités m,
R Py

On reconnait ainsi par cetievoie indirecte que les rela-
tions («) sont elles-mémes une conséquence des rela-
tions (). 1l s'ensuit que dés lors le déterminant

m n p
A= | m n p
i m " n ” P// !

a pour valeur

\/(m’—}— ni—pt)(m'r 4 ' p'?) (m 4 Il"2+[)"3.

Comme d’ailleurs on a

A B C | 'm nr p \m n p
m n p A B C i m' n )
m” n” pll m” n" p” 1 A B C

L= = — = —
A i A 4 A
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il est 4 remarquer que

mA=(n'p" —p'n" H, m'A=(n"p—p"n)Q, m"a=(np'—pr')H",
rA=(p'm"—uw'p" 4, n'A=(p"'m—m"p)Q', n"A=(pm'—mp\H",

pa=(m'n"—n'm")R, pA=(m"n—n"m)H, p”"s=(mn'—nm"\B",
élant posé

H=m*+r*+p}, W=n'"+n"+p?, H=m"+4n"?+p".

10. Considérons I'¢quation

x’ ;’1 z’
WP a? K== 4+'— 4+ - —1 =0
a? b c?

et I'équation équivalente
b
m?+ n'—+ p? m'2+ n'? 4 p"?

x 2\?
m’ — + 0"+ p -
< a A .

£ K z\? , L )Y ,3\?
_.+ — - - —_ — -
(m a n 3 +p c) <m a—i—n -+ p ()

- —_— i —

—”I//g+lzl/7 +Pllg
ou
X2 Y: z
At mtaTn
les relations (1) supposées satisfaites.
Le point donné par Y = o, Z =0, X = a’ aura ses
coordonnées x, y, z déterminées par les équations

— Vo

,.r+ ,7+ P,
m' - n - ) - —
b / c ’

xr Y -+
m— <+ n - )
@ b /

alw

{4

xr 3
m' L d 4 P -=o0;
a b



( 417 )

d’ou
x __(dp"—p'a") VH  m
a A - Jﬁ’
}’__(p'm”—m'p”) ﬁ-i
b a YR’
z_ (m'n"— n'm")yH _ P
= n Vi

On a de méme pour les extrémités de deux rayons for-
mant avec celui qui va du centre au point (x, y, 2) un
systéme conjugué

1 ! /

' m y'__ n z__ P
a ——\/H' 77~~\/E7’ c _V_[?’
t” ”l” yll ’I” z” /"

«Tyr b yw ¢ y'

d’ou résulte

2 mr m’r m"

;+;+7:'ﬁ"+ﬁr+w:l:
ou
2+ 2" 4 2"t = a?,
puis
r =0,
2 4 2/ 4 2" = ¢
d’autre part

xy x'y' 2y mn  m'n' m"n”

b e T THETE Tw T
ou

x], +x/yl + .1,‘”_}‘”: 0,

yz +ylzl + 7'”2” — 0,
i

22 + 2’2 + "z

On déduit de la

= 0.

Ab=(zy —yd P+ (y —y V4 (2"y —y x), . ...
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Observons encore que I'on a '
y z | Sa? o 0
'y | = o 2y* o | =abc.
X’y 2" o o 3z
1I1.

1. Les considérations qui nous ont fait tirer les re-
lations () des relations («) peuvent s’appliquer sans
changement 4 un systéme de n* quantités

My Mgy Myzy ooy Mypy

Mayy Mygy Mazy . ooy Mapy
ty v g seay e sy saey
Mpy Mpay Mpzy o ooy Mppe

Lorsqu’elles sont liées entre elles par les relations de la
forme

A=n
Zm,‘m/‘:o (tzg):
k=1

1 le déterminant

A= {(my,m, ..., Mg)

a sa valeur égale & Xmy Zmy .. Zm);

m lzk
2° D =15

1=1
1=n
mygm, ~
30 ]=n (" /</l)’
=1 0
! m;
7=1

sil'ona AZo.
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Cela donne, comme identité,

{ (myni+man, 4. ..+ my,n,
i 12762 LR m'n
iy = - . ;
m2 A+ mp ..+ mp

(Mg n, == mipny = . . . myn, \?
2 2 2
mp A mpl .. +mg,
(mnl”( +... —F"",,,.Iln)2

“+ .o+ — ; =
mey -mlh ... +mpl,

(7)¢

2. Au reste, cette identité implique les relations («)
aussi bien que les relations ().
Supposons, en effet, qu'on efit identiquement

tz v W?
RSl TH TR -
pour
U =mu + no+ pw, H = m*+ n'+ p?,

V=m'u-+nv +// w, B = m'*+n?4p",
W=m"u—+ n"v+p"w, B ==m"*+4 n"?+ p".

Ce que nous allons voir, dans ‘ces circonstances, sera
applicable aux plus générales.

D’abord, en égalant terme pour terme les deux mem-
bres de I'identité, aprés avoir développé U2, V2, W?, on
obtiendra les relations (f3). On les trouve encore par
les considérations suivantes :

Si Pon prend les dérivées des deux membres de I'iden-
tité par rapport a u, v, w, on a

mU m'V. m'W

u = —B— —+ —ﬁT -+ -i”—-

nU n'v "W

e T T T
u pv  p'w

(l':,i—+—— —_—

H H H”

A
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Or, si 'on remplace dans ces identités U, V, W par leurs
valeurs, les résultats n’étant pas des identités en u, v, w,

il s’ensuit
m? m't m

Tt
n? n'? n"
— —
H H’ H ’
pz I)Iz p//z .
TR T T
mn m'n’ m” n”
Hrtw o Tw T
o /W4
np n'p n"p
Hw T W T
pm P m' p’m’
e =o.

Bt w T w T

3. D’autre part, multiplions les équations dérivées
parm, n, p, et ajoutons; il vient

_ mnt4p? mm' + nn' + pp’
“L . U+ i v
@) mm” —+ nn" + pp”
+ —wr w,

mm' + nn' + pp’ = o,

mm" + nn” 4+ pp” = o,
si U, V, W peuvent éire susceptibles de valeurs quel-
conques, par conséquent, si le déterminant

m n P
m n p
ml/ ,l” pl/

est différent de zéro. En multipliant par m/, n/, p’, on
trouverait de méme

ml mll + n' n// +pl pl/ —o0.
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Les formules («) sont, d’aprés cela, une conséquence
des formules (3), quelles que soient d’ailleurs les quan-
tités m,.. Comme les formules () supposent H;Z o, et
qu’il résulte des formules (¢) que le déterminant

A= (m, May,..., M)

est ’'une valeur égale a VH,H,... H,, on voit que ce
déterminant n’est pas nul. Nos formules (3) pourraient
donc alors se déduire également des formules (). Donc
les deux groupes de formules sont équivalents, quoique le

(n—1)

n
nombre des formules soit dans]’undes groupes,

. . n(n 1)
et qu’il soit dans I'autre —(-;-— .

4. Un fait important ressort encore de ce qui pré-
céde, c’est que si uy, us,. .., u, sont des quantités indé-
pendantes les unes des autres, susceptibles chacune d’une
valeur quelconque, la formule (7) présente la transfor-
1=n

mation la plus générale de 2 u; en une somme de car-
i=x

rés, en méme nombre, d’expressions linéaires en u,.

Si, en effet, au n® 2, on considére H, H’, H” comme
n’ayant pas de valeurs assignées, la relation (J) exige
qu'on ait m®-+ n®+ p*=H; les relations analogues
dues aux facteurs m’, n’, p’ et aux facteurs m”, n”, p"
donnent de méme

H/: m”+ nl;+p/2 et H//: mllz+ ”I/g_‘_pllz.

La transformation n'est soumise qu’aux conditions
dont la forme générale est

h=n

2 mgmjp=0  ({ZJ)
A=t
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8. Le point de départ de notre transformation (n° 1)
revient a changer u*— v* en (Nu + A"v)* — (Mu—+2'v)?
avec A"—2"=r, et ut+vten (Nu+A"v) + (W u—UNv)*
avec )24 V2=,

En procédant ainsi a partir de I'expression

duitult. . e,

par P'association du premier terme au second, du nou-
veau premier terme au troisiéme, etc., jusqu’a celle du
premier terme au dernier ; en procédant de méme a partir
du second terme, et ainsi de suite, on obtient successive-
ment, sans que les signes changent explicitement aux
mémes places,

bl TR i s el 7K el el 75
+ 2 /2 /2 2 2
T}, Ed il el T,
2 ] ! 2 /2 ? 2
tul,, 242 2 el g,

+u? p A ol

Re—)——— v« —— .

Dans 'expression finale, le premier terme dépend ainsi
de n —1 indéterminées, le deuxiéme de celles-la et de
n — 2 autres, le troisiéme des précédentes et de . — 3
nouvelles, etc.

Si dans la formule (y) on change u; en u; \&,, et my; en
my, \/;:—‘, ¢, étant = 1, cette formule cevient

2 2 " 2
gl + e ul ...+ euy,

_mysu - mpsu, .. A sam i)

gy, - eaml, .. gy,

(mpe . .. 4 Mpqequ,)?
bl
§ M, ey, . g,

k=n
moyeunam les I‘e]ations 2 € m m,L= o.
A=»
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La formule précédente avec ses indéterminées corres-
pond a cette formule générale.

6. Le théoréme dit 2 M. Hermite, que dans le passage
d’une forme en carrés 4 une autre 'espéce se conserve
si les termes sont réels, résulte immédiatement de I’équa-
tion générale

2 1 . 2 2
E U+ euy—+.. -‘l“ep”;;'*‘ 5p+1‘~'p+1+- <t gauy,

2 2 2 2 2
:%+Iﬁ’z+-~-+%§+h—’q’:—"+%"n-
Supposons
s=¢=...—=¢=1, H/ >0, H,>o,..., H;>o,
et
G =...=¢,=—1, Hg <o, Hyp.<o,..., H,< u;

alors, si dans le premier membre on prend v, ,=o,...,
u,= o, ce premier membre est d’une valeur positive,
quelques valeurs qu’on attribue a uy, u,,..., u,; et si
Von prenait u;=o,..., u,= o, il serait négatif pour
toutes valeurs de u,,4,. .., u,. De méme, si Pon prend
U,y1=0,...,U,=o0, le second membre sera positif
pour toutes valeurs de U,,U,,..., U,; il sera négatif pour
toutes valeursdeU,,4,...,U,,si 'onfait Uy=o,...,U,=o.

Supposons ¢ >> p, ou moins de termes négatifs dans
le second membrc que dans le premier. Si I'on prend
Ujp1==0,..., U,= o etqu'on en tire u, s, Ugygy. .., i,
en fonction de uy, u,,..., u,,la substitution de ces valeurs
dans le premier membre n’atteindra pasle premier terme
négatif ¢, u’,,. Par conséquent il suffira de prendre
uy =0, uy=o0,...,u,= o pour que le premier membre
soit a coup sir négatif, tandis que le second sera d’'une

valeur positive. Il résulte de cette contradiction qu’on ne
peut avoir ¢ > p.



( 424)

Soit ¢ < p. Posons donc U;=o, U,=o,...,U,=0o,
et tirons de 1a u,, us,. . ., u, cn fonction de ugyy,..., u,
puis substituons-en les valeurs dans le premier membre,
il y restera au moins €., ug, , > o. Ce premier membre,
en y faisant u,,, = o0,...,u,= o0, seraen conséquence
susceptible d’'une valeur positive. Le second, au con-
traire, ne pourra étre que négatif. On ne peut donc
avoir ¢ <p. 1l faul ainsi ¢ = p. Le théoréme est dé-
montré.

Dans un Mémoire inséré au Bulletin de la Société
mathématique de France, ces questions sont reprises
pour le fond a un autre point de vue avec d’autres con-
sidérations sur les formes quadratiques.



