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DEMONSTRATION ELEMENTAIRE

des formules qui donnent la somme des puissances 72 de deux nombres e
fonction de la somme et du produit de ces nombres, et cosma,
sinma en fonction d'une seule des deux lignes sina ou cosa;

Par M. DESBOVES.

Tatoreme 1. — On forme le tableau
[k
!
[k
L h+ !

(1) 0 20k

L k=431 2h+ 1
{ h+4l 3h-+301 h
{ h+50 4h+6l 3h+1

comme il suit :

On écrit d’abord U'un au-dessous de 'autre deux
nombres quelconques h et I, puis on obtient chacun des
termes dans les lignes horizontales suivantes, en ajou-
tant au terme qui est au-dessus de lui, dans la ligne
précédente, celui qui est & la gauche de ce dernier dans
la ligne qui précéde de deux rangs celle que ’on veut
former : dans le tableau ainsi construit, le terme de
rang p +1, dans la m + 1" ligne horizontale, est
égal a hC -7~ 4 LCy—P—* (Cr représente, comme a I'or-
dinaire, le nombre des combinaisons de m lettres n a n).

Nota. — En formant le tableau (1), on suppose que
chaque ligne horizontale commence et se termine par un
zéro.
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Réduisons d’abord le tableau (1) aux multiplicateurs
de /, nous aurons le nouveau tableau

| 1

Je dis que les nombres inscrits dans chaque ligne ver~
ticale de ce tableau, 4 partir de la deuxi¢me, sont les
nombres des différents ordres du triangle de Pascal. En
effet, le tableau (2) peut étre considéré comme formé par
la méme régle que le tableau (1); la seule différence,
c’est que les deux premiers nombres du tableau sont
maintenant égaux a l'unité. Il suit évidemment de la
que, si I'on faisait remonter toutes les lignes verticales,
a partir de la deuxiéme, de telle sorte que les premiers
nombres de deux lignes verticales consécutives fussent
placés dans deux lignes horizontales, consécutives elles-
mémes, le mode de formation du tableau (2) deviendrait
identique & celui du triangle de Pascal. Le tableau (2)
serait donc le triangle de Pascal lui-méme.

Cela posé, proposons-nous de trouver l’expression
générale du terme de rang p ~+ 1 dans 1a m**" ligne hori-
zontale du tableau {2).

A cet effet, on remarque qu’aprés avoir fait remonter
les lignes verticales du tablean (2), comme il a été dit,
le deuxiéme, le troisiéme, etc., le (p + 1)*"* nombre de
la m® ligne horizontale se placeront respectivement
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dans les lignes horizontales dont les rangs sont m —1,
m—2,...,m—p. On voit ainsi que le terme de rang
p -+ 1, dans la m*®™ ligne horizontale du tableau (2), est
le terme de rang p + 1 dans la (m — p)®™ ligne hori-
zontale du triangle de Pascal; il est donc égal a C7—7—,
et, par suite, ce dernier nombre est le coefficient de /.
dans le terme de rang p + 1 de la (m + 1)* ligne hori-
zontale du tableau (1).

Si maintenant on forme un troisi¢éme tableau avec les
multiplicateurs de %, on déduit de ce tableau le triangle
de Pascal, comme on I’a fait pour le deuxiéme tableau,
et I'on voit ainsi que le coefficient de %, dans le terme
général du premicr tableau, est C;=7~*. Ce terme géné-
ral a donc bien I'expression indiquée par I'énoncé.

Tutoreme 1. — 8 u,, 1y, us,..., u, sont des fonc-
tions de deux quantités b et c, telles que trois fonctions

consécutives u,_s, u,_y, u, soient lices entre elles par la
relation

(1) u, = bu,_, — cu,_,,

les deux premiéres fonctions ug, u, étant égales a|b°
et b multipliés respectivement par deux coefficients
quelconques h et L, le terme de rang p + 1, dans le dé-
veloppement de u,, aura pour coefficient

(— 0P(RCp=P™r - 1CyP).

En formant d’abord, d’aprés la relation (1), les déve-
loppements de quelques-unes des premiéres fonctions,
on voit que ces fonctions sont des polynémes entiers,
dont le degré est égal a P'indice de u, et telles que, d’un
terme au suivant, les exposants de b décroissent de deux
unités, et les exposants de ¢ croissent d’une unité a partir
de zéro. On remarque aussi que les signes des coefficients
sont alternativement + et —.

25.
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On peut d’abord faire voir que la loi des exposants est
générale. En effet, si 'on pose

Uy y = 0" — db" 4 ¢ 4 eb™tc2 — fb B ...,
Upy = b —d' b bt — 1B 4L

en appliquant la rclation (1), on a
(2) ty=b"—(d'+1)b"2c+ (¢’ +d) b > — (f +e) b c>+....

On voit que la loi des exposants est vérifiée pour u,; et,
comme elle est vraie pour u, et u,, elle est générale.

La formule (2) établit aussi un mode de formation des
coefficients d’une des fonctions au moyen des coefficients
des deux fonctions précédentes. On voit que, si les coeffi-
cients, abstraction faite des signes, de deux fonctions
consécutives sont écrits sur deux lignes horizontales,
de telle sorte que les cocfficients de la seconde fonction
soient placés au-dessous des coefficients de méme rang
de la premiére, chaque coeflicient de la fonction sui-
vante s’obtiendra en ajoutant au coefficient qui est au-
dessus de lui celui qui est 4 gauche de ce dernier dans
la premiére des trois lignes horizontales. Le mode de
formation est donc tout semblable a celui du tableau (1);
et, si I'on suppose que u, et u, aient respectivement pour
valeur 24° et lb, on voit bien, en tenant compte de I’al-
ternance des signes, que le coefficient du terme qui en a
p avant lui, dans le développement de «,,, a pour expres-

sion
(— VP (ACIZP™" 4 1C7P7),
Applications du théoréme I1.
Prosrime 1. — Trouver la somme des puissances m

de deux nombres en fonction de la somme et du pro-
duit de ces nombres; en d’autres termes, 2' et x" étant
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les racines de l’équation du second degre
x'— bxr +c=o,

trouver le développement de x'™ + x"" en fonction de
betc.
Ouna
4z =2, 2+a"=0b
el, en général,

xlm - z"m — b{_z.'m——l + I//m——l) — C(.r’m—n + x’/m—z) (‘).
\

La fonction x'™ + x"™ est donc une fonction u,, dans
laquelle & et [ sont respectivement égaux a 2 et 1. Alors,
en donnant a % et I ces valeurs particuliéres dans I'ex-
pression du coefficient du terme général de u,, on
oblient

(=1 (2C2P +Cp7P)
ou
(— I)Pm(m—p— N(m—p—2)...(m—a2p~+1)
1.2.3...p

pour expression du coefficient du terme qui en a p avant
lui dans le développement de x™ + x”. On a donc

(m—3)

2’ e g — pm {’_’ bm—2¢ + m bm—ie2, . .
1 1.2

m(m—p—1)(m—p—2)...[m—ap+1)

(1) bm=wer, ..,
(=) 1.2.3...p
Prosrime II. — Exprimer cosma en fonction de la
seule ligne trigonométrique cos a.
On a

2 cos’a = 2, 2 cosa = 2cosa,

2 cosma = 2.cos(m — 1)a X 2 cosa — 2 cos(m — 2)a.

Lafonction 2 cos ma est donc une fonction u,, telle, que

(™) Voir Questions d’ Algébre, p. 71.
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b, ¢, h, L ont respectivement pour valeurs 2cosa, 1, 2, 1.
Alors I'expression du coefficient du terme général est la
méme que dans le développement de 2/ + 2", et I'on a
immédiatement

2cosma = (2 cosa)™ — m(2 cosa)"? -+ m(m—3) (2cosa y—t— ..

f.
mim—p—1)(m—p—>2)....m—2p—+1

=y 1.2.3...p

) (2cosa,m

Prosikme IlI. — Trouver le développement de

sinma .
—— en fonction de cosa seulement.

sina
On a

sina sin2a
S— =1, == 2 cosa,
sina sina

sinma sin(m —1)a sin(m — 2)a

- = 20084 — ———— ——=
sina sina sina

. sinma .
La fonction ¥ est donc une fonctionu,,_;, telle que
mna

b est égal 4 2cosa, et c, &, I sont égaux a 'unité. D’ail-
sinma

leurs le rang de la fonction est m, et elle doit étre

représentée par u,,_q. Il suit de 14 que, pour obtenir le
coefficient du terme qui en a p avant lui dans le nouvean
développement, on doit faire dans ’expression générale
(théoréme II) 2 et / égaux a 1, puis changer m en m—1.
b et ¢ étant d'ailleurs respectivement égaux a 2cosaet 1,

on a
sin z — — 3V (m—
o (2cosa) !t — m—2 (2 cosa)" 2+ (_r_n__)ir_n__é_) (2cosa)—s—..,
sina I 1.2
- (—1)p (m—p—r1)m—p—2)...(m—2p) (2 cosa )=,

1.2.3...p

ki3
Remarque. — En changeant a en ;¢ dans les deux

formules précédentes, on en déduira deux autres, qui
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détermineront, en fonction rationnelle de sina, cosma

sinma . . cosma
t s1 m est pair,

el sinma si m est impair.

cosa osa



