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SOLUTION DES QUESTIONS DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE
PROPOSEES PAR M. CASIMIR REY

(voir méme tome, p. 273);

Par M. MORET-BLANC.

Soient deux cylindres de révolution de rayon r, dont
les axes se rencontrent, et soit a la portion d’axe de
U'un des cylindres interceptée par autre cylindre. On
demande de prouver par la Géométrie élémentaire
que :

1° Le volume commun aux deux cylindres a pour
mesure

(1)

3ar’;

2° La surface de ce volume a pour mesure
(2) 8ar;

3° Deux plans paralléles aux axes interceptent une



(378)

zone qui a pour mesure
fah.

Remarque I. — Quand les axes sont perpendicu-
laires, les formules (1) et (2) prennent les valeurs re-
marquables

2a®
— et fa’.
3 4

Remarque II. — Ces formules servent a mesurer les

wvoussoirs et les douelles des woiites en plein cintre et

en arc de cloitre droites ou biaises.

La section du volume commun aux deux cylindres par
le plan des axes est un losange ABCD dont le coté est
égal A a, et la hauteur & 2r; l'aire de cette section est

donc
2ar.

L’intersection des deux surfaces cylindriques se projette
sur le plan des axes, suivant les diagonales AC, BD, leur
intersection O est la projection du point le plus élevé,
en supposant le plan horizontal.

La section faite dans le volume commun par un plan
paralléle au plan des axes, mené a la distance %, est un
losange semblable au premier, ayant pour hauteur la
corde d'intersection de la section droite de I'un des cy-
lindres par le plan sécant.

Les losanges étant semblables, leurs aires sont entre
elles comme les carrés des hauteurs ; I’aire de la section

est donc

P — /o 2
2ar —— —=2ar—2ar —-
r r

h? . . . . . .
Or 2ar — cst I'aire de la section qui serait faite dans
-

une pyramide ayant pour base ABCD et pour hau-
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teur r, par un plan parallé¢le a la base, mené a la dis-
tance & du sommet. Le volume compris entre les deux
plans est donc la différence des volumes d'un prisme et
d’une pyramide ayant pour hauteur % et pour bases
2

. k
respecnvement 2ar et 2ar -3 €€ volume a donc pour
r

mesure
hh  2ah(3rr— k)
sarh —2ar — - — —— —————=
r* 3 3r
Si, dans cette formule, on fait 2 =r, on aura pour me-
sure du volume commun situé d’un coté du plan des

axes

4

2
= ar?,

3

mesure qu’on obtiendrait immédiatement en remarquant
que ce volume est la différence d’un prisme et d’une
pyramide ayant pour base ABCD et pour hauteur . La
mesure du volume commun tout entier est donc

8

- ar'.

3
Ce volume peut étre décomposé en pyramides ayant pour
bases les éléments de surface et pour sommet le point O,
et, par suite, 7 pour hauteur commune. On a donc

vV=s5_
=S

d’ou

oah(3r2—h?)

Si, du volume T

» on retranche la pyramide

2

. r—
qui a pour base 2ar et pour hauteur 7, et dont

’.l

2ah(r*—h?
¢ l(——‘—), le volume reslanté arh a pour

la mesure est -
3r 3
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mesure le produit de sa surface convexe par -r?;, pour la

méme raison que plus haut; cette surface a donc pour

mesure
4ah,

etil en est de méme de la surface comprise entre deux
plans paralléles au plan des axes, & étant la distance de
ces deux plans.

On peut aussi trouver directement la mesure de la
surface, et en déduire celle du volume par le raisonne-
ment inverse.

En effet, soit @’ le c6té du losange, intersection du vo-
lume commun par un plan paralléle au plan des axes,
mené i la distance %, 2¢ la corde d’intersection par ce
plan de la section droite d’un des cylindres. Considé-
rons 1’élément de surface compris entre ce plan et le
plan paralléle infiniment voisin. Soient d la distance
des deux plans, et mn I'arc de circonférence de la sec-
tion droite comprise entre eux. L’élément de surface a
pour mesure

4a’ < mn.
Or
a’ c d
a_ r mn’
donc

4a’ X mn = f4ad.

Clest I'aire d’'un rectangle ayant pour base 4a et pour
hauteur d; il en résulte que V'aire comprise entre deux
plans paralléles au plan des axes et distants de % a pour
mesure

4ak,

et celle du volume commun tout entier

8ar,
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d’ou, pour I’expression de ce volume,
r 8
8ar - — —ar'.
373
Quand les axes sont perpendiculaires, @ = 2r; les
formules (1) et (2) deviennent

V::-,z-a’, S = 4a’.

Note. — M. Ch.-Ph. Cahen, lieutenant au 1°f régiment du Génie, a
Versailles, nous adresse également une solution fort simple des questions
précédentes, qu’il étend aux voiites a sections elliptiques dont les inter-
sections sont des courbes planes.



