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DISCUSSION ALGÉBRIQUE DE L'ÉQUATION M >•:

PAR M. A. PIC ART.

Soient

(1) S = Ax2 -±-iBzy + C / 2 - f 2 D ^ -4- 2 E / -f- F = o,

(2) Sr — A' *2-+- zB'xy -+- C'j2-f- aD'j; 4- 2E'j -h F' = o

les équations de deux coniques;

(3) S— l$'=zo

l'équation générale des coniques qui passent par leurs
points d'intersection.

En exprimant que cette dernière équation représente
deux droites, on obtient la condition

(4)
A— \A' B — IB' D—
B—XB' C-OiC' E—
D — >D' E — XE' F ~

c'est l'équation en X.
Pour qu'à une valeur réelle de A corresponde un sys-

tème de sécantes communes réelles, il faut que cette va-
leur de 1 rende positive la quantité

(B — \B'y- (A - \A') (C - *C),

que nous appellerons A, ou bien l'annule en rendant

(•) Crclle, p. 110, § 20.
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positive la quantité

(E — XE' ) 2 - (C — XC') (F - XF'),

que nous désignerons par Aj.
Or l'équation (4) peut s'écrire

(F — XF') [(A — XA') (C — XC') — (B — XB')2]
(5) _ (A —XA')(E — XE')2— (C — XC'HD-XD')2

H- 2(B — XB') (D — XD')(E — XE') = o.

Supposons d'abord A'C;— B'2 > o ; l'équation du se-
cond degré

(6) (A — XA')(C — XC') — (B — XB')2=zo,

dont le ternie en A* a pour coefficient A'C'— B'2, a ses
racines réelles 5 car, pour X = oo , son premier membre

A C'
est positif, et, pour X = — ou —9 il est négatif. Nous

A C»
, 1 . ,9 . A B Cexcluons le cas ou 1 on aurait —; = — = — , parce qu a-

A JJ VJ

lors on voit immédiatement que, pour 1 = — 5 l'équa-

tion (3) représente deux droites réelles dont une à l'infini.
A C

Désignons par a et (3 ces deux racines 5 si -7 <C ^7' 1 une
A (.4

A C
est plus petite que —> l'autre plus grande que—-, soit

A C

a <^ — > P^>p7# Substituons successivement a et (3 à

la place de / dans le premier membre de l'équation (5 ),
ce premier membre devient, pour X = a,

— (A — aA') (E — aE')2— (C — aC') (D — aD')2

-+- 2 (E — aE' ) (D — aD') v/(A —«A')(C — aC') ;

mais
- A C
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d'où Ton tire, puisqu'on peut toujours supposer A' > o,
par suite C > o, en vertu de l'hypothèse A'C'— B'8> o,

A — « A ' > o , C — a C > o ;

donc le résultat de la substitution est

— [(E — aE') s/X~~ a A' — (D — aD') y/C "— aC']%

c'est-à-dire négatif.
Pour X~j3, le résultat de la substitution est, puisque

£ > S > T7' et> P a r suite> A —/3 A ' < o, C — 13C'< o,
(.1 A

H- [(E - f*E') v ^ A 7 " ^ -h (D - pD') v/pC'-C]2,

c'est-à-dire positif. Donc l'équation (5) a une ou trois
racines réelles comprises entre a et /3. Soit V l'une de
ces racines ; cette valeur, mise à la place de X dans le
premier membre de l'équation (6), le rend négatif, puis-
qu'elle est comprise entre ses deux racines, donc, pour
A = X', la quantité A est positive.

Considérons en second lieu le cas où

A'C— B' 2 <o.

Les racines de l'équation (6) peuvent être réelles ou
imaginaires. Supposons-les d'abord réelles; soient ce et j3

ces deux racines : elles sont toutes deux ou <C —-,> ou

A C ^ C o .
comprises entre — et ~ , ou > —• Si on les substitue à

la place de X dans le premier membre de l'équation (5),
comme A — a A' et C — aC' sont de même signe, ainsi
que A— (3 A' et C — 0C', puisque leur produit est positif,
on obtient ou

- [(E - «E') tfX-^Â7 - (D - aD')
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-4- [( E — aE' ) ̂ a l 7 — " ! 4- (D — aD') \j*C' —~C]2,

-+- [(E - pE' ) s/fÂJ^H -4- (D - pD') v/'pC'^C]2,

c'est-à-dire toujours deux résultats de même signe. Donc
l'équation en X a une ou trois racines réelles en dehors
de l'intervalle compris entre oc et )3 ; mais toute valeur de
X non comprise entre <x et (3 fait prendre au premier
membre de l'équation (6) le signe —; donc, encore dans
ce cas, il y a au moins une racine de l'équation en X qui
rend positive la quantité A.

Si nous supposons maintenant les racines de l'équa-
tion (6) imaginaires, son premier membre prend toujours
le signe — pour toute valeur de X $ par conséquent, toutes
les racines réelles de l'équation en X rendront positive la
quantité A.

Il nous reste encore à faire voir que, quand Tune des
racines réelles de l'équation en X annule A, s'il n'y en a
pas d'autre qui rende A positif, elle rend positive ou
nulle la quantité A1? c'est-à-dire que, pour cette valeur
de X, l'équation (3) représente deux droites réelles paral-
lèles distinctes ou une droite double réelle. En effet,
l'équation en X peut s'écrire

(B— XB')(E — XE') — (C-XC'KD-XD')*
__ [(B — XB')2 — (A — XA') (C — XC')]
X [(E — XE')2 — (C — XC')(F — XF')] = o,

ce qui montre que A et A4> quand ils ne sont pas nuls,
sont de même signe. Or, si la racine réelle X' qui rend
généralement A positif l'annule, on peut supposer que
les coefficients A, A', B, B', C, C',... soient altérés de
quantités infiniment petites qui ne feront que modifier
infiniment peu les deux courbes; la racine X'deviendra
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yt'_f OA'; elle cessera d'annuler la quantité A pour la
rendre positive 5 par suite, elle rendra positive la quan-
tité Aj 5 mais la nouvelle valeur de At diffère infiniment
peu de la première ; donc celle-ci était positive pour
Â = X', à moins qu'elle ne fût nulle en même temps
que A.

Sans vouloir entrer dans le détail des cas particuliers,
il nous faut pourtant examiner encore spécialement le

Alors l'équation (6) se réduit à

(6') (2BB' — AC — CA') \ -+- AC — B' == o;

l'une de ses racines est infinie. Désignons l'autre par j3 .
si 2BB'—AC'—CA'^>o, cette racine est plus grande

C
que ~> et, si 2BB'—AC'—CA'<o, elle est plus petite

A
que —y En effet, dans le premier cas, on a bien

B2— AC C
2BB' — AC — C A ' > C / '

car, si Ton chasse les dénominateurs, cette inégalité de-
vient, en tenant compte de l'hypothèse A'C'—B'* = 0,

dans le second cas, on a bien

B'—AC A
C— C A / < Â 7 '2BB' —AC— C A / < Â 7

car, après avoir chassé les dénominateurs, on obtient

(BV
/Â7-Av/C7>>o.

Mais, dans le premier cas, si Ton substitue j3 à 1 dans
l'équation (5), son premier membre devient

-+- [(E - pE') v^T=T-t-(D - |3D') v/pcITcJ%

3.



( 3 6 )

c'est-à-dire positif; dans le second, il devient

- [(E- pE') ^ Â ^ p j — (D - pD') s/cT^Jc]\

c'est-à-dire négatif. D'ailleurs, si Ton substitue -f- oc à >,
on trouve le signe du discriminant

qui se réduit ici à

'2~~ 2B'DE'
ou

c'est à-dire le signe + . Donc l'équation en X a une ou
trois racines réelles inférieures à j3 dans le premier cas,
et supérieures à (3 dans le second; mais, dans le premier
cas, tout nombre inférieur à (3, mis à la place de X, rend
le premier membre de l'équation (6') négatif; dans le
second, la même chose a lieu pour tout nombre supé-
rieur à (3; donc il y a au moins une racine réelle de
l'équation en A qui rend positive la quantité A, réduite
ici à

- (2BB' - A C - CA') X - AC -f- B2.

Si,

on a

on en

Or

en même

tire

(AC' + CA
4B"

temps que

A ' C - - B'2 = i

aBB'—AC—CA'

/ ) 2 _ _ (AC-hCA')2

A2C"-hC*A'2^
£A'C1

s,

= o,

AC A2 C 2 -f- C* A'

AC
2

car cette inégalité revient à

(AC'-CA') 2 >o;
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donc B* — AC est positif : la quantité A est alors con-
stante et positive.


