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DISCUSSION ALGEBRIQUE DE L’EQUATION EN 2;
Par M. A. PICART.

Soient
(1) S=Ax*+2Bzy +~Cy*+2Dx +-2Ey +F =o,
(2) S=Ax*+ 2B zy +Cy'+ 2Dz +2Ey+F =0
les équations de deux coniques;
(3) S 18 =o

I'équation générale des coniques qui passent par leurs
points d’intersection.

En exprimant que cette derniére équation représente
deux droites, on obtient la condition

l A-—2A" B —2B'" D —)\D
B—2AB" C--2C E —\F
l D—3D' E—2AE F —)\F
c’est 'équation en ).

Pour qu’a une valeur réelle de  corresponde un sys-

teme de sécantes communes réelles, il faut que cette va-
leur de X rende positive la quantité

(B—1B')?— (A—2A')(C—1C'),

que nous appellerons A, ou bien I’annule e¢n rendant

(*) Crelle, p. 110, § 20.
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positive la quantité
(E—\E J'— (C—1C') (F —F’),

que nous désignerons par 4.
Or I'équation (4 ) peut s’écrire

‘ (F—2F/)[(A—2A") (C—2C')— (B—1B')?
(5) — (A—2A") (E—)E)*— (C—)C')(D — AD’)?
? + 2(B—)B’)(D — D) (E — \E') = o.

Supposons d’abord A’C'— B* >> 03 'équation du se-
cond degré
(6) (A—A)(C—)C)— (B—2B)=o,

dont le terme en 2* a pour coefficient A’C'— B, a ses
racines réelles; car, pour A = oo, son premier membre

- A c . . e
est posilif, et, pour A = — ou ok il est négatif. Nous

AI
\ . A B
excluons le cas ot 'on aurait Ty

C 2]
— "C77 parce qu a-
.. , 1. A ,
lors on voit immédiatement que, pour A == T’ Péqua-
tion (3) représente deux droites réelles dont une a 'infini.

. . . . A Cc ..
Désignons par « et 3 ces deux racines; si G < ok I'une
lus peti AT ] de que S; sof
est plus petite que -5, 'autre plus grande que &5 soit

A C . .
o< T’ B> o Substituons successivement « et 8 a

la place de 4 dans le premier membre de I’équation (5),
ce premier membre devient, pour A = «,

— (A —aA’) (E—aE)?— (C—«C')(D — aD')?
+ 2(E—aE')(D —aD’) (A —xA")(C—aC');

mais

A C
¢<K—,<E,i
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d’ou I'on tire, puisqu’on peut toujours supposer A’ > o,
par suite C'>> o, en vertu de 'hypothése A'C'— B*> o,
A—aA’ >0, C—alC >o0;
donc le résultat de la substitution est
—[(E— «E') YA = aA’ — (D — o«D') yG — «C,

c'est-a-dire négatif.

Pour A= {3, le résultat de la substitution est, puisque

p> E(‘;_’ > %, et, par suite, A—fBA’'< 0, C— C' < o,

+[(5— ) (BF— A+ (D — D) (T,
c’est-a-dire positif. Donc I'équation (5) a une ou trois
racines réelles comprises entre a et 3. Soit A’ I'une de
ces racines ; cette valeur, mise a la place de X dans le
premier membre de I'équation (6), le rend négatif, puis-
qu’elle est comprise entre ses deux racines; donc, pour
k=", la quantité A est positive.

Considérons en second lieu le cas ou

A'C— B*<o.
Les racines de 1'équation (6) peuvent étre réelles ou
imaginaires. Supposons-les d'abord réelles; soient « et f3

. A
ces deux racines : elles sont toutes deux ou < 2 ou

. A C C .. .
comprises entre . et s ou > G Si on les substitue a

la place de . dans le premier membre de P'équation (5),
comme A — A’ et C— «C' sont de méme signe, ainsi
que A— (A’ et C — fC, puisque leur produit est positif,
on obtient ou
—[(E — «B')yA —a&’ — (D —aD')yC—=C' ],
—[(E—pE) VA1 — (D— D) y&=FC,
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ou
+ [(E—«E)yad — A+ (D —aD’)y2C’ — CJ,
+ |(E— BE')YBA'— A + (D — BD') yBC'— CJs,

c’est-a-dire toujours deux résultats de méme signe. Donc
I’équation en X a une ou trois racines réelles en dehors
de 'intervalle compris entre « et 3 ; mais toute valeur de
X non comprise entre « et {3 fait prendre au premier
membre de 1'équation (6) le signe —; donc, encore dans
ce cas, il y a au moins une racine de l’equatlon en A qui
rend positive la quantité A.

Si nous supposons maintenant les racines de I'équa-
tion (6) imaginaires, son premier membre prend toujours
le signe — pour toute valeur de 3 ; par conséquent, toutes
les racines réelles de I’équation en A rendront positive la
quantité A. ’

Il nous reste encore i faire voir que, quand I'une des
racines réelles de I’équation en X annule A, §'il n’y en a
pas d’autre qui rende A positif, elle rend positive ou
nulle la quantité A,, c’est-a-dire que, pour cette valeur
de 4, I’équation (3) représente deux droites réelles paral-
1éles distinctes ou une droite double réelle. En effet,
’équation en A peut s’écrire

(B —2B')(E—\E'} —(C — 1C')(D —\D')?
—[(B—1B')— (A—1A")(C—2C')]
< [(E—2\E/)t-— (C—2C)(F —F')] = o,

ce qui montre que A et A,, quand ils ne sont pas nuls,
sont de méme signe. Or, si la racine réelle ¥ qui rend
généralement A positif 'annule, on peut supposer que
les coefficients A, A’, B, B, C, C,... soient altérés de
quantités infiniment petites qui ne feront que modifier
infiniment peu les deus courbes; la racine ¥’ deviendra
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¥+ oX; elle cessera d’annuler la quantité A pour la
rendre positive; par suite, elle rendra positive la quan-
tité A, ; mais la nouvelle valeur de A, différe infiniment
peu de la premiére; donc celle-ci était positive pour
A=", i moins qu'elle ne fit nulle en méme temps
que A.

Sans vouloir entrer dans le détail des cas particuliers,
il nous faut pourtant examiner encore spécialement le
cas ou A'C'—B* =o.

Alors I’équation (6) se réduit a
(6') (2BB'— AC' — CA’)) + AC — B*—=o0;

I'une de ses racines est infinie. Désignons I'autre par 3 .
si 2BB'— AC'— CA’ >> o, cette racine est plus grande

’

que %, et, si 2BB'— AC'— CA'<Co, elle est plus petite
que % En effet, dans le premier cas, on a bien

B:— AC C
SBE —AC—CA — T

car, sil'on chasse les dénominateurs, cette inégalité de-
vient, en tenant compte de I'’hypothése A'C'— B”* = o,

(BYC' —CyA' ) >0;
dans le second cas, on a bien
B*— AC A
BB —AC— CA' X7
car, apres avoir chassé les dénominateurs, on obtient
(BYA'— AYC' ) > 0.

Mais, dans le premier cas, si 1'on substitue 8 a ) dans
12 M . .
Yéquation (5), son premier membre devient

+[(E—BE) VA’ — A+ (D — BD') yBC — CJ,
3.
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¢’ est-a-dire positif; dans le second, il devient
—[(BE—BE) VA—B4— (D — D) VC— T,

c’est-a-dire négatif. D’ailleurs, si I'on substitue +oc a1,
on trouve le signe du discriminant
A'E" 4+ C'D*— 2B'D'E' + F(B*— A'C'),
qui se réduit ici a
A'E"? 4+ C'D'?— 2 B' DE’
ou
(B'vA — D '),
c’est a-dire le signe +. Donc 1’équation en X a une ou
trois racines réelles inférieures a 3 dans le premier cas,
et supérieures a {3 dans le second ; mais, dans le premier
cas, tout nombre inférieur a 5, mis a la place de 2, rend
le premier membre de I'équation (6') négatif; dans le
second, la méme chose a lien pour tout nombre supé-
rieur & 3; donc il y a au moins une racine réelle de
I'équation en A qui rend positive la quantité A, réduite
ici a
— (2BB'— AC’'— CA’)) — AC + B®.
Si, en méme temps que

A'C—B*=o,

on a
2BB’— AC'— CA’ = o,
on en lire
g (AC+CA'? _ (AC+CA')  AC  A'C+ CrA"

48" = 4AC = -+ ——m-‘* .
Or
A2C+ CA _ AC

4A'C 2

car cette inégalité revient &

(AC'— CA')*>> o;
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donc B* — AC est positif : la quantité A est alors con-
stante et positive.



