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CONCOURS D’AGREGATION (ANNEE 1871).

Question de Mécanique
( voir 2° sérle, t, X, p. 472);

Par M. A. TOURRETTES.

Une tige homogéne pesante, dont on néglige les di-
mensions transversales, est en mouvement dans unplan
vertical. On donne pour une certaine époque sa vitesse
de rotation et la position du centre instantané de ro-
tation, qu'on supposera situé sur la direction méme
de la tige. En cet instant, la tige heurte par un de ses
points, qui devient atnsi momentanément immobile, un
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obstacle fixe. On propose de déterminer d’abord les
effets du choc, puis le mouvement ultéricur de la tige.
On examinera comment les effets du choc varient
avec la position de ' obstacle fixe.

Soient G le centre de gravité de latige; C le point qui
recoit le choc; O le centre instantané de rotation; x la
distance GCj; a la distance OG ; M A® le moment d’inertie
autour du centre de gravité; o, »' les vitesses de rota-
tion autour de G avant et aprés le choc; v, ¢/ les vitesses
de translation du centre de gravité avant et aprés le
choc; enfin, soit R la force du choc.

Il s’agit de déterminer d’abord R, ' et ¢v'. Nous sup-
poserons, en premier lieu, que la barre est dépourvue
d’'élasticité; puis nous étudierons le cas ou elle serait
douée d’une élasticité e.

La rotation autour du centre de gravité donne I'équa-
lion
Rz *

(1) o — 0= —

La translation du centre de gravité fournit

(2) 0'—0:—%;
d’ailleurs
(3) v —aow.

Il faut encore une autre équation. Nous la trouverons
cn exprimant qu’au moment du choc le point C est im-
mobile; or sa vitesse est v'+ w'x; donc nous aurons
(4) o+ o'z =o.

‘ye¥ .o ’ .

Eliminant », ¢, v/ entre ces equations, on trouve

(5) R=M#iw rta.

z? 4 k3!
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puis, au moyen de (2) et de (4), il vient
2
(6) o=,
( ,  wr(ki—ax)
7) ET ey e

Ces trois équations déterminent les effets du choc. Je
les discuterai un peu plus loin.

Connaissant o’ et v/, il est facile d’avoir le mouve-
ment ultérieur de la tige. Le centre de gravite G déerit
une parabole, comme un point de masse M lancé avec
la vitesse ¢/ inclinée de « sur I'horizon. Cette parabole,
si 'on prend l'origine au centre de gravité a I'instant
du choc, a pour équation
£ x2

—xtangoe — ——————
4 g 2¢/2 cos’a

Pendant que le point G décrit la parabole, la barre
tourne uniformément autour de ce point avec la vi-
tesse w'.

Si, a I'instant du choc, la barre est horizontale, le
point G décrit une verticale, comme un point de masse M
lancé de bas en haut avec la vitesse initiale ', pendant
¢ue la barre tourne uniformément autour du point G.

Examinons maintenant comment varient les effets du
choc avec la position de I'obstacle fixe C. Prenons la d¢é-
rivée de R par rapport 4 x

dR 2+ 2ar — k2

—_— = — Mite

dx (@+ ]
Egalant a zéro le numérateur
x+ 2ax — kK=o,

nous aurons les valeurs de & qui répondent au maximum
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ou au minimum de R; ces valeurs sont
- z',
r=—atVar4+ir=

x”.

On voit sans peine que la premiére valeur
r +a—= \/a2 —+ A2

répond 4 un maximum
M Aﬂh(}\
R,: —_—)
2(yai+ A2 — a)

et la deuxiéme valeur

.r+a:—\/a2—+— k?
4 un minimum

Miew

R”:— .
2(Vai+ K+ a)’

mais, si I'on ne considére que la valeur absolue de R”,
on peut dire que les deux racines x', £” correspondent
a des valeurs maxima de R. Le point D, fourni par x’,
est un centre de percussion maximum de méme sens que
I'impulsion primitive R ; le point D’ correspondant ax,
et situé a gauche du centre instantané, est aussi un
centre de percussion maximum, mais de sens contraire
a 'impulsion primitive.

Si I'on appelle [ la distance du centre de percussion
ordinaire au point O, on sait que

VT = al;
par suite
OD = Val, OD'=—/al.

Ainsi OD est moyenne proportionnelle entre les dis-
tances du centre instantané de rotation au centre de gra-
Vvité et au centre de percussion P. Le point D est entre G
et P, et 'on peut remarquer que le segment DD’ est di-
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visé harmoniquement par G et P, car
0D = 0G..OP.

Si I'on substitue dans o' et ¢' les valeurs de x qui
correspondent au maximum, on trouve

L
O == 70,

r

o = 2 (—a +Vat+ k), u',:g (a+ Va+ ).

Remarques. — Les valeurs de o' et v/ données par les
k? .
formules (6) et (7) s’annulent pour x = —- Cette dis-
a
tance est celle du centre de percussion ordinaire P. On
voit que, quand la barre rencontre I'obstacle fixe par ce
point, les vitesses de rotation et de translation sont dé-
truites. Si x = o, c’est-a-dire si la barre frappe par son
centre de gravité, R = Maw, »'=w, ¢'== 0. La vitesse
de translation seule est détruite, et la rotation est la

méme qu’avant le choc. Si I'on cherche la valeur de R
2 - . .

pour x = —, on trouve Maw. Ainsi la percussion est
a

la méme que quand le corps frappe par son centre de
gravité.

Passons au cas d’une barre élastique. Soit e lc coef-
ficient d’élasticité.

La percussion totale est plus grande que dans le cas
d’une élasticité nulle dans le rapport de 1 +¢€ & 1. Nous
aurons donc

x4+ a
R,= M4iw(1 +e) . i’
, wlex?+ a1+ e)x — k]
w, =— ,
[4 x'[_*_ A“

, _ wzlex’+a(1+e)x — &)
x4 A2 )
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Si P’'on cherche les valeurs de x qui rendent R, maxi-
mum, on trouve les mémes résultats qu’au cas de I’élas-
ticité nulle. Ces valeurs de x, substituées dans w,, v, ,
donneraient les vitesses de rotation et de translation cor-
respondantes, et le probléme se poursuivrait sans diffi-
culté.




