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PERMUTATIONS RECTILIGNES DE 24 LETTRES EGALES DEUX
A DEUX, OU TROIS LETTRES CONSECUTIVES SONT TOUJOURS
BISTINCTES ;

Par M. VACHETTE,
Conseiller municipal, & Mouy (Oise).

(volr 2° serie, t. XIl[, p 549.)

1. Distinction des diverses espéces de permutations
contenues dans les B, ; intervalles inadmissibles pour
Uespéce cherchée.

‘Les permutations de I'espéce cherchée appartiennent
aux B, dont il a é1é parlé dans un précédent article.
Soit C, , le nombre cherché; toutes les autres permuta-
tions, prises parmi les B, 5, seront en général des N, ,.

Toute N, , contient un ou plusieurs intervalles inad-
missibles pour les C, . dont les seules formes sont aba,

abab désignées par Sy, S,.

Il ne peut y avoir de formes plus complexes; toute
letire C, voisine d'un S; ou d'un S,, ne peut que faire
partie d’un intervalle consécutif distinct du premier,
comme on le voit dans

aba cbe. abacde, abacded, ababcde, ababeded.

:

Daus un S;, aba, il y a une médiane b et dcux ex—
trémes a; dans un S,, abab, il y a deux médianes et deux
extrémes.

Un S, emploie complétement deux des ¢ groupes de
letires. Un S;, aba, n'emploie complétement qu’un
groupe; sa médiane b peut tre, ou isolée aillcurs, ou
médiane d’un autre S,
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Un couple dedeux S;, aba et cbe, ayant méme médiane,
emploic complétement trois des ¢ groupes et donne deux
intervalles complémentaires : on le désigne par 25§.

Un N, ; peut contenir : 1° r couples d'intervalles com-
plémentaires contenant 6r lettres égales deux a deux;
2° u intervalles de forme S;, contenant 4u letires égales
deux & deux; 3° v intervalles distincts de forme S;, con-
tenant 3¢ letires, dont 2v égales deux a deux, et v let-
tres distinctes entre elles. On doit avoir

Jr+2u+205g et 22,

car cet N, contient au moins un S,.

On désigne par N, (r, u, v) le nombre des permuta-
tions d’une de ces espéces; r, u, v sont entiers et doivent
satisfaire aux inégalités précédentes; ils peuvent étre
nuls tous les trois, en admettant que C
N, (o, 0, 0).

L’identité

peut s’écrire

4,2

Bq,, = Cy,» + ENq (ry 1y 0)

servira de vérification; la somme X comprend tous les
termes possibles.
Le nombre des tournantes del’espéce N, (r, u, v), tour-

N r 1
nante compléte, est en général 27 N,(r, u, v); une

cexception sera mentionnée plus loin.
Certains C, 5 sont, comme les B, ,, des tournantes in-
\ Cp.+ P
complétes; le nombre de leurs tournantes sera ~i';———"a
pour des raisons analogues. On aura aussi a considérer
Pordre g d’une espéce, I'abaissement d’ordre, les variétés
d’une méme espéce, les variétés asymétriques et les va-

e .. . s yas
riétés symétriques de fraction —; ct’on ¢tablira, comme
ymetnq T ’
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dans le premier article, la formule

' /s
Nq(r,u,v)zquq(n—l—;—,+’-z—+...)-

xll

II. Moyens de former un intervalle; permutations
de l'ordre g — 1 qui peuvent servir & former des C, .

1° Avec une seule lettre %, on peut former :
Un S;, aba de deux maniéres, ahba ou abha;

UnS,, abab d'une seule, ablab.

Avec deux &, on peut former :
UnS,, ababd’une maniére, ahbahb;

Deux S;, de quatre maniéres, puisque chacun d’eux
peut étre formé de deux maniéres avec /4.
o ) ..
2° Il n’y a que des B,_; ; qui puissent former des C,
au moyen de deux lettres & nouvelles; au moyen de &,
le binaire aa donne un S;, aka; au moyen de deux %, on

a un nouveau binaire, alhha.

Parmi les B,_, ; on ne peut recourir qu'aux C,_y ,,
N,_i(0,0,1),N,_4 (0, 0,2),N,_4(0,2,0),N,_, (0, 1,0),
N,_i(o,1,1)etN,_,(1,0,0). Eneffet, pourlesN,_, (0,0,0),
on doit avoir v <3, puisque deux % ne peuvent former
que deux S;; pour les N,_, (o, u, v), on doit avoir
u + v<3, ce qui répond ou a deux S,, ou i un seul S,,
ou d un seul S, et un Sy; pour les N,_; (r, u, v), r n’étant
pas nul, on doit avoir r=1,u =0, v = 0, car on ne
peut former qu’un couple de 25§.

III. Formule du nombre C

1° Partdes C,_, ,.

Les lettres /. peuvent porter, dans les numéros de 1 a
29 qu’elles ont dans la résultante, deux numéros séparés
au moins par deux places ; ainsi, un numéro étant donn

7,2*
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a 'une d’elles, I'autre ne peut en avoir que 2¢g — 5; on
2q(2q — .
aura 27 (27 —95) systémes de places. La part sera
2
9(29 — 5)Cpmn-
2® Part desN,_, (o, o, 1).
Avec une des lettres 2, on forme le S; de deux manié-

res, etle second
abla. ..

peut occuper, pour chacune de ces maniéres, autant de
places qu'il y a de lettres en dehors de S;, savoir
2g —2— 3 ou 2¢ — 5: aussi chaque tournante de I’es-
péce considérée en fournit 2(2g — 5) a l'espéce cher-
chéc; la part fournie en tournantes sera

?.‘LEZ.:.@. Nq‘_'(()’ 0, 1/}.
2(¢g —1)

¢t en permutations, si 'on multiplie par ¢,

5)

“Ny—i{0,0,1).

29(>g

q—

3° Partdes N,_, (o0, 0, 2).
Avec les deux %k on a quatre maniéres de former les
deux Sy : la part sera
bq

q —1

4° Partdes N,_, (0, 1, 0).

Si I'on forme le S, avec un seul

N, (0, 0,2).

abab,. .,

le sccond % peut occuper autant de places, plus une,
quil y a de lettres en dehors de S,, 2 — 2—4 ou
2¢ — G : on a ainsi 24 — 5 systémes.
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Sion le forme avec les deux %, il y en a1 de plus.
En tout, il y en a 29— 4 : la part sera

29(g —2)

q—1I

5° Part des N_, (o0, 1, 1).
On forme S, d’une maniére, et S; de deux. Il y a deux

N, {0, 1, 0).

systémes. La part sera

2q
g —1

Ny (0, 1, 1),
6° Part desN,_, (o, 2, 0).
On forme chaque S, d’'une manicre. La part sera

q
¢ —1

Ny, (0,2,0).

7° Part desN,_,(1, 0, o).
On forme chaque S; de deux maniéres. La part scra

4y

q—1

Ny (1, 0,0).

Si I'on ajoute toutes ces parts et qu’on multiplie par

‘77’(1— !, on ala formule

qg—1
q

G = (29 —8)(9 —1)Cpri+2(29 — 5) Ny (0,0, 1)
+ 4N,_((0,0,2) +2(¢g —2)N,_. (0, 1,0)
+2Ng_,(0,1,1)+Ng—(0,2,0)+4N,_(1,0,0).

IV. Décomposition des B, ,, des B; , et des B, ,.

1° On a vu (1" article, IV) que B, , = 2; on a une
tournanteincompléte a deux places, abab: elle estde Ies-
péce Ny (o, 1, 0); ainsi

N:;(o, 1,0) = 2.
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Cette espéce donne I'exception annoncée (I): on a une
seule variété symétrique de fraction {; car la permutation
peut commencer 4 ’une des quatre lettres, sans changer
s 2qP
lavariété; donc 1 779 — N, (o, 1, 0), et, comme g = 2,

4

N, (o0, 1,0) = 2.

2° On a vu (1° article, IV) que B3 = 24 = 4P,
Cs,; = 6 =Py, abcabc; par la formule on a

2C,,=2N,(0, 1, 0)=4.

N;(1,0,0) =18 = 3P;, dou B;.=P,+ 3P,=4P;.

Un B,;,; ve peut en effet contenir un S,; ababcc
est inadmissible. §'il contient un Sy, abda, il contient
forcément son complémentaire, cbe : on a une seule va-

riété, abacbe, symétrique defraction ;pourlesNy (1,0,0);

d’oua N4 (1,0, 0) = 2'2[)‘ 1=23P,.

3° On sait que B, , = 31P,. Or

Ci:= 7P;; parlaformule G, ,.

N,(o,0, 1)= 8P,; uneseulevariété asymétrique aba cdbed;
Ni(0, 0, 1) =1.2.4P,.

N,(0,0,2)= 8P,; uneseule varié¢té asymétrique abacdebd.

Point de N, (o, 1, 0), ni de N,(o, 1, 1).

N,(0,2,0)= 4P,; une variété symétrique de fraction },
2.4P
ababcded; Ny(0,2,0) = ——i—i-
Ni(1,0,0)= 4P,; une variété symétrique de fraction },

abad cbed.

31P,.
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V. Abaissement d’ordre du nombre N, (r, u,v) quand
¢ n’est pas nul; formule (r,u, v).

\ . 1
L’espéce N, (r, u, v) contient 57 N, (r, u, v)tournantes;

si I’on fait commencer une tournante a 1’'un des ¢ inter-
valles distincts de forme Sg, on ne comptera que v des

. (4 T
2¢ permutations de la tournante, en tout — N, (r, u, v).
29

Si on enléve les extrémes de aba, on obtient des per-

mutations d’ordre ¢ — 1, 4 I'aide desquelles on peut re-
venir & I'espéce cherchée; leur nombre sera le nombre
des permutations d’ordre ¢, relatives a a, et, pour les
avoir toutes, on multipliera ce nombre par g.

Il convient d’examiner ce que produit I'enlévement
des a de aba . Autour du b restant peut se former un S,,

un S; ou rien :
cheb
bcbc’

che par cabac,

cabach,

par les formes ; benbac,

abach,

beaba.

beh  par i

S’il se forme un S,, ona P'espéce N,_, (r, u+1, v—1);

le nombre de S, a augmenté de 1, et celui des S, distincts

a diminué de 1. Chacune des tournantes de cette espéce,

commencée par un des u - 1 intervalles S,, fournit

2(u 1) permutations a 'espéce cherchée, puisqu'on

peut entourer de deux a I'une des deux médianes d'un S, :
la part ainsi fournie est '

2 (u—+1)

;(—q—:l—)Nq_|(l‘, w1, U——l)

ou
u—+1
qg—1I
Ann. de Mathémat., 2° séric, t. X1V. (Juillet 1875.) 20

Ny (r,u+1,0 —1).
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S’il se forme un Sy, beb et que sa médiane C ne fasse
pas partie d’un autre S;, on a 'espéce N,_, (r, u, v); un
des S, distincts a été remplacé par un autre. Chacune de
ces tournantes, commencée par un des v intervalles dis-
tincts Sy, fournit 3¢ permutations a Pespéce cherchée;
on entoure de deux a l'une des trois lettres de ces S;;
la part ainsi fournie est

30
2(¢g —1)

Quand la médiane de bebd fait partie d’un autre S;, on

Ny_i(7y u, v).

al'espéce N, _y (r+1, u, v — 2); le nombre des couples
de 259 a augmenté de 1, et le nombre des S, distincts a
diminué de 2. Chacunc de ces tournantes, commencée
par un des 2 (7 -+ 1) intervalles S; des r + 1 couples de
28§, fournit 4(r + 1) permutations a 'espéce cherchée;
on entoure de deux @ l'une des extrémes b d’'un de ces

Sy, bcb. La part sera
4(r+1)

ag—1) Noi(r+1,0,0— 2)

ou
a(r+1)

7—1

S’il ne se produit aucun intervalle, on a Pespéce
N,_i(r, u, v — 1) 5 le nombre des intervalles distincts S,
a diminué de 1. Dans chaque tournante, il y a
2(q —1) —6r — ju—4(v—1) lettres isolées dont la
scmblable n’existe dans aucun des intervalles. Chacune

No(r+1,0,0—2).

de ces tournantes, commencée par une de ces lettres,
fournit 2 (g — 37— 2u — 2v -+ 1) permutations a l'es-
péce cherchée; on entoure de deux a cette lettre initiale.
La partsera :

g—3r—2u— 2041

P Ny (7, &, 0 —1).
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La somme des parts, multipliéc par ¢, donne
qg—1

q9

,on a la

:—qN,,(r, u, v); si 'on multiplie tout par
formule (r, u, v)
iq — l)'Nq(” u, )

2 ¢*
30
:(u+|)N9_,(r,u+|,o+1) —+ > Nq__.(r,u, v)

+2(r+1)Ny_ (r+1,u,0—2)
+{q—3r—ou—av+1)Ny(r, u,e —1).

VI. Casparticuliers de la formule (r, u, v); formules
(o, u,v) et (0,1,1), (r,0,¢), (0,0,v) €t (0,0,1) et
(0, 0, 2).

1° La formule (r, u,v), pour r = o, donne la formule
(o, u, v)

o(lg—1
—(—?2——q2—) Ny(0, #y0)=(u + 1) Ny (0, &« + 1,0 —1)
30

+ = Ny_i(0, uy0) + 2N, (1, u, 0 — 2)
+(g—20e—20+1)Ng_ (0, u, v — 1),

et celle-ci pour u = 1 et v = 1 donne la formule (o, 1, 1)
relative & une des espéces qui forment C,_ ,

-——l .
qzqw Ny(0,1,1) = 2Ny (0, 2, 0)

“+ 3N (0,1,1) + (g —3)N,_, (0, 1, 0).
2° Pour u = o, elle donne la formule (r, o, v)

v(g—1)
2q*

3
Ny(r,0,0) =Ng_i(ry 1,0 — 1) + ——;Nq_,(r,o,o)

+2(r +1) Ny (r +1, 0,0 — 2)
+ (g —3r—20+1)N,_,(r,0,¢0 —1).
20,
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3° Pour r = o0 et u=o0, elle donne la formule
(0, 0,v)

V(q——l)N

Pye 4(0,0,0) =Ny (0, 1,0 —1)

3
-+ —2—0Nq_,(o,o,v)+ 2N;_(1,0,0 — 2)

+ (g —2¢+1)Ny (0, 0,0 —1),

qui en comprend deux autres; pour v =1 et v = 2, rela-
tives a deux des espéces qui forment C,,, les formules
(0,0,1) et (0, 0, 2)

g—1

—-;?‘—Nq(o,o, 1)=N;_(0,1,0)

+ 3Ny (0,0, 1) + (9 —1)Cpi oy

car N,_, (0, 0, 0) n’est autre chose que C,_; »;
¢—1
—

N;(0,0,2) =N, (0, 1,1)+ 3N,_,(o0, 0, 2)
\

+ 2Ny (1,0,0) + (g —3)N,_, (0,0, 1).

(A suivre.)



