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SUR LA THEORIE DES SECTIONS CONIQUES;
Par M. Epouarp LUCAS,

Agrégé de I'Université, professeur de Mathématiques spéciales
au lycée de Moulins.

Cette Note a pour but de donner des démonstrations
analytiques fort simples de plusieurs théorémes connus
sur les sections coniques; ces démonstrations reposent
sur I’emploi des coordonnées trilinéaires, mais on pour-
rait aussi se servir concurremment des coordonnées tri-
ponctuelles,

Tutorkme 1. — Lorsque deux triangles sont conju-
gués par rapport & une conique, les six sommets sont
situés sur une conique (*).

En prenant, en effet, I'un des triangles pour triangle
de référence, la conique a pour équation
axr’+a'y’+ a’z*=o,
et, en désignant par P;(x;, y;, 2;) les trois sommets du
second, la conique cherchée a pour équation
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(*) Caasies, Traité des Sections coniques, I*¢ Partie, p. 140; PAInviN,
Principes de Géométrie analytique, p. 288.
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car, si 'on exprime que le point P, est situé sur cette

conique, on obtient la condition qui exprime que P, et
P, sont conjugués par rapport a la conique donnée.

Tutorime 1. — Lorsque deux triangles sont conju-

gués par rapport & une conique, les six c6tés sont tan-
gents & une méme conique,

En prenant les mémes axes que dans le théoréme cor-
rélatif précédent, et en désignant par

D,': u;x -+ 0y -~ Wwiz2=—0

les équations des trois cbtés du second triangle, la conique
cherchée a pour équation

U, uyx 0 0,05y /w‘ w,w; 2
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car, en exprimant que la droite D,, par exemple, est
tangente a cette conique, on obtient la condition qui
exprime que D, et D; sont conjuguées par rapport a la

conique donnée.
Tatorime lI. — Quand deux triangles ont leurs six
sommets situés sur une conique, ces points forment deux

systémes de trois points conjugués par rapport a une
méme conique.

En prenant I'un des triangles pour triangle de réfé-
rence, la conique donnée a pour équation

et en désignant par P;(x;, ¥, ;) les trois sommets du
second, la conique cherchée a pour équation
ba? by bz
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car, si I'on exprime que les deux points P, et P, sont
conjugués par rapport i cette conique, on retrouve la
condition qui exprime que le point P, est situé sur la
conique donnée.

Tatorime IV. — Quand deux triangles sont circon-
scrits & une conique, leurs c6tés forment deux systémes
de trois droites conjuguées par rapport & une méme co-
nigue.

En prenant pour axes les trois c6tés du premier trian-
gle, en désignant par D;, comme précédemment, les équa-
tions des trois cdtés du second, et par

I'équation de la conique donnée, la conique cherchée a
pour équation

2 2 2
ax by cz
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Ces deux théorémes sont les deux réciproques des deux
précédents.

Tatorime V. — Quand deux triangles sont inscrits
& une conique, les six cOtés sont tangents & une méme
conique.

En prenant pour axes les cdtés du premier et en dési-
gnant par

I'équation de la conique donnée et par P;(x;, y;, 2;) les
trois sommets du second, la droite P, P, a pour équation

bx o'y b’z
..+_

X Ly NADA! 2y 2,

=0,

puisque, si 'on exprime que cette droite passe par le point



( 268 )
Py, on retrouve la condition qui exprime que P, est situé
sur la conique donnée. La droite P, P, représente une
tangente de la conique cherchée qui a pour équation

/
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Ty Xy NANEVE 2,222,

puisque la condition de contact exprime que le point P,
est situé sur la conique donnée.

Tatorime VI. — Quand deux triangles sont circon-

scrits a une conique, leurs six sommets sont situés sur
une conique (¥*).

En prenant pour axes les c6tés du premier et en dési-
gnant par
Vbx 4+ \Jb'y +yb"z2=0

I'équation de la conique donnée, et par D;(u;, v;, w;) les
trois c6tés du second, le point d’intersection de D, et D,
a ses coordonnées proportionnelles a

b b’ b”
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puisque, si I'on exprime que ce point est sur la droite Dy,
on retrouve la condition qui exprime que D; est tangente
ala conique donnée. Le point d’intersection des droites
D, et D, est situé sur la conique cherchée

b b b
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puisque, si 'on exprime que ce point est sur cette conique,
on retrouve la condition de contact de la droite D; a la
conique donnée.

Tatorime VII. — Si des trois sommets d’un triangle
on méne des tangentes a une conique quelconque, leurs

*) CuasLEs, Traité des Sections coniques, p. 53.
s ques, p
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points d’intersection avec les cétés opposés sont six
points situés sur une conique (*).

En prenant le triangle donné pour triangle de réfé-
rence et en désignant par '

S—ax*+ady'+a"2+2byz+2bzx4-2b"zy —=o
I'équation de cette conique, les tangentes menées du som-
met opposé & I’axe des x ont pour équation

aS — (azx +b"y + b'2)*—o,
ou, en développant et en désignant par A et B les expres-
sions connues a'a” — b* et b'b" — ab et par A’, B, A", B’
les expressions analogues,
A"y?+ A'22— 2Byz—= o.
En muliipliant par A, on voit immédiatement, a cause
de la symétrie, que la conique cherchée a pour équation
A'A" 2"+ A"Ay*+ AA'z2— 2AByz
—2A'B 2z — 2A"B"cy —o.
Nous laissons au lecteur le soin d’en déduire les diffé-

rents cas particuliers, et de démontrer les théorémes cor-
rélatifs.



