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PROPRIETES DE LA STROPHOIDE.

Démonstration d’un théortme de Poncelet. — Propriétés de figures
anallagmatiques ;

Par M. L. MALEYX.

(Suite d’un article précédent, woir méme tome, p. 193.)

TatoriMe III. — Si une figure se transforme en elle-
méme par rayons wvecteurs réciproques en prenant un
pole et une puissance convenables, en la transformant
par rayons vecteurs réciproques en prenant un péle et
une puissance quelconques, on formera une nouvelle
JSigure jouissant de la méme propriété.

Soient (fig. 12) A, B, C, A,, B,, C, six points d’une

figure se transformant en elle-méme par rayons vecteurs

th 12
B

M)

réciproques par rapport au pole O, ces points se corres-
pondant deux & deux, de sorte qu’on ait

P=0AX0A, = 0B < OB, — OC x OC,.
Arn. de Mathémat., 2¢ série, t. XIV. (Juin 1875.) 16
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Considérons les quatre points A, A,, B, B, comme
fixes, C, C, comme variables sur la figure et non situés
dans le plan AOB; les six points A, B, C, A,, By, C,
sont situés sur une méme sphére. Transformons la figure
par rayons vecteurs réciproques en prenant un péle etune
puissance quelconques, désignons par a, b, ¢, a4, by, ¢,
les points transformés respectifs de A, B, C, Ay, By, Cy;
les six points a, b, ¢, a,, by, ¢; sont situés sur une
méme sphére transformée de celle qui passe par A, B, C,
Ay, By, Cy; les quatre points a, ay, b, b, sont situés sur
Pintersection de cette sphére aveccelle qui est transformée
duplan AOB, doncdansunméme plan; ondémontreraitde
méme que les deux systémes de quatre points (a, a,, ¢, ¢),
(b, by, ¢, c,) sont chacun situés dans un plan; donc les
droites aa,, bb,, cc,, étant intersections de trois plans
se coupant deux a deux, vont concourir au méme point,
et si I'on désigne ce point d’intersection des droites fixes
aay, bb, par w, nous aurons

waX wa,=wbXewb =wcX wc,

ce qui établit la proposition pour tous les points de la
figure non situés dans le plan AOB.

Observons toutefois que les points A, A,, B, B, peu-
vent étre introduits fictivement dans la figure, et qu’on
peut en disposer de maniére que le plan AOB ne con-
tienne qu'un nombre limité de rayons issus du point O
et dirigés vers les points de la figure. Il n’y aurait donc
cxception que pour un nombre limité de points, ce qui
est inadmissible; et encore pourrait-on lever la difficulté
relative & ces points en faisant varier le rayon OBB, et
en conservant le rayon OAA,. Doncle théoréme est gé-
néral.

Remarque. — Il résulte du théoréme précédent que
toute figure plane se transformant en eclle-méme par
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rayons vecleurs réciproques sera transformée par rayons
vecteurs réciproques en prenant le péle hors de son plan
en intersection d'une sphére et d'un cone.
Le sommet de ce cone est facile 4 déterminer : en cffet,
soient (fig. 13) A, A, deux points correspondants d’une

Fig. 13.
0 A/—\A

3,

figure plane se reproduisant par rayons vecteurs récipro-
ques en prenant le pole O de sorte que OA >< OA, = P;
transformons-la par rayons vecteurs réciproques en pre~
nant le péle » hors de son plan et la puissance ©; fai-
sons passer un plan par w et AA,. La droite OAA, se
transformera en la circonférence waa,, la circonfé-
rence w AA, en la droite aa, coupant Ow en ¢. Or on a
OS >< Ow =0A > OA, =P, d’ou I'on conclut que le
point S est fixe; de plus WS <X wo =wax<XwA=m1x:
donc le point g est fixe, et c’est le sommet du cone.

Si 'on transforme par rayons vecteurs réciproques une
figure plane ayant un plan de symétrie, et en prenant
le pole hors de son plan, il résulte du théoréme I qu’elle
se transformera en intersection d'une sphére et d’un céne
dont le sommet sera le transformé du point symétrique
du pdledela premiére transformation par rapport au plan
desymétrie. Le sommet de ce cone seradonc situé dans le
plan tangent 4 la sphére transformée du plan de la courbe

16,
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ct au podle de transformation w. Réciproquement I'in-
tersection d’une sphére et d’un céne transformée par
rayons vecteurs réciproques, en prenant le péle sur la
sphére, deviendra une ligne plane se reproduisant par
rayons vecteurs réciproques.

Examinons maintenant quelques conséquences de ces
propositions. Si 'on transforme par rayons vecteurs réci-
proques une courbe du second degré, en prenant pour
pole un point non situé sur ses axes, mais situé dans son
plan, on obtiendra une transformée se reproduisant par
unc transformation analogue en prenant un poéle et une
puissance convenables. Il existera deux poles de repro-
duction quand la courbe initiale sera une ellipse ou une
hyperbole, un seul quand ce sera une parabole. Les deux
poles de reproduction sont situés sur deux rayons rectan-
gulaires issus du pole de la premiére transformation.

Si le pole de la premiére transformation estsitué sur
I'un des axes de la courbe, I'un des poles de reproduction
s’éloigne 4 'infini dans la direction perpendiculaire &
I'axe sur lequel on a pris le premier pole. Nous en avons
un exemple dans le limagon de Pascal obtenu en transfor-
mant une courbe du second degré par rayons vecteurs
réciproques en prenant un foyer pour péle; le pole de
reproduction est alors le point transformé du second
foyer; dans la parabole, ce point vient coincider avec le
pole de transformation primitif et la puissance de repro-
duction est nulle.

Si nous admettons que la courbe polaire réciproque
d’une courbe du second degré par rapport a un cercle
soit une courbe du second degré, il en résulte, en se fon-
dant sur le théoréme III de notre précédent article, que
toute podaire d’une courbe du second degré est transfor-
mée par rayons vecteurs réciproques d’une courbe du
second degré ; donc toute podaired’une courbe dusecond
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degré peut se reproduire par rayons vecteurs réciproques
pour un ou deux pbles convenablement choisis.

Si maintenant nous transformons par rayons vecteurs
réciproques une courbe du second degré en prenant le
pole hors de son plan, elle deviendra intersection de la
sphére transformée de son plan et de deux ou d'un cone,
suivant qu’elle aura deux ou un seul plan de symétrie.
Nous avons vu comment étaient placés les sommets de
ces cones, d’aprés la remarque sur les théorémes Il et I.
On congoit que chacun de ces cones doit étre du second
degré. En effet, leur directrice est bien une courbe du
quatriéme degré, intersection d’une sphére et d’un cone
du second degré ; mais, comme chaque génératrice del'un
des cones considérés coupe la directrice en deux points,
un plan passant par son sommet ne peut contenir plus
de deux génératrices.

De la on déduit que, si I'on transforme par rayons vec-
teurs réciproques I'intersection d’une sphére et d’'un cone
du second degré ayant son sommet sur la sphére, en pre-
nant peur pdle un point de la surface de la sphére, la
transformée sera plane, admettra un point double réel,
point transformé du sommet du céne; son degré ne sur-
passera pas quatre, elle sera de degré impair ou pair sui-
vant que le podle sera sur la courbe sphérique ou en
dehors, puisque dans le premier cas elle n’aura qu'une
direction asymptotique; elle aura, du reste, la propriéié
de se reproduire par rayons vecteurs réciproques, puisque
la courbe sphérique qui lui a donné naissance peut elle-
méme étre considérée comme transformée d’une courbe
du second degré.

Les pointsde la transformée d’une courbedu second de-
gré peuvent, comme ceux de la strophoide, étre considérés
comme correspondants deux 4 deux ; deux points corres-
pondants seront les transformés de deux points diamé-
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tralement opposés de la conique; ils sont toujours situés
sur un cercle passant par le péle et le point transformé
du centre; ce cercle coupe la transformée aux deux points
correspondants sous des angles égaux.

Tatorkme IV. — Deux surfaces polaires réciproques
pur rapport & une sphére sont chacune transformées
par rayons wvecteurs réciproques d’une podaire de
l'autre, le péle de transformation étant le centre de la
sphére directrice et la puissance de transformation le
carré de son rayon.

Soient une surface quelconque S ( fig. 14), R son plan
tangent en A ; si du point fixe O nous abaissons une per-

Fig. 14.

-

0

pendiculaire sur ce plan, lelieu du point P, pied de cette
perpendiculaire, quand on fera varier A, sera une po-
daire de la surface S. Je dis maintenant que le plan tan-
gent a la surface podaire en P P'est également a la sphére
ayant OA pour diamétre. En effet unissons AP, pre-
nons le point T voisin de A sur AP, comme sommetd’un
cone circonscrit a la surface S suivant la courbe A;MA ;
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les projections du point O sur tous les plans tangents a
ce cone appartiendront a la surface podaire et i la sphére
ayant OT pour diamétre; ces points seront situés sur la
petite courbe sphérique PGH. Faisons passer par OP
deux plans fixes OPG, OPH, coupant la courbe PGH en
G eten H. Si le point T se rapproche indéfiniment de A,
les droites PG, PH deviendront, a la limite, tangentes a
la surface podaire et & la sphére ayant OA pour dia-
métre. Si maintenant nous considérons le point O comme
centre d’une sphére directrice dont le rayon soit R, le
pole du plan tangent en A par rapport a cette sphére se
trouve sur OP et en un point Q, tel que

OP < 0Q =R

Donc le lieu du pdle du plan tangent a la surface S
satisfait 4 la condition de transformation par rayons vec-
teurs réciproques conforme 4 'énoncé. Le plan tangent
au lieu du point Q en Q peut étre considéré comme trans-
formé par rayons vecteurs réciproques, suivant la puis-
sance R* de la sphére ayant OA pour diamétre; c’est
donc le plan perpendiculaire a OA mené par le point Q,

et ’on a
0S8, X OA =R?,

A estdonc le pole du plan tangent au lieu du point Q en
Q, et le lieu de S,, qui est une podaire du lieu du point
Q, est transformé par rayonsvecteurs réciproques dulieu
du point A, suivant la puissance R®.

Nous terminerons la cette étude géométrique, et nous
allons passer 4 quelques considérations analytiques qui
y sont lides.

Soient x, y les coordonnées rectangulaires d'un point,
x', y' les coordonnées du point transformé par rayons
vecteurs réciproques, en prenant l'origine pour péle ct P
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pour puissance, on a

Y ey 2y
_ - == = ’
y

EE R

d’ot 'on déduit

Pz’ Py’
(l) x:—_m! y:m'

Soit maintenant I’équation d’une courbe du second
degré

(2) Ay*+Bzy +Cz*+ Dy +Ex+F =o.

Sa transformée par rayons vecteurs réciproques, suivant
la puissance P et en prenant le pble a 'origine, aura
une équation formée en remplagant dans I’équation (2)
x ety par leurs valeurs déduites des formules (1). Cette
équation rendue entiére sera, en supprimant les accents,

(3) F(x*+y?)*+(Dy +Ex)(z*+ »*)+ Ay’ +Bxy + Cx’=o.

On voit que cette courbe est du troisiéme ou du qua-
triéme degré, suivant que la conique (2) passe ou ne
passe pas par le pole de transformation. Quel que soit
son degré, elle admet toujours un point double réel qui
est le pole de transformation; ce point est isolé si la
courbe proposée est une ellipse, suivi de points réels
consécutifs dans le cas contraire; les tangentes en ce
point double sont paralléles aux directions asymptotiques
de la courbe donnée. Il résulte du théoréme 1 que la
courbe (3) doit se reproduire par rayons vecteurs réci-
proques pour un ou deux péles, points transformés des
points symétriques du péle de la premiére transforma-
tion par rapport aux axes de la courbe (2); les poles de
reproduction ferent donc ou ne feront pas partie de la
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courbe (3), suivant qu’elle sera du troisi¢éme ou du qua-
triéme degré.

Comme nous n’avons fait aucune hypothése sur la di-
rection des axes de coordonnées initiaux, nous pouvons
supposer ’axe des y paralléle a la polaire de I'origine;
dés lors on aura D = o, et I'équation (3) se réduira a

(4) F(2*+ )+ Ex(2*+ y*) + Ay* +Bxy 4+ Ca’=o.

Rapportant cette courbe a un systéme de coordonnées
polaires, en prenant pour pdle I'origine et pour axe po-
laire I'axe de x, I'équation devient

(5) Fp>+Epcosw + Asin*w + Bsinw cosw + C cos’e = o.

Supposons d’abord F = o, c’est-a-dire le pole de trans-
formation sur la courbe, I'équation (5) se réduit a

Epcosw—+ A + cosw[Bsinw 4-(C — A)cose] =0

ou
(6) p=— o

I .
-— m —_ E[Bamw—f-(c—- A)COSM].

On voit sous cette forme que notre transformée peut
se construire comme la strophoide, qui n’en est qu'un
cas particulier, en augmentant les rayons vecteurs d’une
droite fixe, qui est asymptote de la courbe, de ceux d'un
cercle qui passe par le pole. Il est facile, quand la droite
et le cercle ont été construits, de déterminer les points
du lieu dont la distance a I'asymptote st maximum ou
minimum : c’est généralement en ces points que la tan-
gente est paralléle a 'asymptote, et ce sont eux qui sont
les poles de reproduction dela courbe; ils sont situés sur
deux rayons rectangulaires issus du péle de transforma-
tion et dirigés vers les extrémités du diamétre du cercle
perpendiculaire 4 la direction asymptotique.
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Supposons maintenant F 2 o : on voit, d’aprés I’équa-
tion (5)
Fp* 4+ Epcosw + Asin’e + Bsinw cosw + Ccos’w = o,

que le lieu des milieux des cordes interceptées par la
courbe sur les rayons issus du pole est une circonférence
de cercle; ce fait pouvait étre géométriquement prévu, la
circonférence étant la transformée de la polaire de I'o-
rigine.

Cherchons actuellement les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’'une courbe plane de degré p puisse
se reproduire par rayons vecteurs réciproques. Dési-
gnons en général par F; (xy) un polynéme homogéne de
degré k en x et y; considérons une courbe de degré p,
rapportons-la 4 deux axes de coordonnées rectangulaires
se coupant en un point de la courbe du degré de multi-
plicité p — g, p— ¢ pouvant étre nul; 1'équation de
cette courbe pourra s écrire

(1) Fp(ay)+Fpoi(zy)+Fpoa(xy)+...+Fpy(zy)=0.

Formons I'équation de sa transformée suivant la puis-
sance P, et, en prenant le pole a I'origine, nous aurons,
d’aprés des formules établies,

(2 + 7)1 Fpy (2)
+ P2+ y)9 Fpogii(2y) + ...+ PIF,(2y) =0,

(2)

Pour que I'équation (1) représente une courbe se repro-
duisant par rayons vecteurs réciproques, en prenant le
pole a I'origine, il est nécessaire et suffisant qu’en choi-
sissant convenablement P I'équation (2) puisse repré-
senter le lieu de 'équation (1). Or pour cela il faut que
le premier membre de 1'équation (2) soit le produit du
premier membre de I’équation (1) par un polynéme de
degré ¢, puisque le degré de I'équation (2) est (p + ¢q).
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De plus le facteur introduit doit étre homogéne; car le
degré des termes de degré le plus faible de I'équation (2)
doit étre la somme des degrés des termes de degré le plus
faible de I'équation (1) et du facteur introduit, ce qui
exige que ce degré soit ¢. Ainsi le premier membre de
I’équation (2) doit étre le produit du premier membre
de I'équation (1) par un polyndéme homogéne a coeffi-
cients réels de degré ¢; si nous admettons qu’il n’existe
aucun facteur commun aux polynomes

Fplzy), Fpoi(zr)s..., Fpyg(zr),
les polynomes
(= +.7’)7FP—9(‘2.7)1 (224 y2 ) Fp_g_,..(.z‘y'), coey Fp (zr)

admettant un facteur commun de degré g, ce facteur ne
pourra se composer que de facteurs du premier degré de
x*+ y?, et,comme il est a coefficients réels, il devra étre
une puissance entiére de x*+- y*, ce qui exige que ¢ soit
pair et que le facteur soit X (x* +y’)g. D’apreés cela,
pour que I'équation (1) représente une courbe se repro-
duisant par rayons vecteurs réciproques, le pole étant a
Porigine, il faut et il suffit que I'on puisse trouver des
valeurs de X et de P satisfaisant aux égalités

7

M+ )i F, (ay) = (2°+ 7 W Fpyg (27)s
1

Ma*+ )2 Fpi(2y) =P (2 + " )1~ Fpgpi(2y),
7

Mat+y) Fpg(zy) = PIF, (7y).

Ces conditions se réduisent aux suivantes :
1° Que le groupe des termes de degré le plus élevé soit
divisible parle groupe de termes de degré le moins élevé, et
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que le quotient soit & une constante prés une puissance de
(x4 y?), ce qui exige que la différence de leurs degrés
soit un nombre pair et que I'exposant de (x*+ y*) soit
la moitié de ce nombre; si cette premiére condition est
remplie, la premiére égalité détermine la valeur de 3, et,
en multipliant la premiére et la derniére, on en déduira

>

P:P= )\.‘;.
2° Que si I'on prend deux groupes de termes séparé-
ment homogénes, et dont la somme des degrés soit égale
& la somme des degrés des termes extrémes, celui de
degré le plus élevé soit divisible par celui de degré
moindre; que le quotient soit 4 une constante prés une
puissance de (x*+ y*) dont I'exposant est la demi-dif-
férence de leurs degrés; quant a la constante, si I'on

représente par O l'excés du degré de I'équation sur le
degré du dividende, elle sera

Comme application de ce qui précéde, on voit que la
forme générale de 1'équation d’une courbe du troisiéme
degré se reproduisant par rayons vecteurs réciproques,
suivant la puissance P et lorsque I'origine est le pole de
reproduction, est

(3)  (2*+2*)Fi(=zy)+ PF,(zy) + PF, (zy) = o.

On voit encore que celle d’une courbe du quatriéme,

prise dans les mémes conditions, est de I'une des deux
formes

(4)  (#+77)Falay) + PEy(ay) + PFa(ay) = o,
(5) (2%-+77)+ P (#2477, (2)+-PF (ay)+ P2F, (ay)+ P=o.

D'aprés ce que nous avons vu sur la tramsformation
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d’une courbe du second degré par rayons vecteurs réci-
proques, les courbes du troisiéme et du quatriéme degré,
représentées par les équations (3) et (5), sont les seules
qui puissent provenir d’une courbe du second degré, et
encore, pour qu'il en soit ainsi, il faut qu’elles admettent
un point double réel. Il est facile de constater que cette
condition est suffisante; en effet, si une courbe repré-
sentée par une des équations (3) ou (5) admet un point
double réel, en y transportant I'origine des coordonnées
sans changer leur direction, 1'équation prend I'une des
formes

(6) (22 + ) Fi(xy) + ¢(2y) =0,
(7) ("4 y?) + (2 + )9 (2r) + 9.(zy, = 0.

Si nous transformons ces deux courbes par rayons vec-
teurs réciproques suivant la puissance k, et en prenant
le pole a l'origine, les équations des transformées seront

(8) 9:(zy) + kF(zy) = o,
(9) 9:(zy) + ko (zy) + K=o,

ce qui démontre la proposition.

11 résulte de ce que nous avons vu, relativement a I’é-
quation d’une courbe qui se reproduit par rayons vecteurs
réciproques, que si cette équation est du degré 2n + k,
et que le pole de reproduction soit du degré de multipli-
cité k, son équation en coordonnées rectangulaires, et
en prenant l'origine au podle de reproduction, est de la
forme

(1 { @+ Fi(zr) + (22 ) Fr(2y) +. .
I+ (@4 ) Fipn (27 + Fogi(zy) + . . . +aFi(zy) =o.

Voyons comment elle se modifie quand on déplace I'ori-
gine des coordonnées en conservant leur direction.
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Considérons la fonction
(2) (& + )9 (2y),

§,(xy) étant une fonction entiére de x etde y et de de-
gré p. Désignons du reste par ¢, (xy) la fonction homo-
géne de degré le plus élevé entrant dans {,(xy), on
pourra mettre la fonction (2) sous la forme

(& +y )1y (zy) = (2+ 1) qp (27)

+ (&g | (227§ (27) — 9 (@)1 ]
Or le produit

(24 7?) (Yp 2y — gpy) = Ypse(®Y)

estgénéralement de degré (p +1); si donc nous désignons
par
Yo(2r)s Ypri(®r)seees bpai(zr)

des fonctions entiéres de x et de y dont les degrés soient
respectivement p, p +1I,..., p + k, et par
Cop(@)s @ (®)se s @pai(y)

des fonctions homogénes respectivement de mémes de-
grés, nous pourrens écrire la suite d’égalités
(#+7) b ()= (£+07) o (27)

-+ (xz““yz)q—"!’p-m (1'7)’
(2" + 7 Y (@y) = (22+ 7)1 0p1e (2 )

+ (27 pa(2r)s

(& + 7 prg(2r) = (22 +9)9prg—1 (27) + bpag(2r)
ajoutant ces égalités, on en déduit
(=2 ")y (2y)

B){ =(+rVe(zr)+ @+ ) opual(2r) +...
+ (24 7?) parg—t (27) + Ypag (7).
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Considérons actuellement la fonction
(&2 + 7P Fi(zy),
changeons-y x en (x+a) ety en (y -+ b); elle deviendra,
en représentant par
Xk (27 )s Xﬁ-u(-'-')’),- ces Wen(2Y)

des fonctions entiéres de x et de y dont le degré soit égal
a l'indice,

(2+y*+2ax +2by + a*+ B)PFi(z +a,y + b)

= (2 + ) u(zr) + (2477 e (27) 4+ -
(@4 ) Wpns (27) - pan (27 )5

mais chaque termme du second membre peut étre trans-
formé conformément a I’égalité (3), eten représentant par

Sfilzr)s Si(@y)se. s Si(ar)

des fonctions homogénes distinctes de x et de y dont le
degré commun soit k, et par

F’f(xy)’ FI‘:(I]'),- .o F:(xy)
des fonctions entiéres de x et de y dont le degré soit aussi
k, on pourra écrire
(-Z"+]’)"x((.zy)
= (12+]’)"f,:(.z'y) -+ (1.:+ 72)"_lf/:+1(-l"}’) +...
+ (2 4+ ) fhynot (27) + Fhan(2y ),
(@ + 72y ki (2)
= (" +7)" fha(ay) +. ..
+ (2 +7°) fhen-a (27) + Fien(7r),

(224 72) ghans (27) = (2 + 7 ) [lanea (2 ) + FLn(2y),
Yt () ) = Yptn (2 )-
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Ajoutant membre 2 membre, on aura

S (z*+y*+ 22z +2by + a*+ b*PFi(x +a, y + b)
=(2+ ) filay) + (2 + 2P+ firi (2y) +. ..
[ @ ) fra 29) + Fraa()

(4)

Si actuellement nous reprenons la courbe représentée par
I’équation (1), dont nous représenterons le premier mem-
bre par ¢ (xy), et que nous la rapportions a deux nou-
veaux axes paralléles aux premiers, se coupant au point
dont les coordonnées sont a, b, 'équation (1) deviendra,
en transformant ses termes d’aprés 1'égalité (4),

bz +a,y+b)
(5) =(="+ ) Si(zr) + (@ + 1) S (27) +-o
-+ (.z"—f—_y’)f‘“_‘(a:y) + Fipn(zy ) =o.

Toute courbe plane de degré 2n + kse reproduisant par
rayons vecteurs réciproques, et dont le pdle de reproduc-
tion est du degré de multiplicité k, a donc, en prenant
pour origine un point quelconque de son plan, la forme
de Véquation (5); fi (y), figs (2Y)s o5 Signos ()
sont des fonctions homogénes dont le degré est égal a
Pindice; F,.(xy) est une fonction entiére, non homo-
géne de x et de y, et son degré ne surpasse pas k + n.

Treorime V.—La perspectivede 'intersection d’une
sphére et d’un céne de degré n, surun plan quelconque
et en prenant pour point de vue le point de contact de
la sphére avec un plan tangent paralléle au plan du ta-
bleau, est une courbe dont le degré ne surpasse pas an,
se reproduisant par rayons vecteurs réciproques.

En effet, si nous transformons la figure par rayous
vecteurs réciproques en prenant le péle au point de vue,
et une puissance telle que le plan du tableau devienne
transformé de la sphére, comme la conrbe sphérique se
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reproduit par rayons vecteurs réciproques, il en sera de
méme de sa transformée (théoréme III); or cette trans-
formée n’est autre chose que la perspective de la courbe
sphérique sur le plan du tableau. En second lieu, la
courbe sphérique, intersection de la sphére et d'un cone
de degré n, sera du degré 2n; le cone ayant pour sommet
le point de vue et cette courbe pour directrice sera éga-
lement du degré 2n; donc il en sera de méme de sa trace
sur le plan du tableau, ce qu’on voulait démontrer.

Le degré du cone et celui de sa trace peuvent s’abaisser
si le point de vue est un point simple ou muliiple de la
courbe sphérique,

Tatorime VI.— ZToute courbe plane de degré 2 n—+-k,
sereproduisant parrayons vecteurs réciproques, et dont
le pole de reproduction est du degré de multiplicité k
(k pouvant étre nul), peut étre considérée comme la
perspective de l'intersection d’une sphére et d’un cone
de degré n —+ k, le point de vue étant sur la surface de
la sphére.

Rapportons la courbe & un systéme de trois axes rec-
tangulaires en prenant l'origine au point de vue, et le
plan des xy paralléle a celui de la courbe; les équations
de la courbe seront, d’aprés ce que nous avons vu précé-
demment,

(1) z=v,

(2) (2?2 ) fa(xy) + (.t’+y2)""ﬂ+.{.r_y)+. .
(224 7?) frwnm (zy) + Fron (27 )-

Transformons-la par rayons vecteurs réciproques, sui-

vant la puissance P et en prenant le pole a I'origine. Dé-

signons par &/, 2’5 7' les coordonnées du point transformé

du point (x, y, z); on a

x y z P

;; ?—';/ "~’-+-_y”+z”;
Ann. de Mathémn., 2¢ série, t. X1V, (Juin 1875.) 17
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en tirant de ces égalités les valeurs de x, y, z et les por-
tant dans les équations (1) et (2), on aura celles de la
transformée, et, en supprimant les accents, cette trans-
formée sera représentée par

P
(3) '—:——z—_ =
x4+ y* + 2
/ p:n+l:(xz+y )
CET Tl
Pin-‘-k——l(:tZ_*_y?)n—I
(x‘l +y‘l + zz)zu-(-k—l

Pkt (1 - J’)
-+ (.z"—i—y’—!— z’ n+k+1 /“"“" '(

Px Py
+F"+" 2 2 2’ o3 2 2
it yi+ 22 Xyt 2z

S fx_y) -+

(4) ¢

\

L’équation (3) représente la sphére transformée du plan
de la courbe; I'équation (4), qui est la seconde des équa-
tions de la transformée, peut étre remplacée par une
combinaison d’elle-méme et de I’équation (3). De I’équa-
tion (3) on tire

P =! P+ =1z P z
x4 Y+ 2z r= [

Substituant ces valeurs dans 1'équation (4), elle devient,
apreés réductions,

prth (—E — z)nﬁ(zy)
P n—t
- prith—1 (; — z) ﬂ+1 (1:7) +
P
SPSNY, S P

gn+k ﬁ _y
-+ Fl+l( Zz 2 ) = 0.



( 259 )

Cette équation est du degré n + k; prise avec I'équa-
tion (3), elle représente la transformée cherchée, qui est
en conséquence du degré 2(n - k); mais, comme la
courbe représentée par les équations (t) et (2) se repro-
duit par rayons vecteurs réciproques, il en sera de méme
de sa transformée; cette transformée sera donc située sur
un coéne ayant pour directrice une courbe du degré
2(n + k), et, comme chaque génératrice de ce cone ren-
contre sa directrice en deux points, son équation sera du
degré n + k, ce qui démontre le théoréme énoncé.

On déduit facilement des conditions que nous avons
trouvées, pour qu'une courbe plane se reproduise par
rayons vecteurs réciproques, le moyen de reconnaitre si
une courbe donnée par son équation jouit de cette pro-
priété. On reconnait aussi d’aprés ces conditions, et ce
qui était facile a prévoir, que le systéme des tangentes en
un des pdles de reproduction se confond avec le systéme
des paralléles aux asymptotes menées par ce point.

Plusieurs des propositions que nous avons démontrées
s'étendent aux figures de I'espace ; nous n’en donnerons
pas la démonstration, qui ne serait qu'une reproduction
de ce qui précéde.



