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SOLUTION DE LA QUESTION DE GEOMETRIE ANALYTIQUE
PROPOSEE AU CONCOURS D'ADMISSION A L’ECOLE NORMALE
SUPERIEURE (ANNEE 1874);

Paz M. 11. JACOB,

Fléve en Mathématiques spéciales au lycée de Dijon.

1° Par les trois sommets d’un triangle rectangle on
fait passer des paraboles ; on méne a ces paraboles des
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tangentes paralléles a Uhypoténuse du triangle dorné :
on demande le licu des points de contact.
2° Le lieu cherché est une conique qui coupe chacune
des paraboles en quatre points : on demande le lien
décrit par le centre de gravité du triangle formé par les
sécantes communes qui ne passent pas per Forigine.

1° Soient AOB le triangle rectangle donné; C le mi-
lieu de I’hypoténuse AB; et OA = a, OB = b les coiés
de I'angle droit.

Prenons pour-axes des x et des y les droites OA, OB.
Les points A et B auront, respectivement, pour coor-
données, x = a, y = o et x = o, y = b. L’équation gé-
nérale des paraboles qui passent par les trois sommets
O, A, B du triangle OAB sera

(1) Ay(y—b)+2Azy +2(z—a)=o,

ou A désigne un paramétre arbitraire.

Le point de contact d'une tangente paralléle 2 AB
menée a 'une des paraboles circonscrites au triangle AOB
se trouve sur le diamétre de cette courbe, qui passe par

aye ’ 4
le milieu C de AB, dont les coordonnées sont x = —,
2
b . . .
J = ;- Enoutre ce diamétre a pour coefficient angulaire

1 , .
— > son équation est donc

ou
T
(2) 2y —b=— — (22— a);
A
par conséquent, les coordonnées du point de contact

d’une tangente paralléle 4 AB devront satisfaire a la
fois aux équations (1) et (2). Il s’ensuit que, pour obtenir
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I'équation du lieu de ce point de contact, il suffit d’éli-
miner le coefficient variable A entreleséquations (1)et (2).
2r—a

Py _—b>; et, en sub-
stituant cette valeur 4 A, dans I’équation (1), on a

L’équation (2) donne A == — (

y(r—b)(22 —af—2zy(2z—a)(2y —b)
+ x(x—a)(2y — b)*=o.

En transportant les axes de coordonnées au point C,
Péquation précédente devient d’abord

z? (7’—%) —2xy(x+§) (y—%—-g) +y? <x7‘ f/}) —o0

3

et se réduit a
(ay -+~ bx\(fxy + ay + bx) = o,
équation qui se décompose en les deux suivantes :
ay +~br=o0 et fey-+ay-+br_=o.

La premiére représente la droite AB, qui peut étre
considérée comme faisant partie du lieu cherché, lorsque
I'une des paraboles circonscrites au triangle AOB se
compose du systéme de la droite AB et de la droite
menée par le point O, parallélement a AB.

L’équation 4xy + ay + bx = o représente une hy-
perbole équilatére dont les asymptotes sont paralléles aux
axes de coordonnées, c'est-a-dire aux droites OA, OB,
Cette hyperbole passe par les points C et Oj; elle a pour
tangentes en ces points la droite AB et la parallele 2 AB
menée par le point O; son centre est au milieu de la

droite OC ().

(*) Lorsqu’on méne a une parabole circonscrite & un triangle quel-
conque AOB une tangente paralléle a 'un des trois c6tes AB du triangle,
le diamétre de la parabole, qui passe par le point de contact de la tan-
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2° Pour déterminer le lieu décrit par le centre de gra-
vité d’un triangle dont les sommets soient trois points
autres que O et communs i 'hyperbole dont I'équation
est 4xy + ay + bx = o et al'unedes paraboles circon-
scrites au triangle AOB, nous transporterons les axes de
coordonnées au centre de cette hyperbole, qui a pour
coordonnées, par rapport aux axes passant par le point C,
a b
P

Au moyen de cette transformation, I'équation

X = —

by +ay +bx=o0
se réduit a
ab

(3) 4IJ’=z’

et I'équation (1) des paraboles circonscrites au triangle

AOB devient

Ay +b)(4r—30)

(4) +2A(4x + a) {4y + b)+ (4= + a) f= — 3a)= o.

Les ordonnées des quatre points d’intersection de I'hy-
perbole et de 'une quelconque des paraboles représen-

gente et par le milien C du c6té AB, rencontre toujours les deux autres
c6tés OA, OB du triangle, suffisamment prolongés, en deux points équi~
distants du point de contact de la tangente. De cette proposition, qu’il
est facile de démontrer, résulte que le lieu des points de contact des
tangentes menées aux différentes paraboles circonscrites au triangle AOB,
parallélement au c6té AB, estle méme que le lieu des milieux des droites
menées du point C et limitées a la rencontre des c6tés OA, OB indéfi-
niment prolongés dans les deux sens. Or ce dernier lieu géométrique
est, comme on sait, une hyperbole dont les asymptotes sont paraliéles
aux cdtés OA, OB, qui a pour centre le milieu de la droite OC et passe
par les points O et C; donc cette hyperbole est le lieu des points de
contact des tangentes paralléles 2 AB menées aux paraboles circonscrites
au triangle AOB. Quand V’angle AOB est droit, 'hyperhole est équilatére.

(6.)
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tées par I'équation (4) sont les racines de 1’équation ré-
sultant de I'élimination de x entreles équations (3) et (4).
En écartant la solution 4y + & = o, qui donne l'or-
donnée du point O, I’élimination de x conduit a

(5) 64A%y’—16(3A*b—"2Aa)y*+ fa(2Ab—3a)y+a’b—=o0.

Les racines y’, ¥, " de cette derniére équation sont
les ordonnées des trois sommets du triangle formé par les
sécantes communes a I'hyperbole et a la parabole, et qui
ne passent pas par le point O. La somme de ces trois

. L} \ . 3Ab — 2a
racines est, d’aprés une relation connue, A On
aura donc, en désignant par y 'ordonnée du centre de
gravité du triangle,

3Ab — 2a
6 3y=— 27" 77,
(6) y ix

L’abscisse de ce centre de gravité s’obtient par un calcul
semblable. En éliminant y entre les équations (3) et (4)
et supprimant la solution (4x-+a)= o0, qui donne
Pabscisse du point O, on trouve

64x*—16(3a — 2Ab)2?

(2) + 4A(2ab — 3A0*)x + Atab?’=o.
La somme &'+ x”—+ x” des trois racines de 1’équa-

. . y3a—2Ab
tion (7) est égale a —

(*); par conséquent, si x

(*) La valeur de '+ z" + 2" se déduit simplement des équations (3)

" . , , abf1 I T
et (6), car I’équation (3) donne &'+ z" + 2" = E(;’ +? +;ﬁ) et

3a—2Ab) R
I'équation (5);‘, +ﬁ +J_:’_' = M-a—bj—’; d’ot
x,_._z,,*z,,,:a*b‘xd(Sa——zAB):3a—2Ab'
16 ab 4

©)
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désigne I'abscisse du centre de gravité, on a

3a—2Ab

4

Pour obtenir maintenant 'équation du lieu cherché,
il suffit d’éliminer le paramétre variable A entre les équa-
tions (6) et (8) : on trouve ainsi
9(4x —a)(fy — b) —fab =o;
en transportant les axes de coordonnées parallélement a
eux-mémes au point C, cette équation se réduit a
36xy — ab = o3 on voit qu’elle représente une hyper-

bole équilatére dont les asymptotes sont paralléles aux
droites OA, OB, et qui a pour centre le point C.

(8) 3r=

Note. — La méme question a été résolue par M. A. Tourrettes.



