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PROPRIETES DE LA STROPHOIDE.

Démonstration d’un théoréme de Poncelet. — Propriétés de figures
anallagmatiques ;

Par M. L. MALEYX.

(Suite d’un article précédent.)

Quelques jours avant la mort de mon regretté col-
legue et ami Gros, qui avait suivi avec intérét mon
travail sur la strophoide, il voulut bien me communi-
quer le théoréme suivant, que je me fais un devoir de
rapporter ici, ainsi que la démonstration qu’il m’en
donna:

8i I'on donne dans une conique deux tangentes et
une directrice, le lieu géométrique du foyer correspon-
dant est une strophoide dont le point double est au
point de concours des deurx tangentes; les points de
rencontre de ces tangentes et de la directrice en sont
deux paints correspondants.

Soient SA, SA, les deux tangentes coupant la direc-
trice aux points A et A, F le foyer d’une des coniques
répondant a I'énoncé, C, C, les points de contact avec
les tangentes SA, SA,; on sait que les droites FA, FA,
sont respectivement perpendiculaires sur les droites FC,
FC,. La droite SF qui fait des angles égaux avec FC,
FC, fait aussi des angles égaux avec le droites FA,
FA,, perpendiculaires 2 FC et FC,. Le théoréme est
donc démontré.

Nous avons montré dans notre article précédent que la
transformée par rayons vecteurs réciproques d’une stro-
phoide, en prenant le point double pour pole, est une
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hyperbole équilatére passant parle pole, point transformé
de celui qui est a I'infini; réciproquement, sil’on trans-
forme une hyperbole équilatére par rayons vecteurs réci-
proques, en prenant pour pédle un point quelconque de
la courbe, la transformée est une strophoide.
Soit O (fig. 1) le péle de transformation pris sur

’

Y

Fig. 1.

LY,

a

la courbe. Considérons sur cette ligne deux points
fixes A, B, diamétralement opposés, et un point M va-
riable sur la courbe. Les deux cordes supplémentaires
MA, MB sont également inclinées sur les asymptotes, et
il en est de méme de OA, OB; donc OAM, somme des
angles MFX, OEX, est égal a OBM, somme des angles
MHX,, OGX,. Soient actuellement o, {3,  les points
transformés de A, B, M, respectivement; le point p sera
a lintersection des deux cercles transformés des droites
AM, BM; ces cercles passeront respectivement par les
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points O,a, O, 3, et couperont les droites Oa, O3 sous
des angles égaux, puisqu’ils sont transformés de deux
droites jouissant de cette propriété; le point p décrira
donc une strophoide dont le point double sera en O, et
dont les points , $ seront deux points correspondanls.

Il résulte de l1a que deux points quelconques diamé-
tralement opposés dans I’hyperbole ont pour transfor-
més deux points correspondants de la strophoide.

La direction de ’asymptote de la strophoide est celle
de la tangente & I'hyperbole en Oj; le foyer de la stro-
phoide étant le point correspondant de celui qui est a
I'infini, on déduit de la proposition précédente qu’il est
le point transformé de celui qui dans I’hyperbole est dia-
métralement opposé 4 O.

Les tangentes au point double sont paralléles aux
asymptotes de I'hyperbole, et I'on voit qu’elles sont éga-
lement inclinées sur la direction asymptotique et le
rayon qui va du point double au foyer.

Deux strophoides sont évidemment semblables quand
les rayons allant de leurs points doubles a leurs foyers
font respectivement des angles égaux avec leurs direc-
tions asymptotiques; elles ont alors, pour ainsi dire,
la méme figure. Si nous faisons mouvoir le point O sur
toute I'étendue de la moitié de I'une des branches de
I'hyperbole, I'angle de la direction asymptotique de la
strophoide transformée avec le rayon qui va du point
double au foyer passera par tous les états de grandeur de
zéro a un droit; la strophoide transformée prendra donc
toutes les figures qu’elle peut avoir.

Quand le point O sera en un des sommets de ’hyper-
bole, la strophoide sera rectangulaire. Si le point O
s'éloigne indéfiniment, et qu'on accepte une puissance
variable de transformation telle que le foyer reste 4 une
distance constante du point double, la transformée finale

13,



(196)
se composera d’'une circonférence de cercle et d’'une
droite passant par son centre, comme on s’en rend faci-
lement compte au moyen du cercle de construction, si
I'asymptote se rapproche indéfiniment du foyer.

Le diamétre AB de I'hyperbole se transforme en une
circonférence passant par le point double de la stro-
phoide et deux points correspondants; le cercle passe en
outre par le point fixe transformé du centre de 'hyper-
bole, et diamétralement opposé au point double de la
strophoide dans le cercle de construction; le diamétre
AB de I'hyperbole coupant cette courbe en deux points
et sous des angles égaux, le cercle transformé, passant par
le point double de la strophoide et deux points corres-
pondants, y coupe cette courbe sous des angles égaux.

Nous avons démontré précédemment que la stro-
phoide se transforme en elle-méme par rayons vecteurs
réciproques, en prenant pour poles les deux points cor-
respondants principaux, et en une strophoide égale quand
le pole est au foyer; nous allons maintenant établir que,
si 'on transformeune strophoide par rayons vecteurs ré-
ciproques en prenant pour péle un point quelconque de la
courbe, la transformée est encore une strophoide. Soient
O (fig- 2) le point double d'une strophoide A, B, deux
de ses points correspondants supposés fixes, P un troi-
siéme point fixe de la courbe pris pour péle, et M un
point variable sur cette ligne. Le point M peut étre con-
sidéré comme le point de rencontre de deux cercles pas-
sant respectivement par O et A, O et B, et coupant les
droites OA, OB sous un méme angle variable. Pour sim-
plifier la figure, prenons pour puissance de transfor-
mation le carré de la distance PO; pour une autre puis-
sance on obtiendrait une figure semblable.

Soient «, 3, u les points transformés de A, B, M;
les droites OA, OB auront respectivement pour trans-
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formées les cercles OPa, OPf; les cercles OMA, OMB
seront transformés suivant les cercles Opa, Opf et cou-
peront les cercles OPat, OP( sous des angles égaux. Le
lieu du point p, transformé de M, est donc décrit par

I'intersection de deux cercles variables, passant respec-
tivement par O et «, O et f3, et coupant en aetf3 les
cercles fixes OPa, OP 3 sous des angles égaux; du reste,
le pdle P étant une des positions du point M, le lieu du
point  aura un point a I'infini et un point double en O.
Pour établir que le lieu du point g est une strophoide, il
suffit de faire voir que, si on le transforme par rayons
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vecteurs réciproques en prenant le péle en O, la trans-
formée est une hyperbole équilatére passant par le
point O, d’aprés le théoréme précédent.

Or il est évident qu’il en est ainsi, car les quatre cer-
cles OPx, OP (3, Opx, Opf se transformeront en quatre
droites dont les deux premiéres sont fixes; les deux se-
condes couperont respectivement les deux premiéres aux
points transformés de « et de (3, et feront avec elles des
angles égaux; elles feront alors avec la droite, unissant
les points transformés de o et de 3, deux angles ayant
une différence constante : la transformée sera donc unc
hyperbole équilatére passant par O, puisque le lieu de u
a un point a 'infini.

Dans la transformation que nous venons de faire d’une
strophoide en une autre, les points transformés de deux
points correspondants sont des points correspondants de
la transformée.

Soient (fig. 3) O le point double d’une strophoide;
A, B deux de ses points correspondants; M, N deux
autres points correspondants; transformons-la en pre-

nant B pour pole et B_O_2 pour puissance; soient p, v les
points transformés de M, N.

L’une des tangentes au point double O est OX, bisscc-
trice commune des angles BOA, MON; la tangente cor-
respondant a la transformée en O est O ¢, faisant I'angle
BO% == BOX. Pour vérifier la proposition, il suffit de
montrer I'égalité des angles nOg, vO§. Or

pOt =BOp—BOE — BMO — BOX,
vOt —=v0B + BO£ — BNO -+ BOX;
mais
BMO — BOX — BNO + BOX,

car
BMO — ONB = 2BOX,
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puisque dans le quadrilatére SMTN
BMO—ONB_—_z—hi'_:_st""T,

2

et I'on sait que, dans un quadrilatére, I'angle des bissec-
trices des angles formés par deux cdtés opposés est la
demi-somme des deux angles opposés du quadrilatére.

tl.

Nous avons vu que la tangente 4 1a premiére strophoide
en B est la droite symétrique par rapport 2 BO de la
droite BA qui joint B 4 son correspondant; soit B) cette
tangente, ce sera la direction asymptotique de la stro-
phoide transformée : le point transformé de B étant a
I'infini, le foyer de la seconde strophoide sera le trans-
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formé « de son correspondant A. C’est, comme nous
I'avons vu, I'angle des droites O, B) qui caractérise la
forme ou figure de la strophoide transformée: évaluons
cet angle.

En menant par o une paralléle 2 B, on voit que I'angle
cherché, que nous désignerons par w, est égal a

w=0aB— (2 —)Ba) = BOA — (2 — 20BA)
=2 — (OBA + OAB) — (2 — 20BA),
» — OBA — OAB.

Or dans le triangle BOA, dont OX est bissectrice,

OBA + BX0 — OAB + 2 — BXO,
d’ou
OBA — OAB = 2 (1 —BXO0);
donce
o =2 (1 — BXO).

Projetant le point O sur AB, par la perpendiculaire OZ,
Z sera un point de la strophoide, et nous aurons

w = 2Z0X.

On voit par la que la forme de la strophoide transformée
reste la méme si nous prenons successivement pour
poles de transformation deux points correspondants;
nous en avons une vérification dans la transformation
en prenant pour péles les deux points correspondants
principaux.

La forme de la transformée est définie par ’angle ZOX ;
chaque droite passant par le point double O, ne rencon-
trant la courbe qu’en un autre point, il suffira de faire
varier ZOX de zéro i deux droits, pour avoir toutes les
transformées ; chaque position de OZ dans cet intervalle
fournira deux points correspondants, réels ou imagi-
naires, donnant la méme forme. 81 ZOX varie de zéro a
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deux droits, w variera de zéro a quatre droits, et I'angle
aigu caractérisant la forme de la transformée passera
quatre fois par le méme état de grandeur : il existe donc
en général huit points d’une strophoide pour lesquels elle
se transforme en une strophoide de mé¢me forme. Ces
huit points peuvent se construire avec la régle et le com-
pas, pour une forme donnée définie par une valeur de w;
il suffira pour cela de faire ZOX égal a I'une des valeurs
2T 2Ty g, T — ?:, de déterminer le point Z situé
sur chacun de ces rayons, d’élever en chaque point, tel
que Z, une perpendiculaire a OZ, et de déterminer les
points communs de cette droite et de la strophoide, ce
qu’on sait faire. On voit facilement, d’aprés cette con-
struction, que quatre seulement des huit points dont on
vient de parler sont réels, et que ces quatre points exis-
tent toujours. En effet, pour que la perpendiculaire
menée a I'extrémité du rayon OZ rencontre la strophoide
en deux autres points réels, il faut et il suffit que le
rayon OZ soit moins long que le rayon dirigé du point O
vers le point correspondant de Z, ce qui n’a lieu que si
le point Z est situé sur la boucle de la strophoide.

On retrouve ainsi les trois points pour lesquels nous
avons vu que la strophoide se transformait en elle-méme
ou en une strophoide égale, et un quatriéme point cor-
respondant du foyer qui est a I'infini.

Il v’y a que deux points pour lesquels la strophoide
se transforme en une strophoide rectangulaire; dans ce
cas le nombre des solutions devient deux fois moindre,
parce que - = "~ — 2.

2 2 2

1l résulte des considérations précédentes que I’hyper-
bole équilatére transformée par rayons vecteurs réci-
proques d’une strophoide peut étre considérée comme une
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strophoide dont le point double est 4 I'infini. On voit
du reste directement qu’il en est ainsi, puisque les an-
gles des deux cordes supplémentaires issues des extré-
mités d’un diamétre fixe admettent pour bissectrices des
paralléles aux asymptotes. De plus, & toute maniére
d’engendrer une hyperbole équilatére par intersection
de lignes ou par enveloppe correspond une maniére ana-
logue d’engendrer une strophoide.

Considérons une suite de coniques ayant pour foyers

communs F et F, (fig. 4); soit ABA,B, 'une d’elles,

A

B

1
menons-lui la tangente PC du point fixe P; quand la
conique variera, le point C décrira une strophoide. For-
mons la figure polaire réciproque en prenant pour centre
du cercle directeur le foyer F, la courbe polaire réci-
proque de ABA,B, sera le cercle A4, transformé par
rayons vecteurs réciproques du lieu du point K, projec-
tion du foyer F sur la tangente PC (théoréme III, corol-
laire I de notre précédent article); le pole de la droite
PC sera a l'intersection N du cercle A}, et de la polaire
nw, du point P. La polaire du point C est la tangente NM
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au cercle A1, menée en N; si R est le rayon du cercle
directeur, FM >< FC = R, et lelieu du point M, trans-
formé par rayons vecteurs réciproques de la strophoide
décrite par le point C et passant par le pdle F, est une
strophoide. Les cercles, tels que 21, sont transformés
par rayons vecteurs réciproques d'une série de cercles
concentriques, ils ont méme axe radical avec le point F
qui est le transformé de celui dont le rayon est infini;
en effet ces cercles transformés coupentorthogonalement
les cercles transformés de deux diamétres quelconques
des cercles concentriques, et ’on sait que tous les cercles
qui en coupent orthogonalement deux autres ont pour
axe radical commun la ligne des centres des deux cercles
fixes.

Il résulte de ce qui précéde que si I'on considére une
suite de cercles ayant un méme axe radical avec un point,
qu’on projette ce point sur les tangentes aux cercles de
la suite, menées a leurs points communs avec une droite
fixe, le lieu de ces projections sera une strophoide.

Le théoréme I de notre précédent article prend, par
suite des conséquences que nous en avons déduites, un
degré de généralité plus grand. On peut encore le démon-
trer généralement et directement de la maniére suivante.

Soient C, C, (fig. 5) deux cercles quelconques ne se
coupant pas, O, O, les deux points ayant avec eux méme
axe radical GH ; coupons-les par la sécante ABDE, me-
nons les tangentes BP, DQ, PEQ, les points P et Q
appartiennent a un cercle ayant méme axe radical avec
les deux premiers, et les segments PE, EQ sont vus
des points O et O, sous un méme angle. En effet, les deux
triangles QDE, PBE ont I'angle D =B, et les anglesen E
supplémentaires; il en résulte la proportion

QE PE
QD ~ BB’
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Doncles points P et Q appartiennent 4 un cercle C, ayant
méme axe radical avec les dcux premiers.

Prolongeons PQ jusqu’a sa rencontre avec GH en K,

et du point K comme centre décrivons le cercle ortho-
gonal ayant KE pour rayon; il passe par les deux points
O et O, ; le cercle qu’on vient de construire étant ortho-
gonal aux cercles C, C,, C;, on a

KP x KQ = KE .

Les points E et E, sont donc conjugués harmoniques
par rapport 2 P et Q; si maintenant on construit les

rayons OE,, OP, OE, OQ, le premier et le troisieme
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étant rectangulaires, puisque 'angle E,OE est inscrit
dans un demi-cercle, OE, et OE sont les bissectrices des
angles formés par OP et OQ. La méme démonstration
s’applique évidemment au point O,.

Nous laissons au lecteur le soin d’en déduire 1a démons-
tration du théoréme analogue au théoréme IV de notre
précédent article.

Une partie des considérations précédentes, jointes a
quelques lemmes simples, nous ont conduit a une dé-
monstration d’un théoréme remarquable, dit a Poncelet,
et dont il a aussi donné une démonstration géométrique.
Nous allons exposer ici notre solution, a cause des rap-
ports qu’elle présente avec les principes dont nous ve-
nons de faire usage.

Lemme I.— Soit ( fig. 6) APM une courbe tangente a
la droite OAT en A; faisons ’angle arbitraire TOP dont

Fig 6

g D
T

P M
A

C
0

le second c6té coupe la courbe en P, décrivons du

point O comme centre avec OA pour rayon I'arc AB,

et construisons la corde AB de cet arc; nous allons mon-
PB o Arpos

trer que le rapport Zp crolt indéfiniment quand I’angle

TOP tend vers zéro.
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En effet, prenons sur AB la longueur fixe AC=17,
puis par le point C menons CD paralléle 3 OP et limitée
en D ala corde AP; on a ;-‘:3 = (—:ll—? Or, quand TOP
tendra vers zéro, APD prendra la direction de la tan-
gente AT; ABC deviendra perpendiculaire 4 OT, et CD

paralléle & OT croitra au dela de toute limite: donc il

CD , 1 PB
en sera de méme du rapport - et de son égal B

Lemme 11.—Soit (fig. 7) APM une courbe normale
a la droite OAT en Aj; faisons I’angle arbitraire TOP

Flg 7

dont le second coté rencontre la courbe en P; décrivons
du point O comme centre, avec OA pour rayon, I'arc
AB, et construisons la corde AB de cet arc; nous allons

PB .
montrer que le rapport — tend verszéro en méme tem
ontrer q pport & ps

que I'angle TOP. En effet, prenons sur AB la longueur
fixe AC = /; puis par le point C, menons CD paralléle
3 OP etlimitée 2 la corde AP en D; on a —i—i = %]—) Or
quand TOP tendra vers zéro, AD et AC devenant res-
pectivement tangentes a la courbe APM et a ’arc AB se
confondront suivant AX perpendiculaire a AT, CD pa-
ralléele 8 OT deviendra nulle : il en sera de méme du
PB

ra ol:-(-:B t de son égal
pport = et de son égal =
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Lemme III.—1l n’existe aucune courbe tangente a
toutes les droites infiniment voisines issues du méme
point et comprises dans un angle donné. ,

En effet, s'il existait une telle courbe AMN. .. A,
(fig. 8), tous ses points n'étant pas a l'infini, on pour-
rait toujours prendre dans l'intérieur de ’angle consi-
déré deux droites OT, OT,, se coupant en son sommet

0

et faisant un angle assez petit, quoique fini, pour que
tous les rayons dirigés du point O vers les points de la
courbe et compris dans ’angle TOT, soient finis et
croissent quand le rayon s’écarte de la position OT
pour se rapprocher de la position OT,. Divisons ['angle
TOT, en n parties égales, les rayons de divisions seraient
tous tangents ala courbe en leurs points A,M, N, P, ..., A,
communs avec cette ligne. Du point O comme centre
avec des rayons respectivement égaux 8 OA,OM,ON,...,
décrivons les arcs AG, My, N,..., et construisons leurs
Mp Ny Pr
cordeAp’ cordeM»’ cordeNr '
croitraient chacun au dela de toute limite avec 1, d’aprés

cordes ; les rapports
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le lemme I, et il devrait en étre de méme du rapport
formé en les ajoutant terme a lerme, qui est compris
entre le plus petit et le plus grand; mais ce dernier rap-

port est plus petit que le rapport qui a méme

1
corde AG
numérateur et un dénominateur plus petit, et qui est
fini. Donc Vexistence dela courbe est incompatible avec
I’hypothese.

Corollaire. — La seule ligne passant par un point
extérieur au centre d’un systéme de cercles concen-
triques infiniment voisins, et qui les coupe tous ortho-
gonalement, est la ligne droite qui unit ce point au
centre.

Lemme IV. — Si toutes les normales & une courbe
passent par un point fixe, cette courbe est un cercle dont
le point fixe est le centre.

Soit (fig. 8) une courbe AMN... A, dont toutes les
normales se coupent au point O; on établira que cette
courbe est un cercle dont le centre est en O, en faisant
voir que ces normales ne peuvent étre inégales. Suppo-
sons que la courbe AA, admette des normales inégales;
il faudra qu’en parcourant 'arc AA, les normales ail-
lent en croissant ou en décroissant pendant un certain
temps; admettons qu'en parcourant I’arc AA,, qui peut
étre trés-petit, mais fini, les normales aillent constam-
ment en augmentant.

Divisons I’angle AOA, en n parties égales par les nor-
males OM, ON, OP,...; du point O comme centre dé-
crivons les arcs de cercle Ap, Mv, Nx,... et construi-
sons leurs cordes ; décrivons encore du méme centre 1’arc
A,G,; limité aux cotés de l'angle AOA,. D’aprés le
lemme II, les rapports Mg N | _Pr ..

corde Ap~ corde My  cordeNx
doivent tous tendre vers zéro quand n augmente indéfi-
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niment : il doit en étre de méme du rapport formé en
les ajoutant terme a terme, qui est compris entre le plus
petit et le plus grand ; mais ce dernier rapport est supé-
ATA:\TZ}—,qui a méme numérateur et un
dénominateur plus grand, et qui, d’aprés 'hypothése,
n’est pas nul; donc les normales ne peuvent étre iné-
gales, et le lemme est démontré.

Corollaire. — La seule ligne passant par un point
donné et coupant orthogonalement un systéme de droites
infiniment voisines issues d’'un point est une circonfé-
rence ayant ce point pour centre,

Le théoréme de Poncelet, que nous avons en vue
de démontrer, consiste en ce qui suit :

rieur au rapport

St un triangle est inscrit dans un cercle et que deux
de ses cotés restent constamment tangents & deux cer-
cles ayant avec le premier un méme axe radical, le
troisiéme cOté reste aussi constamment tangent a un
cercle ayant avec les précédents méme axe radical.

Soient O, O, O” trois cercles ayant un méme axe ra-
dical (fig. 9); ABC un triangle inscrit dans le cercle O,
et dont les cotés BC, BA sont respectivement tangents
aux cercles O et O’ en P et Q : cherchons d’abord
une propriété du point décrivant de I'enveloppe du
coté AC. Pour cela, considérons le triangle dans une
position voisine A,B,C, : soient Py, Q, ses points de
contact avec les cercles O, O/; H, I, L les points de
rencontre de deux positions du méme coté; quand A,
viendra se confondre avec A, les points Iet H se con-
fondront avec P et Q respectivement, et le point L
tendra vers une limite A, qui est le point décrivant
de I'enveloppe cherchée. De la similitude des trian-
gles AAH, BB,H; BB,I, CC,I; CC,L, AA,L on

Ann. de Mathémat., t. XIV, 2¢ série. (Mai 1855.) 14
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déduit
AA,_ AW
BB, — HB,’
BB, _ BI
cC,—car’
CC. _ CL
AA,” AL’

Multipliant ces égalités membre 4 membre et ramenant
a la forme entiére, on a

AH X< BI X CL = HB, < C,I X AL.

Supposonsmaintenant que A, vienne seconfondreavec A ;

FLQ 9

C,’

il en sera de méme de B, avec B, C, avec C, et 'on

aura
AQ > BP < CA= A} < CP XX BQ;
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mais quand trois cercles ont un méme axe radical, si
d’un point pris sur I'un d’eux on méne des tangentes
aux deux autres, elles sont dans un rapport constant;
donc, si du point C nous menons CR tangent an
cercle O/, nous aurons

CR BQ

= 5n?

CP — BP
ou
CR > BP=CP < BQ;

par comparaison de cette égalité avec la précédente,
on conclut

A)_ AQ

Cx 7 CR

Donc, si I'on construisait un quatriéme cercle ayant
méme axe radical avec les trois premiers et tangent a la
droite AC, son point de contact serait au point A,
puisque ce point de contact doit diviser AC en segments
proportionnels 4 AQ et CR.

Considérons maintenant la fig. 10 : soient O, O/, O”
trois cercles ayant pour axe radical AA; I, I, les deux
points ayant avec eux méme axe radical; tous les cercles
passant par I etI; coupent orthogonalement les cercles O,
O/, 0" et tous ceux qui ont avec eux méme axe ra-
dical AA,. Nous désignerons tous les cercles ayant méme
axe radical que O et O’ par la dénomination des cercles
de la suite (1), et ceux qui les coupent orthogonale-
ment par cercles de la suite (R).

Inscrivons le triangle PQR dans le cercle O’, de ma-
niére que deux de ses cdtés soient tangents aux cercles O
et O, le troisiéme QR sera tangent & son enveloppe et a
uncercle de la suite L en 1, et il en résulte qu’en ce point
I'enveloppe de QR sera orthogonale au cercle de la
suite (R) qui y passe. L’enveloppe de la droite QR sera

14.
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donc unetrajectoire orthogonaledescereles delasuite (R).
De mémeé, si nous considérons les trois cercles C, C’, C”
de la suite (R), que nous inscrivions dans le cercle C” le
triangle P,Q, R}, dont deux cotés sont tangents aux cer-
cles C et C/, nous verrons de la méme maniére que I'en-
veloppe du cdté Q,R, est une trajectoire orthogonale
des cercles de la suite (I).

Fig 10

Si maintenant nous transformons la figure par rayons
vecteurs réciproques en prenant le pole en I, les cer-
cles de la suite (R) se transformeront en un systéme
de droites rayonnant autour du point transformé de I,
et les cercles de la suite (I) se transformeront en cercles
concentriques ayant pour centre le méme point trans-
formé de I,. La transformée de l'enveloppe de la
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droite QR sera une courbe, donc toutes les normales con-
courront au point transformé de I,; cette courbe sera
donc une circonférence ayant le point transformé de I,
pour centre (lemme IV), donc I'enveloppe de QR est un
descercles de la suite (I). La transformée de I'enveloppe
de la droite Q,R, sera une trajectoire orthogonale des
cercles transformés de la suite (I) qui sont concentriques;
ce sera donc un diamétre de ces cercles (lemme III,
corollaire). Donc I'enveloppe de Q, R, est un des cercles
de la suite (R).

Reprenons notre sujet, et établissons quelques
théorémes généraux sur les figures qui ont la propriété
de se reproduire par rayons vecteurs réciproques.

Tatorkme I.—S8i U’on transforme par rayons vecteurs
réciproques une figure assujettie & la seule condition
d’étre symétrique par rapport a un plan, la trans-
formée aura la propriété de se transformer ecn elle-
méme par rayons wecteurs réciproques; le péle de la
seconde transformation est le point transformé du symé-
trigue du péle de la premiére, par rapport au plan de
symétrie de la figure considérée ; la puissance de la se-
conde transformation est positive. Si la figure consi-
dérée est plane, il suffit qu’elle ait un axe de symétrie;
car le plan perpendiculaire au sien conduit swivant
Uaxe sera pour elle un plan de symétrie.

Pour le montrer, considérons les deux points A, A,
(fig- 11), symétriques par rapport au plan P et appar-
tenant a une figure jouissant de la méme propriété.
Transformons cette figure par rayons vecteurs récipro-
ques en prenant le point O pour pdle. Soit O, le point
symétrique de O par rapport au plan P; les points A, A,
sont situés sur une circonférence ayant OO, pour dia-
métre; la droite AA, se.transformera en une circonfé-
rence tangente a 00, en O; le cercle OA, AO, se trans-
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formera en une droite passant par le point fixe », trans-
formé de O, ; les points transformés de A et A, seront
les intersections a, a, d’une droite passant en @ avec
un cercle tangent 4 WO en Oj; on aura donc

—_—2

waX ewa, — w0 )

égalité qui établit la proposition.

Remarque I. — Si le pole O venait se placer dans le
plan P, le point » s’éloignerait i I'infini; une figure
ayant un plan de symétrie peut donc étre considérée
comme se transformant en elle-méme par rayons vec-
teurs réciproques, le pole étant a 'infini sur une perpen-
diculaire au plan de symétrie et la puissance de trans-
formation étantinfinie.

Remarque II.— Si une figure admet plusieurs plans
de symétrie, une figure transformée de celle-la par
rayons vecteurs réciproques se transformera en elle-
méme par rayons vecteurs réciproques par rapport a
autant de points.

Si les plans de symétrie de la premiére figure se cou-
pent en un méme point, les symétriques du pole de trans-
formation O par rapport & ces plans seront sur une
sphére passant par le point O et ayant pour centre le
point commun des plans de symétrie; donc leurs trans-
formés, qui sont les péles de la seconde transformation,
seront dans un méme plan transformé de la sphére.

Si les plans de symétrie de la premiére figure se cou-
pent suivant une droite, les poles de la seconde trans-
formation sont en ligne droite; ainsi, comme exemple,
la surface transformée par rayons vecteurs réciproques
d’une surface de révolution se transforme en elle-méme
par rapport a tous les points d'une droite perpendicu-
laire au plan méridien passant par le pole de la premiére
transformation.
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Trtoxeue II. — Siune figare se transforme en elle-
méme par rayons wvecteurs réciproques suivant une puis-
sance positive, on peut la transformer par rayons vec-
teurs réciproques en une seconde figure ayant tel plan
gu’on voudra pour plan de symétrie.

Soient a, a, (fig. 11) deux points correspondants
FiglL.
0

: A

>

d’une telle figure, w le péle de transformation, A* la
puissance; on a
wa X wa, = A%

Soit encore P un plan quelconque : abaissons du point »
une perpendiculaire N sur ce plan, prenons sur elle
O =k, puis déterminons le point O, symétrique de O
par rapport au plan, enfin transformons par rayons vec-
teurs réciproques, en prenant le point O pour pdle et
pour puissance le produit » O >< 0O,

Les deux points a, a, somt sur la droite waa, et sur
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une circonférence tangente 2 Ow en O; la droite waa,
se transforme en une circonférence ayant pour diamétre
00, etson centre en Nj la circonférence Oaa, se trans-
formera en une corde paralléle a OO, de la circonférence
précédente, et dont en conséquence le milieu sera dans
le plan P; les points A, A,, respectivement transformés
de a, a,, seront symétriques par rapport au plan P.

Remarque. — Si une figure se transforme en elle-
méme par rayons vecteurs réciproques, et suivant des
puissances positives par rapport a plusieurs poles, si de
plus les sphéres décrites de ces poles comme centre, avec
des rayons respectivement égaux aux racines carrées des
puissances correspondantes, se coupent en un méme
point, en prenant ce point pour pdle la figure se trans-
formera par rayons vecteurs réciproques en une autre
admettant autant de plans de symétrie qu’il ya de sphéres
passant par le point. Nous avons une application de cette
remarque dans la transformation de la strophoide en hy-
perbole équilatére. La strophoide se transformerait en-
core, d'aprés laméme remarque, en une courbe sphérique
admettant deux plans de symétrie, si 'on prenait pour
pdle un point quelconque de la circonférence de petit
cercle commun aux deux sphéres ayant pour centres les
points correspondants principaux et passant par le point
double. (A continuer.)



