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SOLUTIONS !)E QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question H37
(Toir a' serie, t XIII, p 207),

PAR M. MORET-BLANC.

Deux hjperboloïdes 'gauches Hl5 H2 ont une géné-
ratrice commune L. Par tout point m de L passent



une génératrice Lt de Ht et une génératrice L t de Ht.

Comment varie Vangle L t , Ls quand m parcourt L?
(DEWULF.)

On sait qu'il existe sur la génératrice L deux points
où les hyperboloïdes HM Hf ont le même plan tangent.
Je prends l'un de ces points pour origine, la génératrice L
pour axe des z et le plan tangent commun pour plan
des xz.

Les équations de* deux hyperboloïdes seront de la
forme

(H,) x[ax -h by -h cz) -\-y(ey -\-fz -4- g) = o,
(Ha) x{axx-+- bxy -+-cxz)-ï-y{e{y -\-fxz + ^ ) = o.

Coupons le premier par le plan y = mx : la projection
de l'intersection sur le plan des xz sera

J? = O, (a -+- bm -f- em2)x -f- (c -\-fm )z -{- gm = o.

La seconde génératrice Lt est à la distance de l'origine

z, = — ? a ou /7Ï = ———• •

c-hfm fzi-h g
Les cosinus des angles que cette génératrice fait avec les
axes sont proportionnels à

a -4- bm -+- em*
i, m et —;

c -\-fin
ou à

czx <*{fzi + g)2— bczx{

ou enfin à

Les cosinus des angles que la génératrice L2 fait avec
les axes sont de même proportionnels à



Posant, pour abréger,

*i -+- g) = A ' ~" *B*i =

Cigi (ƒ« *i •+- gi) = A,, — c\ g, zx = B,,

on aura

rosT

•e,e]

T

V/A'

-(Mifigx

AA,-4-

+ B2 + C

— bxcxgx)zxA

BB, -f- CC,

«VAÎ-4-BÎ4

Question 1139
(voir *• série, t. XIII, p. 208);

PAR M. H. QUET,

Élève du lycée de Bordeaux (classe de M. de Lagranval).

Par un point A, extérieur à une parabole, on mène
deux tangentes à la courbe et aux points de contact
des normales qui se coupent en un point B; quel doit
être le lieu des points & pour que celui des points B soit :
i° une droite; i° un cercle ayant pour centre le sommet
de la parabole? (ANDROWSKI.)

Je prends pour axes Taxe de la parabole et sa tangente
au sommet: son équation sera

(1) y*=*px.

Soient a et b les coordonnées du point A, et a, j3 celles
du point B; l'équation de CD, polaire de A, sera

(2) by — px — ap = o.

D'un autre côté, l'équation de l'hyperbole passant par
les pieds des normales menées du point B est

(3) xy+jr(p — a) — p$=o.

Les équations qui fournissent les ordonnées des points



dTinter9ection de la droite (a) avec les courbes (i) et (3)
sont

{4 ) y* — 2 b y •+• i op — o

(5) r>-

Ces deux équations devant donner les mêmes valeurs
pour j " , nous aurons, en identifiant,

( ib->z=ap-+-a.p—p\

\ 2ab =—/?p.

1. Si maintenant nous voulons que le lieu du point B
soit une droite, oc et (3 doivent satisfaire à la condition

(7) p = ca + d.

En éliminant a et (3 entre les relations (6) et (7), nous
aurons une relation entre a et b qui sera l'équation du
lieu des points A. Portant dans (7) les valeurs de a et
de /3 tirées des relations (6), il vient, en remplaçant a
et b par les coordonnées courantes x , y ,

— ixy = c(2.y7 -\-p7 —px) 4- pd
OU

(8) icy7 -4- 2>xy — cpx -4-p(pc -h rf) = o.

Le lieu des points A est donc une hyperbole ayant une
de ses asymptotes parallèle à l'axe des a:, et l'autre per-
pendiculaire à la direction de la droite sur laquelle se
meut le point B.

Si Ton voulait que le lieu des points B fût une parallèle
à Taxe de la parabole, il faudrait faire c = o dans l'équa-
tion (8), et l'équation du lieu deviendrait

*r = - ^ ,

équation d'une hyperbole équilatère rapportée à ses



asymptotes. Si le Heu du point 8 est l'axe de la parabole,

on a c = o, c?=o, et l'équation xy = — — se rédui-

sant à j y = o montre que le point A doit être sur Taxe

de la parabole, ou sur la tangente au sommet de cette

courbe.
Proposons-nous de trouver ce que deviendrait le lieu

des points A, si le point B était assujetti à se mouvoir
sur une droite parallèle à l'axe desy.

Je remarque que, pour avoir l'équation du lieu, il
suffit d'éliminer a et (3 entre les relations (6), et la rela-
tion ot = d'. Remplaçant a par sa valeur dans la première
des équations (6), il vient

ib7 =z ap -f- pd' — p2

ou, en remplaçant a et b par les coordonnées courantes
x et j ,

(9) X' = Z[*-(P-*')]•

Le lieu est donc une parabole dont le paramètre est le
quart du paramètre de la parabole proposée, et qui a
même axe. Si donc le sommet de cette seconde parabole
a une abscisse positive, elle sera tout entière comprise
dans l'intérieur de la parabole proposée, et nous ne pour-
rons mener par les points A que des tangentes imagi-
naires, et,par suite,nousauronsdesnormales imaginaires
correspondantes qui se couperont en des points réels dont
le lieu sera la droite x = d'. Cherchons la condition pour
que le lieu des points A soit tel qu'on puisse mener des
tangentes réelles à la courbe proposée. Si nous faisons
y = o dans l'équation (9), il reste

,/x = p — a .

On voit donc que, tant que d' sera négatif, le sommet de



( i88 )
la courbe (9) sera intérieur à la parabole proposée, et
nous n'aurons que des normales imaginaires; si df est
positif et <Cp? il en sera de même; mais si df^>p, le
sommet de la parabole (9) est extérieur à la première
parabole, et le lieu des points À d'où Ton pourra mener
des tangentes réelles sera la partie de la courbe (9) exté-
rieure à la première.

2. Le lieu du point de rencontre des normales doit
être un cercle ayant pour centre le sommet de la para-
bole.

Dans ce cas, pour trouver le lieu des points A, il faut
éliminer a et (3 entre les équations (6) et celle d'un cercle
ayant son centre à l'origine, c'est-à-dire entre les équa-
tions

b* ap — p\

a
2-f- $*= r\

Portant dans la dernière les valeurs de a et /3, tirées des
deux premières, il vient

2 — apY /ja'b' __

ou, en faisant a et b coordonnées courantes,

[ ly"1 -h p2 — p x Y -+- 4 >v*y2 = r'pK

Dans ce cas, le lieu est une courbe du quatrième degré,
que Von sait construire.

Note. — La même question a été résolue par MM. Gambey; Joseph
Leclercq, élève au lycée d'Amiens; A. ïourettes; Brocard; Moret-Blanc;
B. Launoy, maître auxiliaire au lycée de Lille; P. S., à Cherbourg;
H. Lez; A. Pellissier; de Rufz de Lavison, élève du lycée Louis-le-Granti
(classe de M. Painvin); E. Kruschwitz, à Berlin.



( '39 )

Question H50
(foir 7* serie, t. XIII, p. 191);

PAR M. ASTOR,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée d'Angouïèœe.

Trouver le lieu des points de contact des tangentes
menées d'un point fixe aux hyperboles équilatères tan-
génies aux trois côtés d^un triangle donné.

(A. ROUSSET.)

Prenons pour triangle de référence le triangle donné.
L'équation générale des coniques tangentes aux trois
côtés est

V'ôcc -4- sfbl -H sfcy = o
OU

[ ƒ(<*» #» 7) = tf2a2-f- 62<J2-+- c2y7

(0 ' y>
f — 2 ca y a — iaba.B = o .

La condition pour que cette équation (i) représente une
hyperbole équilatère s'écrit aisément ; elle est la suivante :

(2) à1 -f- b2-\- c1 -\- %bc cos A H- zca cosB -h 2tf£cosC = o.

Soient a', £', •/ les coordonnées du point donné; l'équa-
tion de sa polaire par rapport à (i) peut s'écrire

Entre les trois équations homogènes (i), (2), (3) il s'agit
d'éliminer a, Z>, c. Or l'équation (1) peut s'écrire

(4) */:+*/î+a/;=o;
(3)et(4)donnent

/. = A A
PY — 7^ 7a' — ay' ~ a8' — Sx' '

que Ton peut écrire
a(bS -f- C7 — a a.) b(cy -\-atx — b$) f ( a a + H — cy)

dy' — ^' ^ 7a'~ a7' ~ a ^ — âoe'



On tire de ces équations les valeurs proportionnelles de
a, b, c, par une élimination facile qui consiste à rem-
placer ces deux équations par des équations du premier
degré en a, &5c; elles s'obtiennent aisément en multi-
pliant les deux termes du premier rapport par a, ceux du
deuxième par [3, ceux du troisième par y, retranchant
terme à terme les numérateurs et dénominateurs de deux
des nouveaux rapports et égalant au troisième sous sa
forme primitive. On a ainsi

a b c
oc($y'—yS'y — ̂ (7a'~.a7

/)2 = 7 (a*' — <?a')''

il ne reste plus qu'à remplacer a, i , c par ces valeurs qui
leur sont proportionnelles dans ( i ), et Ton a pour l'équa-
tion du lieu

-y*')*[y*' — a7 ')2cosC

7a')3(ad' — (îa')2cosB

-f- 2<? 7 ( 7 a' - - a7' )2(a<î' — <?a')'cosA = O.

Cette équation représente une courbe du sixième degré
dont les trois sommets du triangle sont des points doubles
et le point donné un point quadruple.

On pouvait prévoir que la courbe est du sixième ordre
et a le point donné pour point quadruple.

En effet la condition pour qu'une droite

/a -+- m$ + ny = o

soit tangente à la courbe est (SALMON)

a b c
l m n

Cette équation avec l'équation (2) montre qu'il existe
deux hyperboles équilatères tangentes aux trois côtés et
à une droite quelconque passant par le point donné. Sur *



toute droite issue du point donné se trouvent donc deux
points du lieu, et le point lui-même est un point quadru-
ple du lieu, car on peut mener quatre hyperboles pas-
sant par le point donné. Les quatre tangentes en ce point
sont les tangentes à ces quatre hyperboles. Le lieu est
donc du sixième ordre, puisqu'une droite issue du point
donné le coupe en six points.

On peut aisément trouver le lieu par rapport aux pa-
raboles tangentes aux trois côtés, en remplaçant l'équa-
tion (2) par la suivante :

a b c
______ | I . Q

sinA ' sinB sinC '

qui exprime que la droite de l'infini

sinAa-h sinB [3 -h sinC7 = o

est tangente à la conique. Le lieu a pour équation

sinA sinB sinC

C'est une courbe du troisième ordre passant par les trois
sommets du triangle et ayant le point donné pour point
double.

Note. — La même question a été résolue par MM. L. Bourguet; Moret-
Blanc; Gambey; Genty; Ch. Contet.


