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INTÉGRATION DE L'ÉQUATION D'EULER PAR LES LIGNES
DE COURBURE DE RHYPERBOLOÏDE RÉGLÉ.

PAR M. FLOQUET,
Professeur au lycée de Belfort.

Soit l'hyperboloïde réglé

x* x3 z2 _

où nous supposons a^> b.

Coordonnées u et v.

Considérons les deux couples d'équations
! X Z
l - — - cosw -r- sinw,

a c

y z .
— ~ - sin« — cosu;
b c

\i Z

— sine,c

y z .
— — - sine -+- COSP.
b c



u variant de zéro à 2 7T, le couple (i) représente suc-
cessivement toutes les génératrices de l'un des systèmes,
et, y variant de zéro à 2 7r, le couple (2) donne toutes les
génératrices de l'autre. Or nous pouvons prendre comme
lignes coordonnées d'un point de la surface les deux gé-
nératrices qui passent par ce point 5 mais ces deux géné-
ratrices sont définies par un couple de valeurs des para-
mètres angulaires u et v : donc nous dirons que les deux
coordonnées d'un point de l'hyperboloïde sont u et v.

Transformation des coordonnées.

Évaluons les coordonnées .r, y, z d'un point de la sur-
face en fonction de son u et de son v. Il nous suffit, pour
cela, de résoudre par rapport à x, ƒ , 2 les quatre équa-
tions (1) et (2), lesquelles se réduisent à trois. Nous trou-
vons ainsi

/ U - 4 - V

sin

(3)

. U V
sin — —

2

PROBLÈME. — Trouver les deux équations en u et v
qui représentent les deux lignes de courbure passant par
le point (u = o, u •= *>0)«

Pour résoudre la question, nous pouvons opérer de
deux façons : i° soit en remplaçant simplement x et y par



les valeurs (3) dans l'équation connue de la projection
d'une ligne de courbure sur le plan des xy, puis déter-
minant convenablement la constante 5 20 soit en suivant
la marche directe.

Premier procédé. — L'équation (voir Calcul différen-
tiel et intégral de M. Serret, t. II, p. 509) de la projec-
tion d'une ligne de courbure sur le plan des xj est

4- [b2 (a7 4- c2)x< — a}(b> 4- c2) f— a2b2{a> — b2 )] C'

Or les formules (3) donnent

, I + C O S ( » + P) 2 _ _ h7 1— cos (H -I- V)

I—cos (u—v) 1—cos(w — v)

Substituons
A2 1 «2

; [i-t-COS (u -+- f)]C/2

a'

I-+- COS(« -4-pJ - [ i — COS(w
Cl - f - C

: ly I * t / U î > \ u y 1 ^ci 4 - c )

— b* [1 — cos (u 4- v)] z= o.
Mais si nous posons

C' = — C, — À-2 ( k compris entre zéro et 1),
a2 a2 — c2 r

l'équation précédente s'écrira

(4) '. —2[(i—A-2)sin«sinp — COS«COSP]G

Déterminons maintenant la constante C, de façon que,

' pour u = o, on ait v = : y0,

(5) (l— *a)(l 4-COSP0)C
24- 2COSP0.C (i —



( " 3 )

puis éliminons C : le résultat de l'élimination de C

entre les deux équations du second degré (4) et (5) est,

d'après la formule ordinaire,

| COSO0 [ i -4- COS (u -f- *>)]

-+- (i -f-cosfo) [(i — &*) sinasine — COSWCOSP] j

X jcosf>0[i — cos[u -4- v)]

-+- (i — COSP0)[(I — ̂ 2) sin« sine — cosw cost>] j

= : (i — P) [COSC0 — COS (tt H- (>)]2.

Ce résultat se met successivement sous les trois formes

suivantes :

(i — A-2) [cosPo — cos(w -f- P)]2

= [ cos vQ — cos (u-hPj — A2 sin u sin v]2 — k * cos2 v0 sin2 u sin21>,

X-2[cos^0 — cos (u H- t>)]2

— i k1 [cosco — cos(a -4- P)]sin u sin v -^-kK sin2*\> sin2 u sin2f = o ,

(i — À-2sin2u sin2v) sin2v0 — cos (u -f- v) cos (u — v) — i

= : — 2 COSM COSP COS*V

Élevons maintenant les deux membres au carré, et

remplaçons cosV0 P a r 1 — sinV0 :

[(i — X2sin2« sin2e)sin2ctf — cos (u -+- v) cos(« — v)— i]2

= 4 cos2 u cos2 v ( i — sin2 c0).

Ordonnons par rapport à sin ̂ 0
 :

H- 2 i 2 cos2u cos2 v — (i — Â:2sin2tf sin'e)

X [ i -+- cos [u -f-1>) cos (u — ç)] J sin2t>0

H- [cos(a + i>) cos(w — v) H - i ] 2 — 4 c o

Enfin, remarquant les deux identités

2cos2«cos2e — (i — £2sin2asin2*>)[i -f-cos(w -\-v)co${u — v)]

= — [sin2u (i — ̂ 2sin2p) COS'P -4- sin2p(i — A2sin2u) cos2«],

[cos{u -f-p)cos(a— p)-f- i ] 2 —4COS2«COS2P—(cos2«~cos2c)2 ,



nous écrirons notre équation

( i — k* sin5 u sin2 v)2 sin4 P0

X sin2c0 -f- (cos2« ~ cos2*')2 = o.

Elle est alors de la forme bicarrée

a2 sin4 e0 — 2 (3 sin2 v0 -f- y2 = o.

Résolvons par rapport à sir

a y 2 a y 2

mais on a

L±_??~sin*eC0 Ï

ft~a7:rrSin2KCOS-V(l
2

Donc la valeur de sin ^0 est

__„.„. v 1— A2 sin'wrfcsin wcospy/i — / 2sinV

II semblerait, d'après cela, que sin^0 a quatre valeurs:
mais il n'en est rien : deux seulement répondent à la
question. L'équation (5) exprime, en effet, non pas que,
pour ü = o , o n a ^ = ^ , comme il le faudrait, mais sim-
plement que, pour u = o, on a cos*> = COSP'O, c'est-à-dire
^ = ^ 0 ou V=2T: — *v De là l'introduction de deux
valeurs étrangères au problème, puisqu'elles appartien-
nent à sin(27T — *>o) ou — sinM0, et non à -h sin^0. Il
est facile de distinguer ces deux solutions étrangères;
car, dans la formule (6), faisons les hypothèses u = o et
v = y0, nous trouvons

sinr0 = zh sino0 dz o.

C'est donc le signe — du premier signe dz qu'il faut



supprimer pour les éliminer, de sorte que, finalement,
les deux équations en M et ^ qui représentent les deux
Jignes de courbure passant par le point (u = o, v = y0 )
sont
/ \ 5 j n p -hsinpcosa\/i/i —

i — k7 sin* u sin2v

Second procédé. — Suivons la marche directe. Cal-
culons dX) dy, dz :

cosudv— cosvdu , . smudv— smvdu
dx — a ? dr = b ?

. u — c u — v2 2 sin2

2

du — du
dz — c

2Sin2

2.

puis écrivons que (pdx -t- (jdy — dz) est nul

(acosu.p -h bsinu.q— c)dv —[acosv.p -4- bsinv.q — cjdu=:o9

ce qui donne
acosu.p -
acosf./? -\- bsinv.q = c.

De là déduisons p et g :

u -h v . u -f-
cos sin

c 2 c i
a u — v b u —

cos cos2 2

Remplaçons enfin, dans l'égalité

gz)
dp dq

les lettres x, yy z, p^ q par leurs valeurs en u et y, et,
toutes réductions faites, nous obtenons l'équation

=

Ö2COS2W -I- 62sin2« + c7 Ö2COS2^ -f- £2sin2? + c
'



(
qui est l'équation différentielle des lignes de courbure de
Fhyperboloïde proposé. Or, si nous désignons toujours

— ^par A2, Téquation (8) s'écrit

* 9 ' 1 — A ŝiïï̂ â ~~ 1 — Â'sinV

donc Téquation différentielle à intégrer n'est autre chose
que Téquation d'Euler. Si nous posions

sina — X, sin*> = Y,

nous l'aurions sous sa forme ordinaire, savoir :

dX2 dY2

(10)
— X 2 ) ( I — * a X ' j (1 — Y 2 j ( i — A2 Y 2 )

En intégrant alors cette équation par une des méthodes
connues, nous achèverions la solution du problème.

Intégration de Véquation d^Euler.

Le rapprochement des deux procédés de solution donne
l'intégrale de l'équation d'Euler et en fournit une mé-
thode d'intégration. Il est évident, en effet, que l'équa-
tion (7) est l'intégrale de l'équation différentielle (9), et
par suite que Téquation

est l'intégrale de l'équation différentielle (10), sinu,
sin v et siny0 ayant été remplacés par X, Y et Z. Ainsi le
problème proposé condui l à l'intégrale algébrique d'Euler.

L'équation (10) se décompose en deux, il est vrai,

, , dX dY

(12)

v/(i - X 2 ) (1 - Â-'X'J <J{i - Y2) (1 - A-3 Y2

</X dY

_ X2) (1 - **X>) V ( i - Y») (1 - jt» Y')



( " 7 )
mais il n'en résulte aucun inconvénient, et Ton voit fa-
cilement que (n) intègre

•+- Yv/r^x" 2 v/i — * 'X'—xs /T^T 2 v'> — A'Y2

tandis que (12) intègre

Si, en effet, nous supposons # = o, l'ellipse de gorge
devient circulaire, mais les termes des équations (11) et
(12) aussi, de sorte qu'on les intègre de suite.

(11) devient du = dv, et donne, par conséquent,
v0 = v— u (parallèle), ce que fournit précisément
(7) quand on y garde le signe —, c'est-à-dire ce que
fournit (i3).

(12) devient du -f- dv = o, et donne, par conséquent,
v0 ~ u -f- u (méridien), ce que fournit précisément (7)
quand on y garde le signe + , c'est-à-dire ce que
fournit (i4)«

Ainsi (11) est l'intégrale de (i3), et (12) celle de (i4)»
En résumé, on voit que l'équation en u et *> de la

ligne de courbure d'un hyperboloïde réglé est précisé-
ment l'intégrale algébrique d'Euler où l'on a introduit
les amplitudes. Les lignes de courbure de cette surface
intègrent donc l'équation différentielle d'Euler, grâce à
l'emploi de ces coordonnées u et v\ et même l'intégrale
s'amène facilement à la forme qu'on lui donne d'habi-
tude.


