NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

FLOQUET

Intégration de I’équation d’Euler par les
lignes de courbure de I’hyperboloide réglé

Nouvelles annales de mathématiques 2¢ série, tome 14
(1875), p. 120-127

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1875_2_ 14 120_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1875, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1875_2_14__120_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

INTEGRATION DE L’EQUATION D’EULER PAR LES LIGNES
DE COURBURE DE L’'HYPERBOLOIDE REGLE.
Par M. FLOQUET,

Professeur au lycée de Belfort.

Soit I’hyperboloide réglé
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ol nous supposons a > b.
Coordonnées u et v.

Considérons les deux couples d’équations
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u variant de zéro a 2m, le couple (1) représente suc-
cessivement toutes les génératrices de 'un des systémes,
et, v variant de zéro a 2, le couple (2) donne toutes les
génératrices de ’autre. Or nous pouvons prendre comme
lignes coordonnées d’un point de la surface les deux gé-
nératrices qui passent par ce point; mais ces deux géné-
ratrices sont définies par un couple de valeurs des para-
métres angulaires u et v : donc nous dirons que les deux
coordonnées d’un point de ’hyperboloide sont u et v.

Transformation des coordonnées.

Evaluons les coordonnées x, y, z d’un point de la sur-
face en fonction de son u et de son v. Il nous suffit, pour
cela, de résoudre par rapport a x, y, z les quatre équa-
tions (1) et (2), lesquelles se réduisent a trois. Nous trou-
vons ainsi
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ProeLime. — Trouver les deux équations en u et v

qui représententles deux lignes de courbure passant par
le point (u= o, v = v,).

Pour résoudre la question, nous pouvons opérer de
deux facons : 1° soit en remplagant simplement x et y par
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les valeurs (3) dans ’équation connue de la projection
d’une ligne de courbure sur le plan des xy, puis déter-

minant convenablement la constante ; 2° soit en suivant
la marche directe.

Premier procédé. — L’équation (voir Calcul différen-
tiel et intégral de M. Serret, t. II, p. 509) de la projec-
tion d’une ligne de courbure sur le plan des xy est
a* (b + ) z2C"*

+ [8%(a* + ) a* — a*(B* + ¢*) y'— a? b*(a>— b*)] O

— b*(a*+ ) y?* =o.

Or les formules (3) donnent

o IR, gy xmcoslent ),
1— cos(u—v) 1— €os (& — v)
Substituons
6% -+ ¢*
at e [1-+cos (u -+ ¢)]C?
b2+ ¢?
+azbwgl+ cos(u v — m[l—cos(u+o)]
ar—b? R
e [1—cos(z— )| C'

— b*[1 — cos (& + v)] = o.
Mais si nous posons
b2 at— b?

C=-¢C,

pe == &* (k compris entre zéro et 1),

a? _:cz
Iéquatjon précédente s’écrira
(1t — &)1+ cos (u + v)] C?
(4) + —2[(1— &*)sinasine — cosu cos¢|C
( —[1—cos(u+v¢)]=o.

Déterminons maintenant la constante C, de facon que,
pour & = 0, on aity = v,

(5) (x— #*){1 -+ cose,) C* + 2 cosv,. C — (1— cosv,) = 0;
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puis éliminons C : le résultat de I'élimination de C
entre les deux équations du second degré (4) et (5) est,
. d’aprés la formule ordinaire,

{ cosv, [1 + cos (u + ¢)]

~+ (1 +cose,) [ (1 — A?) sinz siny — cosu cosv]}
=< % cosv, [1— cos(u+v)]
—+ (1 — cosv,) [ (1 — 4*) sinu sine — cosu cosu]%
= (1 — &*)[cose, — cos (u + o).

Ce résultat se met successivement sous les trois formes
suivantes :
(1— A7) [cosp, — cos (z -+ ) J*

—[cosv,— cos (& —+¢) — A?sinusine]? — A‘ cos?s, sin’u sin?v,
k*[cosv, — cos (u + v)]?

— 2.k*[cosv¢, — cos(u —+¢)]sinusine + A'sin?v, sin*z sin*v —o,

(1 — A*sin*u sin?v) sin®o, — cos (& + v)cos (& — ¢) — 1
= — 2 €OS% COSV COS¥,.

Elevons maintenant les deux membres au carré, et
remplagons cos® v, par 1 —sin’y :

[(1 — A*sin’u sin*¢)sin®v, — cos (& + ¢) cos(u — ¢)— 1}

= 4 cos?u cos?v (1 — sin?e,).

Ordonnons par rapport a siny, :
(1 — A*sin*u sin?e)?sin‘ s,

+ 2 i 2 cos?u cos?y — (1 — A*sin’u sin®v)

> [ 1+ cos (z +¢) cos {(u — ¢)] § sin?y,
—+ [cos (& + ) cos(u — v) +1]*— 4 cos*ucos?v = o.

Enfin, remarquant les deux identités
2cos*u cos’v — (1 — A’sin?usin?v)[ 1 + cos (u + ¢)cos (z — )]

= — [sin’« (1 — A*sin’) cos?v + sin?e (1 — A%sin?u) cos?u],

[cos(u +¢)cos(u— v) + 12— fcos?ucos?o = (cos?u — cos?v)?,
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nous écrirons notre équation
(1 — A*sin®u sin®¢)* sin‘ v,
— 2[sin?a (1 — A?sin?v) cos?¢ + sin?e (1— A#3sin’u) cos’«]
< sin?e, -+ (cos?u — cos?¢)? = o.
Elle est alors de la forme bicarrée
a?sin‘ v, — 2P sin®p, + 9* = o.

Résolvons par rapport a sinv,

sinva:il\/Mil\/Efﬂ:
P 2 2 2

mais on a
-+ . .
E.z—a'-y = sin?v cos?u(1 — A*sin*u),
s sin?u cos’e (1 — A*sin’e).
2

Donc la valeur de siny, est

(6) sino, __—Esinvcosuy1— A? sin?uEsinu cose\/1— A *sin’e
00— —— - .

1 — A%sin®u sin?e

Il semblerait, d’aprés cela, que siny, a quatre valeurs;
mais il n’en est rien : deux seulement répondent a la
question. L’équation (5) exprime, en effet, non pas que,
pour u = o, on a ¥ = v, comme il le faudrait, mais sim-
plen}ent que, pour z = 0, On a COSY = €Os ¥, C'est-3-dire
v=y, ou v=27% — ¢,. De la l'introduction de deux
valeurs étrangéres au probléeme, puisqu’elles appartien-
nent a sin (27 — ¢,) ou — sinv,, et non a + sinv,. 1l
est facile de distinguer ces deux solutions étrangéres;
car, dans la formule (6), faisons les hypothéses u = o et
v = v, nous trouvons

sine, == = sinv¢, = o.

C’est donc le signe — du premier signe == qu’il faut



(125 )
supprimer pour les éliminer, de sorte que, finalement,
les deux équations en u et v qui représentent les deux
lignes de courbure passant par le point (u=o0,v =v,)
sont

+sinvcosu\/1— A* sin? uz=sinucose\/ 1 — A sin’e

(7) sinp,= X ‘
1 — A?sin’u sin%v

Second procédé. — Suivons la marche directe. Cal-
culons dx, dy, dz :

dr — afgsﬂlf:f_cﬂsfﬁ‘, dy=b sinude — sinvdn

LU —
2 s1n?

dv — du
dz:c————»—;
L u—v

2sin?

puis écrivons que (pdx + gdy — dz) est nul
(acosu.p + bsinu.g— c)dv —(acosv.p + bsinv.g—c)du—o,

ce qui donne
acosu.p + bsinu.q =,
acosv.p + bsinv.qg = c.
De 14 déduisons p et ¢ :

u-—+v . &+
cos

[4

) i

CO03 —— Ccos
2

Remplagons enfin, dans I’égalité
d(z+pz) _dr+qz)
ap T dq
les lettres x, y, z, p, ¢ par leurs valeurs en u et v, et,

toutes réductions faites, nous obtenons I'équation

(8) dw’ - i

0 3 H
a*cos’u + b*sin*u + ¢*  a*cos?v + bisin?e + ¢?
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qui estI'équation différentielle des lignes de courbure de

Ihyperboloide proposé. Or, si nous désignons toujours
a?— b2

a*+¢c*

(9)

par k*, 'équation (8) s’écrit
du? dv’ )
1 — k*sin’z ~ 1 — A?sin%e’
donc I'équation différentielle  intégrer n’est autre chose
que I'équation d’Euler. Si nous posions
sinu =X, sine=Y,
nous l’aurions sous sa forme ordinaire, savoir :

(10) dx:z . _ dY? )
I—X)(1— &%) 1—Y) (1— &Y

En intégrant alors cette équation par une des méthodes
connues, nous achéverions la solution du probléme.

Intégration de I’équation d’Euler.

Le rapprochement des deux procédés de solution donne
Pintégrale de I'équation d’Euler et en fournit une mé-
thode d’intégration. Il est évident, en effet, que I’équa-
tion (7) est I'intégrale de ’équation différentielle (g), et
par suite que I'équation

YV —XVi — XX Vi — Y — Y
- 1— ArX?Y?

VA

est I'intégrale de 1'équation différentielle (10), sinu,

siny et siny, ayant été remplacés par X, Y et Z. Ainsi le

probléme proposé conduit al'intégrale algébrique d’Euler.
L’équation (10) se décompose en deux, il est vrai,

(II) X = th ’
Vie—X2) (1— #X?)  Ja—Y)(1— A Y?)
dX dy

(12)

+ = 0;
Vi—XJ1—#%)  yi—7)(— kY



(127)
mais il n’en résulte aucun mconvement, et 'on voit fa-
cilement que (11) intégre

+Y\/1-—X‘\/x — X — X\/x——Y’ T — kzw

(13) z= — AXPY?

tandis que (12) intégre

+YVi—=X1— X2 4+XV1—Y 1 — PY’
1— BXY?

(14) 2=

Si, en effet, nous supposons k= o, lellipse de gorge
devient circulaire, mais les termes des équations (11) et
(12) aussi, de sorte qu’on les intégre de suite.

(1) devient du = dv, et donne, par conséquent,
v, = v —u (paralléele), ce que fournit précisément
(7) quand on y garde le signe —, c’est-a-dire ce que
fournit (13).

(12) devient du + dv = o, et donne, par conséquent,
v, = v -+ u (méridien), ce que fournit précisément (7)
quand on y garde le signe -, c'est-a-dire ce que
fournit (14).

Ainsi (11) est I'intégrale de (13), et (12) celle de (14).

En résumé, on voit que ’équation en u et v de la
ligne de courbure d'un hyperboloide réglé est précisé-
ment l'intégrale algébrique d’Euler ot I'on a introduit
les amplitudes. Les lignes de courbure de cette surface
intégrent donc 1’équation différentielle d’Euler, grace a
Pemploi de ces coordonnées u et v; et méme I'intégrale
s’améne facilement 4 la forme qu’on lui donne d’habi-
tude.



